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p gay từ khi biết chân vào ngưỡng cửa đại học (tháng 8/2016), tôi đã suy nghĩ rất 
\\J nhiều về một cuốn sách có thể giúp cho các em học sinh tự tin với môn Toán và 
J vJ yêu thích nó hơn. Hơn nữa, kể từ năm nay, các em học sinh phải làm bài thi môn 
Toán dưới hình thức Trắc nghiệm với áp lực thời gian rất lớn (riêng kì thi THPT 
quốc gia, các em phải làm 50 câu/90 phút). Bởi vậy mà một tài liệu giúp các em tối ưu thời gian 
ôn luyện càng trở nên cần thiết hơn bao giờ hết. Chính vì thế, sau khi tham khảo ý kiến của 
thầy cô và bạn bè, tôi đẫ quyết định bắt tay vào viết cuốn sách này (1/11/2016). Sau gần 5 
tháng miệt mài làm việc, cùng với sự giúp đô của thầy cô, bạn bè, tôi đã hoàn thành xong đứa 
con tinh thần của mình. 

Công phá toán gsúp em đu*ực những gì? 

Thứ nhất, cuốn sách giúp các em hệ thống lại toàn bộ phương pháp, tư duy giải toán cần 
thiết trong chương trình lớp 12. Đặc biệt, tôi rất chú trọng tới những vấn đề mà học sinh thường 
hay nhầm lẫn. 

Thứ hai, cuốn sách giúp các em nắm được toàn bộ những vấn đề hay nhất, cần thiết nhất 
trong 200 đề thi thử của các trường, sở Giáo dục và Đào tạo trên toàn quốc. Hàng ngày có rất 
nhiều đề thi thử được chia sẻ trên mạng, tuy nhiên có nhiều đề thi không đảm bảo chất lượng 
các câu hỏi hay câu hỏi không bám sát cấu trúc đề thi của Bộ Giáo dục và Đào tạo. Cuốn sách 
sẽ giúp các em sàng lọc những vấn đề quan trọng và CẦN phải học để tiết kiệm thời gian sưu 
tầm, in ấn đề. Ngoài ra, những bài tập chất lượng này còn giúp cắc em khắc sâu thêm tư duy 
giải toán lớp 12. 

Thứ ba, cuốn sách giúp các em nắm được những kĩ năng xử lý Casio cần thiết trong việc 
học toán lớp 12. Tuy nhiên ở cuốn công phá toán này, tất cả kĩ năng MTCT đều gắn chặt với tư 
duy giải Toán, không chỉ đơn thuần là các thao tác bấm máy thông thường. 

Thứ tư, cuốn sách tích hợp hệ thống gửi tài liệu qua Mail, để học sinh có thể khai thác triệt 
để cuốn sách. Ngoài gửi qua Mail đáp án chi tiết 10 đề tự luyện theo trình tự thời gian, tôi còn 
gửi thêm 1 số tài liệu hay, liên quan tới nội dung cuốn sách khi sưu tầm được để các em thêm 
một lần nữa khai thác triệt để giá trị của sách. Đây cũng là một cách để đảm bảo quyền lợi cho 
các em, quý độc giả sử dụng sách chính hãng. 

Chính vì những đặc điểm trên, tôi rất mong các em học sinh, quý độc giả hãy thường xuyên 
trao đổi, liên với tôi để tôi có cơ hội được phục vụ quý vị tốt nhất. Trước khi đọc kĩ vào nội dung 
sách, tôi mong các em, quý độc giả nắm tổng thể nội dung sách. Cuốn sách tôi viết được chia 
thành 2 phần chính như sau: 






- Phần thứ nhất: 

o Hệ thống tư duy, phương pháp giải các dạng toán theo chuyên đề 
o Hệ thống ví dụ, bài tập minh họa điển hình kèm phân tích, đánh giá, mở rộng 
o Hệ thống bài tập rèn luyện kèm lời giải chi tiết được chọn lọc kĩ càng từ 200 đề thi 
thử các trường trên toàn quốc. 

- Phần thứ hai: 10 đề thi thử bao quát kiến thức lớp 12 nhất (được chọn lọc từ 10 trường 
THPT trên toàn quốc). Đáp án và lời giải chi tiết sẽ được tôi gửi đều đặn qua Mail. 

Cách học như thế nào cho hiện quả? 

Để sử dụng cuốn sách hiệu quả, các em nên có một kế hoạch cụ thể. Khi có kế hoạch cụ 
thể thì chúng ta mới đo lường được hiệu quả sử dụng sách, ở đây, tôi xin phép được chia học 
sinh thành 3 đối tượng sử dụng sách: 

Đối tượng 1: Mới bắt đâu học chương trình ỉớp 12 (các em chuẩn bị lên lớp 12) 

Trong trường hợp này, cách duy nhất tôi khuyên là các em nên học theo trình tự đã được 
sắp xếp ở trong sách, cứ lần lượt học: Đầu tiên đọc kĩ lý thuyết, phương pháp, tiếp theo đọc 
vào ví dụ minh họa và cuối cùng là luyện tập các bài tập rèn luyện. Tuy nhiên khi đọc lý thuyết 
hay. phương pháp mà vẫn mơ màng, các em có thể bỏ qua, đọc tiếp vào phần ví dụ minh họa. 
Trong một số trường hợp, thông qua lời giải và phân tích ở phần ví dụ minh họa sẽ giúp các em 
hiểu ra và nắm vững phần lý thuyết, phương pháp hơn. Trong quá trình làm chuyên đề, các em 
vẫn có thể tham khảo thêm các bài tập ở trong 10 đề tự luyện ở cuối sách để củng cố thêm. 

Đối tượng 2: Học xong chương trình (hoặc chuẩn bị thi THPT quốc gia) 

Các em xem phần nào còn yếu, chưa chắc chắn thì đánh dấu lại, xem kĩ phần ví dụ minh 
họa. Sau khi xem xong các em luyện hết mọi bài trong phần Bài tập rèn luyện. Trong quá trình 
làm bài tập rèn luyện, nhớ đối chiếu ngược trở lại phần lý thuyết và ví dụ minh họa để khắc sâu 
kiến thức. Cứ xong một chuyên đề, các em lại luyện 1 đề trong số 10 tự luyện cuối sách để hình 
dung cụ thể mức độ khó dễ trong một đề thi chính thức như thế nào và cũng là để tập phản xạ 
với các dạng bài thuộc chuyên đề đó ở trong một đề. 

Đối tượng 3: Các em xuất sắc hẳn 

Đối với các em có mức học giỏi trở lên thì chỉ cần tập trung 2 việc chính. Thứ nhất, các em 
chỉ cần lưu ý đặc biệt tới các phần STUDY TIP và hệ thống bài tập rèn luyện. Những bài đã quá 
quen thuộc rồi thì có thể bỏ qua. Ngoài ra, riêng đối với các em học sinh thuộc đối tượng 2 và 
đối tượng 3, các em nên tham khảo thêm 30 đề trong "Bộ đề chuyên" để củng cố thật chắc kiến 
thức lớp 12. Trong mọi trường hợp, khi làm đề, các em nên tạo môi trường, không khí GIỐNG 
Y NHƯ LÚC THI THẬT. Thứ hai, dù bận đến mấy, sau khi làm đề xong cũng phải làm hai việc: 
XEM LẠI ĐÁP ÁN CHI TIẼT và CHẤM ĐIỂM. 

Do tôi vừa mới bước chân vào đại học, kinh nghiệm sư phạm còn chưa nhiều, hơn nữa đây 
là cuốn sách viết riêng đầu tiên tôi viết, chắc chắn không thể tránh khỏi những thiếu sót. vì vậy, 
tôi rất mong nhận được sự góp ý từ các em học sinh và quý độc giả trên toàn quốc. 

Mọi góp ý xin gửi về email: ngochuyenlb.hnue@gmail.com hoặc fb:. facebook.com/huyenvu2405. 
Group chuyên môn; facebook.com/groups/ngochuyenfamily/ 

Fan page: facebook.com/ngochuyenlb. Website: ngochuyenlb.com 



Đ ể có thể hoàn thiện cuốn sách, tôi đã nhận được rất nhiều sự giúp đỡ của thầy cô, người 
thân và các em học sinh yêu quý. Lời cảm ơn đầu tiên tôi muốn gửi tới cô Bùi Thị Nhung 
- Gv Toán - THCS Đông sơn, Tam Điệp, Ninh Bình. Được làm học trò của cô là một 
trong những điều may mắn nhất trong cuộc đời tôi. cô là người đầu tiên giúp tôi thực sự đam 
mê Toán và quyết tâm theo đuổi nó. Tôi sẽ không bao giờ quên những ngày miệt mài ôn luyện 
cùng cô, những ngày mưa gió cô đạp xe xuống tận nhà hỏi han, động viên khi ốm. Nếu không 
gặp được cô, có lẽ tôi đã không có ngày hôm nay. Tiếp theo tôi xin được gửi lời cảm ơn tới cô 
Phạm Thị Hòa, cô giáo dạy Toán suốt 3 năm học cấp III của tôi. cô là người chỉ bảo và giúp đỡ 
tôi rất nhiều trong phong cách viết và giảng dạy Toán. Nếu không gặp được cô, chắc có lẽ tôi 
cũng không đủ tự tin để viết sách. Từ tận đáy lòng, tôi biết ơn cô rất nhiều! 

Tiếp theo tôi xin được gửi lời cảm ơn sâu sắc nhất tới người anh - người thầy Lê Bá Bảo 
- Gv Toán - THPT Đặng Huy Trứ, TP. Huế. Anh là một trong những người giáo viên tâm huyết 
và tốt bụng nhất tôi từng biết cho tới giờ. Anh luôn cho đi mà không mảy may một suy nghĩ 
thiệt hơn, luôn sẵn sàng giúp đỡ anh em đồng nghiệp một cách chân thành và tận tâm nhất. 
Tôi rất may mắn khi nhận được sự giúp đỡ của anh, nhất là ở chuyên đề Số Phức. "Cho đi là 
nhận về mãi mãi" - tôi tin anh đã và đang nhận được rất nhiều tình cảm, sự quý trọng từ học 
sinh và các đồng nghiệp. Hãy luôn nhiệt huyết như vậy nhé người anh của tôi! 

Lời cảm ơn chân thành nữa tôi xin được gửi tới thầy Châu văn Điệp - Gv Toán - THPT 
Yên Mô A, Ninh Bình. Tuy không được học thầy hồi cấp III nhưng giờ đây, thầy đã dạy cho tôi 
rất nhiều điều về cuộc sống, về chuyên môn. Thầy là người đầu tiên luôn sẵn sàng trả lời câu 
hỏi chuyên môn của tôi bất kể là 5h sáng, 12h trưa hay...0h đêm. Không chỉ cuốn sách công 
Phá Toán này mà cả cuốn Bộ đề tinh túy, thầy luôn nhiệt thành như vậy. Chính điều này càng 
thôi thúc tôi thêm nỗ lực phấn đấu nhiều hơn nữa. Nếu có thể quay ngược thời gian, tôi ước 
mình được là học trò của thầy, được nghe thầy giảng và truyền lửa đam mê. 

Lời cảm ơn tiếp theo tôi xin được gửi tới các thầy cô sau: thầy Phạm Văn Nghị, thầy Đặng 
Việt Đông - GV Toán, THPT Nho Quan A - Ninh Bình, thầy Nguyễn Thư - Gv Toán - THPT 
Phương Xá, Phú Thọ, thầy Nguyễn văn Lực - Gv chuyên luyện thi Toán, TP. Cần Thơ, thầy 
Nguyễn Duy Hưởng - Gv chuyên luyện thi Toán, Hà Nội, thầy Nguyễn Văn Dũng - Gv chuyên 
luyện thi Toán, Hà Nội, thầy Nguyễn Trường sơn - Gv chuyên Toán - THPT chuyên Lương Văn 
Tụy, Ninh Bình; thầy Võ Trọng Trí - Gv Toán - THPT Anh sơn I, Nghệ An, thầy Đoàn Trí Dũng, 
thầy Cao Đắc Tuấn (Gv chuyên luyện thi Toán - Hà Nội), thầy Võ Quang Mần - Gv Toán - Đại 



học Khoa học Huế. Những lời góp ý của các thầy đã giúp em hoàn thiện công phá hóa được 
chỉnh chu và chính xác hơn. Mong các thầy luôn khỏe mạnh và luôn là những bậc tiền bối đáng 
kính của thế hệ trẻ chúng tôi. 

Để hoàn thành cuốn sách này, tôi cũng không bao giờ quên sự hào phóng và nhiệt tình 
của các bạn thân. Nhất là 3 người bạn trong nhóm "X-àm Girl" ở lớp KI - sư Phạm Toán tiếng 
Anh, Đại học sư Phạm Hà Nội: Lê Thùy Linh, Nguyễn Bảo Chung, Nguyễn Thị Minh Hằng. Ngoài 
ra, tôi cũng xin cảm ơn người bạn thân - n gười anh - ng ười đồng nghiệp Nguyễn Văn Hưởng - 
Kĩ sư Tài Năng Bách Khoa, tác giả Toán Lovebook. Tất cả họ đều luôn sát cánh bên tôi những 
lúc căng thẳng nhất, khó khăn nhất với cuốn sách. Nếu không có họ, chắc có lẽ tôi không thể 
hoàn thành cuốn sách ngay trong năm học này. 

Lời cảm ơn tiếp theo, tôi xin được gửi tới các em sau: Lê Xuân Tuấn, Phạm Xuân Nam, 
Mai Thuỳ Dương, Nguyễn văn cảnh, Trần Ngọc Mai (học sinh lớp AK51), Lê Thị Ngọc Mai, Đinh 
Thúy Quỳnh, Trần Thị Nga, Ngô Thị Mỹ Linh (học sinh lớp GK51), Phạm Thị Hương (học sinh 
lớp BK51), Bùi Thị Thu Phương (Cựu học sinh lớp AK50). Tất cả các em đều là những học sinh 
xuất sắc của thầy Châu Văn Điệp ở trường THPT Yên Mô A, huyện Yên Mô, tỉnh Ninh Bình. Các 
em đã giúp đỡ tôi rất nhiều trong khâu đọc soát bản thảo. Tôi tin với đức tính ham học hỏi và 
cần mẫn, cắc em nhất định sẽ thành công sau này. 

Cuối cùng, tôi xin được gửi lời cảm ơn tới toàn thể các anh chị trong nhà sách Loveboók. 
Anh chị đã dẫn dắt tôi từ những ngày đầu tập tành viết sách. Thực lòng, nếu không được làm 
việc ở nơi đây, có lẽ tôi đã không có ngày hôm nay. Đặc biệt tôi muốn gửi lời cảm ơn chân thành 
nhất tới anh Lương Văn Thùy (Giám đốc) và chị Nguyễn Thị Thu Hương (phòng biên tập). Hai 
anh chị là người mà tôi lằm việc cùng thường xuyên trong nhà sách. Anh chị đã hướng dẫn tôi 
từng chi tiết nhỏ nhất trong việc soạn thảo và trình bày. Tận đáy lòng/tôi rất mong Lovebook 
có thể trao cơ hội cho nhiều sinh viên dam mê, nhiệt huyết như tôi hơn nữa. và tôi cũng luôn 
tiri chắc chắn rằng nhà sách Lovebook sẽ cồn phát triển niạnh mẽ hơn rất nhiều. 


LỜI TRI AN ĐẶC BIỆT 

Tôi muốn dành riêng mục này để gửi lời cảm ơn chân thành và yêu thương nhất tới toàn 
thể các em học sinh đang follow tôi trên tacebook và gmail. sự tin tưởng và quan tâm của các 
em dành cho tôi hàng ngày Ịà một liều thuốc bổ vô giá. Nó truyền cho tôi động lực hoàn thiện 
bản thân mỗi ngày, là niềm hạnh phúc mỗi sáng thức dậy. Thực lòng, nếu không có các em, có 
lẽ tôi đã không thể hoàn thiện cuốn sách, với tinh thần ham học hỏi và hướng thiện, tôi tin các 
em sẽ trở thành những người công dân tuyệt vời sau này. Tôi biết ơn các em rất nhiều! 

Để hoàn thành cuốn sách công phá toán này, tôi không thể không kể tới các thầy cô ở 
các trường, đơn vị đã tâm huyết biên soạn ra những đề thi thử chất lượng. Qua đây, tôi cũng 
xin được gửi lời cảm ơn tới các thầy cô tổ Toán ở các trường THPT, đơn vị sau: 

1. THPT Chuyên Đại học Vinh - Nghệ An 55. THPT Thuận Thành 1 - Bắc Ninh 

2. THPT Chu Văn An - Hà Nội 56. THPT Kiến An - Hải Phòng 

3. THPT Chuyên Lam sơn - Thanh Hóa 57. THPT Gia Viễn c - Ninh Bình 



4. THPT Chuyên Hà Nội Amsterdam 

5. Sở GD&ĐT Lầm Đồng 

6. Sở GD&ĐT Phú Thọ 

7. THPT Nhã Nam - Bắc Giang 

8. THPT Phạm Hồng Thái - Hà Nội 

9. THPT Nguyễn Văn Linh - Ninh Thuận 

10. THPT Bảo Lâm - Lâm Đồng 

11. THPT Gia Viễn B - Ninh Bình 

12. THPT Hiệp Hòa số 1 - Bắc Giang 

13. THPT Chuyên KHTN - Hà Nội 

14. THPT Huỳnh Thúc Kháng - Hà Nội 

15. THPT Chuyên Hoàng Văn Thụ - Hòa Bình 

16. THPT Lương Thế Vinh - Hà Nội 

17. THPT Can Lộc - Hà Tĩnh 

18. THPT Lý Thái Tổ - Bắc Ninh 

19. THPT Xuân Trường c - Nam Định 

20. THPT Chuyên Hưng Yên - Hưng Yên 

21. THPT Trần Hưng Đạo - Ninh Bình 

22. THPT Chuyên Biên Hòa - Hà Nam 

23. THPT Chuyên sơn La - sơn La 

24. THPT Chuyên Phan Bội Châu - Nghệ An 

25. THPT Huỳnh Thúc Kháng - Nghệ An 

26. THPT Lý Thái Tổ - Hà Nội 

27. THPT Nguyễn Thị Minh Khai - Hà Tĩnh 

28. THPT Chuyên Hùng vương - Gia Lai 

29. THPT Ngô Sỹ Liên - Bắc Giang 

30. Sở GD&ĐT Hà Nội 

31. TT luyện thi ĐH Diệu Hiền - Cần Thơ 

32. THPT Việt Đức - Hà Nội 

33. THPT Minh Hà - Quảng Ninh 

34. THPT Chuyên Lê Hồng Phong - Nam Định 

35. THPT Phạm Văn Đồng - Phú Yên 

36. THPT Yên Phong 2 - Bắc Ninh 

37. THPT Quảng xương 1 - Thanh Hóa 


58. Sở GD&ĐT Bạc Liêu 

59. Sở GD&ĐT Vĩnh Phúc 

60. THPT Chuyên Hạ Long - Quảng Ninh 

61. THPT Chuyên Vị Thanh - Hậu Giang 

62. THPT Kim Liên - Hà Nội 

63. Sở GD&ĐT Nam Định 

64. THPT Cầu Xe - Hải Dương 

65. THPT Chuyên Trần Phú - Hải Phòng 

66. THPT Kim Thành - Hảl Dương 

67. THPT Chuyên Đại học sư phạm Hà Nội 

68. Sở GD&ĐT Bà Rịa Vũng Tàu 

69. CLB giáo viên trẻ TP.Huế 

70. THPT Yên Lạc - Vĩnh Phúc 

71. THPT Lương Đẳc Bằng - Thanh Hóa 

72. THPT Chuyên Bắc Cạn 

73. THPT Chuyên Nguyễn Trãi - Hải Dương. 

74. Sở GD&ĐT Bắc Ninh 

75. THPT Đông sơn 1 - Thanh Hóa 

76. THPT Lam Kinh - Thanh Hóa 

77. THPT Chuyên Vĩnh Phúc - Vinh Phúc 

78. THPT Phan Đình Phùng - Hà Nội 

79. THPT Trần Hưng Đạo - Nam Định 

80. THPT Công Nghiệp - Hòa Bình 

81. THPT Nguyễn Văn Trỗi - Hà Tỉnh 

82. THPT Chuyên Nguyễn Quang Diêu - Đồng Tháp 

83. Trường PT Năng Khiếu - TP.HỒ Chí Minh. 

84. THPT Chuyên Mặt Trăng 

85. Sở GD&ĐT Thanh Hóa 

86. THPT Ngô Gia Tự - Vĩnh Phúc 

87. Sở GD&ĐT Ninh Bình 

88. THPT Lương Tài số 2 - Bắc Ninh 

89. THCS-THPT Nguyễn Khuyến - TP.HCM 

90. THPT Chuyên Lê Quý Đôn - Bà Rịa vũng Tàu 

91. THPT Trần Hưng Đạo - TP.HỒ Chí Minh 



38. THPT Hàm Rồng - Thanh Hóa 

39. THPT Vĩnh Chân - Phú Thọ 

40. THPT Nho Quan A - Ninh Bình 

41. THPT Cái Bè - Tiền Giang 

42. THPT Chuyên Thoại Ngọc Hầu - An Giang 

43. THPT Triệu sơn 2 - Thanh Hóa 

44. ThPT Chuyên Thái Bình - Thái Bình 

45. THPT Phạm Công Bình - Vĩnh Phúc 

46. THPT Nguyễn Đình Chiểu - Bình Định 

47. THPT Tiên Du số 1 - Bắc Ninh 

48. THPT Chuyên Nguyễn Thị Minh Khai - sóc Trăng 

49. THPT Chuyên Lương Văn Tụy - Ninh Bình 

50. THPT Hà Trung - Thanh Hóa 

51. THPT Hồng Bàng - Hải Phòng 

52. Sở GD&ĐT Hưng Yên 

53. THPT Hàn Thuyên - Bắc Ninh 

54. Tạp chí Toán học & Tuổi trẻ 


92. THPT Hai Bà Trưng - Thừa Thiên Huế 

93. THPT Chuyên Lê Hồng Phong - TP.HCM 

94. THPT Nguyễn Tất Thành - Hà Nội 

95. THPT Quang Trung - Hà Nội 

96. THPT Yên Hòa - Hà Nội 

97. THPT Việt Nam - Ba Lan 

98. THPT Đống Đa - Hà Nội 

99. THPT Ngọc Tố - sóc Trăng 

100. THPT Hoàng Diệu 

101. THPT Anh sơn 2 - Nghệ An 

102. THPT Đông Thụy Anh - Thái Bình 

103. THPT Hoẳng Hóa 4 - Thanh Hóa 

104. THPT An Lão - Hải Phòng 

105. THPT A Kim Bảng - Hà Nam 

106. Sở GD&ĐT Quảng Ninh 

107. Sở GD&ĐT Hà Tĩnh 

108. Nhóm thầy cô Toán học Bẳc Trung Nam. 


Một lần nữa, tôi xin cảm ơn tất cả! 
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\:-ặ- Phần mữ ôề 1 ; Hằm số và các ứng dụng của 


Hệ thống tư 
duy, phương 
pháp giải Gác 
hài tập chọn 
lọc chuyên đề 


II Tánh đtín điệu của hàm số. 

SL Lộ thuyết. 

1. Hàm số đồng biến hoặc nghịch biến trên K (với K là một khoảng (đoạn), n 
khoảng (nửa đoạn)) được gọi chung là hàm số đon điệu toên K. 

2. Tính đơn điệu của hàm số và dấu của đạo hàm. 

Điều kiện cần để hàm số đơn điệu: 

Giả sử hàm số/ có đạo hàm trên khoảng í. Khi đó 
Nếu hàm số/đồng biến trên I thì /'(r) > 0, Vx e I. 

Nếu hàm số/nghịch biến trên 7 thì /' (r) < 0, Vr e I. 


Điều kiện đủ để hàm số đơn điệu: 

1. Giả sử hàm số/có đạo hàm hên khoảng I. 

a. Nếu /'(x) > 0 với mọi X 6 1 và /'(*) = 0 chi tại một số hữu hạn điểm của I 
thì hàm số đồng biến ữên I. 

b. Nếu /' (x) < 0 với mọi xel và /'(x) = 0 chỉ tại một số hữu hạn điểm của I 

thì hàm số nghịch biến ữên I. I 

c. Nếu f'(x) = 0 với mọi X e I thì hàm số không đổi trên I. 

2. Giả sử hàm số/liên tục trên nửa khoảng [«;b) và có đạo hàm trên 
khoảng (a;b) 

a. Nếu /' (x) > 0 (hoặc /' (x) < 0) với mọi reỊa/Ị thì hàm số đồng biến (hoặc 
nghịch biến) trên nửa khoảng [a; b). 

b. Nếu /' (x) = 0 với mọi X e (a; thì hàm số/ không đổi trên nửa khoảng 

[«*)• _ 

Nếu hàm SỐ đồng biến ữên K thì đồ thị hàm số đi lên từ trái sang phải. 

Nếu hàm số nghịch biến trên K thì đồ thị hàm số đi xuống từ ữái sang phải 
(hình 1.1). 

x= b Ví dụ: Hàm số có đồ thị ở hình 1.1 nghịch biến hên khoảng (- 00 ; ò), không đổi 

; / ữên khoảng (fl, b) và đồng biến trên khoảng ịb; + 00 j. 

; ỉ§ / , „ , . 

I ^ Ị Ta có thê nói răng hàm số có đo thị ờ hình 1.1 đồng biến trên (-oo;aj bởi 
: Ệ / f{ x ) - 0 với m ọi x e (-<»;«] và dấu bằng chỉ xảy ra tại X = a (tức là hữu hạn 
ị / nghiệm). 

s '•/ Lí giải: Ở phần trên về cách xác định tính đơn điệu của hàm số bằng đạo hàm 

! _Xặ, phải có dấu bằng xảy ra tại hữu hạn nghiệm bời: Nếu là vô hạn nghiệm, hay là 

= 0j f(x)>0 xảy ra trên toàn khoảng đó thì hàm số không còn tính đon điệu nữa, mà là hàm 

I ^ ■ không đổi trên khoảng đó. Ví dụ như ở hàm số có đồ thị như hình 1.1 thì trên 

(«;b) hàm số là hàm hằng. 
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The best or nothing 


STUDY TĨP: Đế kết 
luận xem hàm số có 
đồng biến hay nghịch 
biến trên một khoảng 
(x n ; x n+1 ) vừa tìm được 
hay không, ta chi cần 
xét dấu của đạo hàm tại 
một điểm trên khoảng 
đó. 


STUDYTIP: Ở đây ta 
chọn STEP là 0.1 bởi 
khoảng khá nhỏ, và ta 
cần xét tính đồng biến 
nghịch biến trên 2 

khoảng là Ị^0;^j và 

(H " 


Chủ đề 1: Hàm sô và các ứng dụng của đạo hàm 
3. Quy tắc xét tính đơn điệu của hàm số. 

a. Tìm tập xác định. 

b. Tính đạo hàm f'(x). Tìm các điếm x. (i=l,2,3,...n) làm cho đạo hàm bằtíg 0 hoặc 
không xác định. 

c. Sắp xêp các điểm tìm được theo thứ tự tăng đôn. 

ả. Nêu kêt luận ve các khoảng đông biến, nghịch biến của hàm số. 

Bài Ẽộp Iranq EÓE úề Khỉ Khử EÙS eốe iryờrag. 

Dạng 1: Bài toán không chứa tham số. 

Ví dụ 1: Hàm số y = \jx-x 2 nghịch biến trên khoảng: 

B. fo.-£ C(-»;0) D. (1;«,) 

Trích đê thi thử tân IV - Tạp chí Toán học tuổi trẻ sô' 

Đáp án A. 

Phân tích: Để tìm khoảng đồng biến, nghịch biến của hàm số thì ta đi tìm 
nghiệm của phương trình y' = 0 hoặc giá trị làm cho phương hình y' = 0 
không xác định, từ đó tìm được các khoảng đồng biến, nghịch biến của hàm số. 
Lời giải 

Cách 1: Điều kiện: X e (0;l) 

Tacó y'=Ux-x 2 \'= — ;y' không xác định khi 

' ' 2 vx-x 2 [x = l 

y' = 0 khi X - ỉ. Khi đó ta có 2 khoảng cần xét đó là Nhận thấy 

ởđây y'< 0 với xe^ỉ;lj, do đó hàm số nghịch biến hên Ị^;lj. 

Hình 1.2 là đồ thị hàm số y = -Jx-x 2 , ta thấy bài làm đã xác định đúng. 

Cách 2: Nhận thấy điều kiện 1à re (0;l), do vậy loại luôn c và D. 





Sử dụng lệnh TABLE 
đê’ liệt kê các giá trị của 
hàm số khi cho X chạy 
trên khoảng cần xét vói 
bước nhảy nhất định. 


Ở B và A, các đầu mút của các khoảng cách nhau 0,5, do vậy tá có thể quyết 
định được STEP khi sửa dụng TABLE toong máy tính. 

Giải thích: 

Lệnh TABLE trong máy tính dùng để tính giá trị của hàm số tại một vài điểm. 
Ta có thể sử dụng chức năng tính giá trị của hai hàm số f(x ) và g(x). Bởi vậy, 
khi sử dụng TABLE trong việc xác định hàm số đồng biến hay nghịch biến trong 
một khoảng là khá dễ dàng, bới ta chi cần xét xem giá trị của hàm số tăng hay 
giảm trên khi X chạy trên khoảng đó thôi. 

Thao tác: 

1 1. Ấn MODE 7, nhập hàm số cần tính giá trị. 

2. START? Nhập X bắt đầu từ đâu. 

3. END? Nhập X kết thúc ở đâu. 

4. STEP? Bước nhảy giữa các giá trị, tính từ điểm đầu mút. 
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Ngọc Huyền LB 


Công Phá Toán - Ldp 12 _ 

Áp dung vào bài toán này ta đirơc: 

Ấn MODE 7, và nhập f(x) = 4x~x 2 ấn =. 


START? Nhập 0 =. 

END? Nhập 1 =. 

STEP? Nhập 0.1 .=. 

Sau khi nhập máy hiện như hình bên: 


STUDY TIP 
Với hàm SỐ bậc bốn 
trùng phương có dạng 
y = ax 4 +bx 2 +c(a?i0) 

có —<0 thi: 

1. Vơi a > 0 thi đồ thị 
hàm SỐ có dạng chữ w. 

2. Với a < 0 ứu đồ thị 
hàm số có dạng chữ M. 
(chí là mẹo nhớ đồ thị). 


K F(ặ>_ 

2E“pn 5.3 

1 Ó»l _ ..Kỹ 

ũ 5.3 Du 4502 


K FÍK)_ 
Ị D-S _ 1=5 

ĩ KẼ Q.ỊỊiii 
M KmẽbI 


SỐ đồng biến trên í 0; ỉj . Còn với X chạy từ ì đến 1 thì giá trị của hàm số giảm. 


tức hàm số nghịch biến hên 


64 


Chọn A. 


Ví dụ 2: Cho hàm số t/ = ~x 4 -2x 2 -1. Chọn khẳng định đúng 

A. Hàm số đồng biến trên các khoảng (-2;0) và (2;+oo) 

B. Hàm số đồng biến hên các khoảng (-oo;-2) và (0; 2 ) 

c. Hàm số nghịch biến trên các khoảng (- 00 ;- 2 ) và (2;+ 00 ) 

D. Hàm số nghịch biến trên các khoảng (-2;0) và (2;+ 00 ) 
_ Trích đê thi thử tân I - SGD & ĐT Hưng Yên 


Đáp án A. 


. r*=0 


Cách 1: Xét phưong trình y' = 0 o X 3 -4x = 0 <=> ^. Như đã giới thiệu về 

cách nhớ dạng đồ thị hàm bậc bốn trùng phưcmg có hệ số a - -Ị > 0 nên ở đây 
ta có thể xác định nhanh hàm số đồng biến trên (-2;ũ) và (2; + 00 ), hàm số 
nghịch biến hên (- 00 ; - 2 ) và (0;2). 

Cách 2: Sử dụng lệnh TABLE. 

I Sử dụng lệnh TABLE vói START là -5 và END.5, STEP1 ta có thể xác định được: 

giá trị của hàm số tăng khi X chạy từ -2 đến 0 và từ 2 đến 5, giá trị của hàm số 
I giảm khi X chạy từ -5 đến -2 và từ 0 đến 2. 

Do đó ta có thể xác định được hàm số đồng biến trên (-2; 0 ) và (2; + 00 ). 

Hàm số nghịch biến ữên (- 00 ; - 2 ) và (0;2). 


1 nỂg; 

É -M 

i -3 


K 

y -Ẹ 

5 -7 


FÍHJ 

1 " 1 

FÍKJ 

IDSoÉS 

n 1 

-É.Ĩ5 

31 

Ị LẼÉI 

3lídSj| 

-5 

InHÌI 

0 

FOỈ) 

3 [Z7~? 

FtKJ 1 
1.25 

-H.nl 

-1 

lã u 

iĩl 51 

iĩ 

1ŨSb251 


LOVEBOOK.VN I 15 




Chủ để 1: Hàm sô' và các ứng dụng của đạo hàm 


The best or nothing 


STUPY TIP 
1. Với hàm số dạng 
ax+b 

V = .-.-.— thì 

cx+d 

, ad-bc 

y = -7--— , đặt 

(cx + d) 


a. Với Ằ > 0 thì hàm số 
đồng biến hên từng 
khoảng xác định. 

b. Với x<0 thì hàm số 


nghịch biến trên từng 
khoảng xác định. 


STUPYTIP: 

Vói các câu hay mệnh 
đề hói hàm số đồng 
biến hay nghịch biến 
trên một tập số không 
liên tục, bị gián đọạn thì 
là mệnh đề sai. 


STUDY TIP: Vói hàm 
số bậc ba có dạng 
y=ax 3 +bx 2 +cx+d 
(a 5* 0 ) . Nếu phưong 
ữình y' = 0 có hai 
nghiệm phân biệt: 

Nếu a > 0 thì đồ thị 
hàm số có dạng chữ N, 
tức hàm số có hai 
khoảng đồng biến một 
khoảng nghịch biến. 
Còn a<0 thì ngược 
lại. 


x—3 . ^ , 

Ví dụ 3: Cho hàm số y = ———■ Khắng định nào sau đây là khẳng định đúng? 

A. Hàm số đon điệu hên ]R 

B. Hàm số đồng biến trên các khoảng (- 00 ;-3) và (-3; 400 ) 
c. Hàm số nghịch biến trên K\|3| 

D. Hàm số đồng biến trên E\|— 3 Ị 

(Trích đê thi thử ĩânỉ- THPT Kim Liên Hà Nội) 

Đáp án B. 

Điều kiện: D = M\{-3} 

31_/_3\ t l 6 

Ta có y'= ——— - =——-r->0 với mọi X e D. Vậy hàm số đồng biến trên 

(x + 3 ) (x + 3 ) 

từng khoảng xác định. Tức là hàm số đồng biến trên các khoảng (- 00 ; -3) và 
(-3;-ko). 

Chíí ý: Ở đây ta không chọn D bởi: 

" Ở sách giáo khoa hiện hành, không giói thiệu khái niệm hàm số ( một biến) 
đồng biến, nghịch biến ữên một tập số, mà đủ giói thiệu khái niệm hàm số (một 
biến) đồng biến, nghịch biến hên một khoảng, một đoạn, nửa khoảng ( nửa 
đoạn)." 

Do vậy ta chi có thể nói rằng: "Hàm số đồng biến ữên các khoảng (- 00 ; - 3 ) và 
(-3;+ 00 )". Mà không thể nói "Hàm số đồng biến trên (- 00 ; -3) u (-3; + 00 )hoặc 
"Hàm số đồng biến ữên E \ |-3j 

Ví dụ 4: Cho hàm số y = X 2 (3 - x). Mệnh đề nào sau đây là đúng? 

A. Hàm số đã cho đồng biến trên khoảng (-°o;0). 

B. Hàm số đã cho đồng biến trên khoảng (2;+ 00 ). 
c. Hàm số đã cho đồng biến trên khoảng (0;2). 

D. Hàm số đã cho đồng biến trên khoảng (-oo;3). 

(Trích đê thi thử THPT chuyài Đại học Vinh - Un I) 

Đáp án c. 

Lời giải 

Ta có y' = -3x 2 + 6x = 0 <=> 

Nhận thấy đây là hàm số bậc ba, có hệ số a=-1 < 0 nên hàm số đồng biến hên 

Nhận xét: Việc nhó dạng đồ thị giúp ta làm nhanh các bài toán đon điệu mà 
không cần vẽ bảng biến thiên. 

Ví dụ 5: Trong các hàm số sau hàm nào đồng biến trên ®? 

A 4 2 1 T, x + l 

A.y = x+x-l B.y = ~^ 

c.y = x 2 +l B.y = x 3 +x 

(Trích đẽ thi thử THPT Lương Bắc Đằng) 


x = 0 
x = 2 
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Công Phá Toán - Lớp 12 
Đáp án D. 


Ngọc Huyền LB 


Lời giải 

Ta có thể loại luôn phương án A, B, c do 

Hàm số bậc bốn trùng phương luôn có khoảng đồng biến và nghịch biến ữên 
E. Tương tự hàm bậc hai có đồ thị dạng parabol nên cũng luôn có khoảng đồng 
biến, khoảng nghịch biến ữên ~R. 

Còn phương án B: Hàm phân thức bậc nhất trên bậc nhất gián đoạn tại X = -3, 
do đó hàm số này không thể luôn đồng biến trên . Mà chỉ luôn đơn điệu trên 
từng khoảng xác định. 


Qua bài toán trên ta rút ra các kết quả sau: 

Kết quả 1. Hàm số bậc bốn trùng phương luôn có một điểm cực trị là X = 0, do 
vậy hàm số bậc bốn trùng phương luôn có khoảng đồng biến, nghịch biến trên 

Kết quả 2. Hàm bậc hai luôn có một điểm cực đại hoặc một điểm cực tiểu, hoặc 
nhớ nôm na là đồ thị hàm bậc hai là một parabol, do vậy hàm bậc hai không thê’ 
đơn điệu trên E. 

Kết quả 3. Hàm phân thức bậc nhất trên bậc nhất không thể đơn điệu ữên do 
hàm SỐ bị gián đoạn tại giá trị làm cho mẫu số không xác định, do đó ta chỉ có 
thể nói hàm số này đơn điệu trên tùng khoảng xác định chứ không nói đơn điệu 
trên tập xác định hoặc đơn điệu trên 'Ẵ. 

Kết quả 4. Để hàm số bậc ba có dạng y = ax 3 + bx 2 + cx + d (íỉ * o) đơn điệu trên 
l£ thì phương trình y' = 0 vô nghiệm hoặc có nghiệm duy nhất, tóc là 
|A'<0<=>fr 2 -3ac<0 Ị ( trong công thức này a, b, c lần lượt là các hệ số của hàm bậc 
ba ban đầu). Lúc này dấu của hệ số a quyết định tính đơn điệu của hàm số. 

a. Nếu «<0 thì hàm số nghịch biến trên s. 

b. Nếu a > 0 thì hàm số đồng biến trên R. 


Ví dụ 6: Khẳng định nào sau đây là khẳng định sai về hàm số y = —.. ? 

x + 1 

A. Hàm SỐ đồng biến ữên (l;+oo) 

B. Hàm SỐ đồng biến ữên R\ |-lỊ 

c. Hàm SỐ không có cực frị 

D. Hàm số đồng biến trên (-co;-l) 

_ (Trích đê thi thử THPT Lương ThếVinh) 

Đáp án B. 


Lời giải 

Từ kết quả 3 ở trên ta chọn luôn B. 

Ví dụ 7: Hàm số y = y/x-x 2 nghịch biến trên khoảng: 

a '(H b -H) c H) d -(*H 

(Trích đê thi thử Tạp chí Toán học & Tuổi trẻ lần 4) 

Đáp án A. 


Điều kiện: 0<X<1 


Lời giải 
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Chủ để 1: Hàm số và các ứng dụng của đạo hàm 


The best or nothing 


STUDY TIP: Vói các 
hàm căn thức bậc hai 
thì ta chi cần xét đấu 
của đạo hàm đa thức 
trong ngoặc, do mẫu số 
của đạo hàm luôn lớn 
hơn 0. 


Ta có y' = 


2 yỊx-x 2 


y' không xác định khi x=0;x=l; 1 /'= 0 <=> X = ^. 

Vì mẫu SỐ luôn lớn hơn 0, do đó ta xét tử số. Ta thấy ữên thì y'<0 với 

mọi X, do vậy hàm số nghịch biến ừên ^ ỉ; 1 j. 


Ví dụ 8: Hỏi hàm số y = -Jx z -4x+3 đồng biến trên khoảng nào? 

A. (2;+oo) B. (-oo;3) c. (-oo;l) D. (3;+oo) 

(Trích đê thi thử THPT Lương ThếVinh Un 1) 


Đáp án D. 

Tập xác định: D 


Lời giải 


>;l]u[3;+ 

^ , 2x-4 x-2 

Ta có y'= — ==== .. =-r= ===== 

2 \lx 2 -4x + 3 vx 2 - 4x + 3 


y' > 0 o X > 2, kết hợp với điều kiện xác định thì hàm số đồng biến trên 
(3;«.) 

Một số ví dụ về bài toán hàm số lượ ng giác: _ 

Ví dụ 9: Cho hàm số I + sin 2 x; X e [0; 7t]. Hỏi hàm số đồng biến trên các 
khoảng nào? 


1lln,, 
1 12 ; ' 


l 12, 

và| 

fllru 

B í 

"7tc lln^ 

Õ2 }n ) 

1 

,12 ; 12 ) 

ío- 7n ) 

1 1 

r 7nlln\ 

D. 

Í7nĩln\ 


^12 ' 12 ) 

[l2 ; 12 J 


(Trích đê luyện tập chuyên đê 1.1 Toán học Bắc Trung Nam) I 


Đáp án A. 


Lời giải 


TXĐ: D = R. y'=|+sin2x.Giải y' = 0<=>sin2x = -|o 


_7ĩt , , 

x = -rr + kn 
. 12 


,(fceZ) 


Yi xe [0; 7 ĩ]nên có 2 giá trị X = ^và X = ^ thỏa mãn điều kiện. 


Bảng biến thiên: 


X 

n 7n Un 

0 — —— n 

12 12 

y' 

II + 0 - 0 +11 

y 



Hàm SỐ đồng biến 0;-~Ệ và 
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Ngọc Huyền LB 


Bài tập rèn luyện kỹ năng 


Câu 1: Cho hàm số y = . Trong các khẳng định dưói 

đây, khẳng định nào đúng? 

A. Hàm số luôn đồng biến trên (0;+oo) 

B. Hàm SỐ luôn nghịch biến trên (0;e) và đồng biến 
trên (e;+oo) 

c. Hàm số nghịch biến ữên (ũ;l) và đồng biến trên 

D. Hàm SỐ nghịch biến trên (0;l) và (l;e); đồng biến 
trên (e;+°o) 

(Trích đê thi thử ĩẵn I - THPT chuyên Amsterdam Hà Nội) 
Câu 2: Cho hàm số y = x-ln(x + l). Khẳng định nào 
dưới đây là đứng? 

A. Hàm SỐ có tập xác định là E \ Ị-lỊ 

B. Hàm SỐ đồng biến trên (-1; + 00 ) 

c. Hàm số đồng biến trên (-oo;ũ) 

D. Hàm SỐ nghịch biến ữên (~l;ũ) 

(Trích đê thi thử ĩẵn I - THPT chuyên Amsterdam Hà Nội) 
Câu 3: Hỏi hàm số y = x 3 +3x 2 -ấ nghịch biến trên 
khoảng nào? 

A. (~2;0) B. (-oo;-2) 

c. (ũ;+oo) D. R 

(Trích đê thi thử tân I - THPT Kim Liên Hà Nội) 
Câu 4: Cho hàm Số y = ■ Khẳng định nào dưới đây 

là đúng? 

A. Hàm số đồng biến trên mỗi (tùng) khoảng (-oo;l) 
và (1;H 

B. Hàm số nghịch biến trên mỗi (tùng) khoảng 
(~oo;l)và (l;+oo) 

c. Hàm số nghịch biến trên tập R \ Ịl} 

D. Hàm số nghịch biến với mọi X * 1 . 

(Trích đê thi thử tân I - THPT chuyên KHTN) 
Câu 5: Hàm số y = —X 3 + 3x 2 + 9x đồng biến ữên khoảng 
nào sau đây? 

A.(-2;3) B.(-2;-l) ca D. ( 2;3 ) 

(Trích đê thi thử ĩân I - THPT chuyên Lam Sơn) 


Câu 6: Cho hàm số y = -X 3 - 6x 2 +10. Chọn khẳng định 
đúng trong các khẳng định sau 

A. Hàm số đã cho đồng biến ữên khoảng (-oo;ũ) 

B. Hàm số đã cho đồng biến trên khoảng (-00;-4) 
c. Hàm số đã cho đồng biến trên khoảng (ũ;+oo) 

D. Hàm số đã cho đồng biến trên khoảng (-4;0) 

(Trích đê thi thử ỉẫn I - THPT chuyên Lương Văn Tụy) 
Câu 7: Cho hàm số y=x*-2x 2 -1. Khẳng định nào sau 
đây là đúng? 

A. Hàm số đã cho đồng biến trên khoảng (-oo; -l) và 
khoảng (0;l) 

B. Hàm số đã cho nghịch biến trên khoảng (ũ;+oo) 
c. Hàm SỐ đã cho nghịch biến trên khoảng (-oo;-l) 

và khoảng (0;l) 

D. Hàm SỐ đã cho nghịch biến hên khoảng (-1; o) 
(Trích đê thi thử tân I - THPT chuyên Lieơng Văn Tụy) 
Câu 8: Hàm số /(x) có đạo hàm f'[x) = x 2 ịx+ 2). Phát 
biểu nào sau đây là đúng? 

A. Hàm SỐ đồng biến trên khoảng (-2;+oo) 

B. Hàm Số nghịch biến trên các khoảng (-00;-2) và 
(ũ;+oo) 

c. Hàm số đồng biến trên các khoảng (-oo;-2) và 

( 0 ;«.) 

D. Hàm số nghịch biến hên khoảng (~2;ũ) 

(Trích đê thi thử tân I - THPT chuyên Lương Văn Tụy) 
Câu 9: Hàm số y = 2x 4 +1 đồng biến trên khoảng nào? 

A. (-*»;-!) B. (»;«>) 

c (~2 ; |,fJ j D ' 

(Trích đê minh họa tân I của BGD - 2017) 
Câu 10: Biết rằng hàm số y = ax 4 +bx 2 +c(fl ^ o) đồng 

biến trên (ũ;+oo), khẳng định nào sau đây đúng? 

A. a<0;b<0 B. ab<0 

c. ab> 0 D. a>0;b>0 

(Trích đê thi thử trường THPT Lương ThếVinh - Hà Nội) 
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chủ đề 1: Hàm số và các ứng dụng của đạo hàm 


The best or nothing 


Câu 11: Hàm số y = -|x 4 -2x z +3 nghịch biến trong 

khoảng nào sau đây: 

A. (-oo;0) B. (0;2) 

c. ( 2 ;+co) D. (0;+°o) 

Câu 12: Hàm số nào sau đây đồng biến trên tập xác định 
của nó: 

3 „ x+l 

A. y-x -x+ 1 B. y = ~Ị 

c. y = x 3 +2x-3 D. y=x i +2x l +3 

(Trích đê thỉ thử ĩân ỉ-Sờ GD & ĐT Hà Tĩnh) 
Câu 13: Hỏi hàm số y = ^2x-x 2 đồng biến trên khoảng 
nào? 

A. (-oo;2) B. (0;1) 

c. (1;2) D. (l;+co) 

(Trích đê thi thử tân I-SỞGD&ĐT Nam Định) 
Câu 14: Cho hàm sô' y = sinx-cosx+\f3x. Tun khăhg 
đinh đúhg trong ca'c khẩng đinh sau: 

A. Ham sô' nghịch biến trên (-oo;0) 

B. Hám sô' nghịch biến trên (1)2) 
c. Haìn sô'la'ham le’ 

D. Hám số đông biến toên (-oo;+oo) 

(Trích đê thi thử tân I - THPT chuyên Thái Bỉnh) 
Câu 15: Hàm số y = x ế -2x z -7 nghịch biến trên khoảng 
nào? 

A. (0;l) B. (0;+oo) 

c. (-1;0) D. (-co;0) 

(Trích đê thi thử tấn I - THPT chuyên Thái Bình) 
Câu 16: Hỏi hàm số y = \lx 2 -4:X + 3 nghịch biến trên 
khoảng nào? 

A. (2; + ») B. (3;+oo) 

c. (-oo;l) D. (-oo;2) 

(Trích đê thi thử tân I - THPT Nguyễn Thị Minh Khai) 
Câu 17: Xét tính đơn điệu của hàm số y = X 3 - 3x+2. 

A. Hàm số đã cho nghịch biến trên khoảng (-l;l), 
đồng biến trên các khoảng (-co;-l) và (l;+co) 

B. Hàm số đã cho đồng biến trên khoảng (-l;l), 
nghịch biến trên các khoảng (-co;-l) và (l;+°o) 

c. Hàm số đã cho đồng biến trên (-oo;+co) 

D. Hàm số đã cho nghịch biến trên khoảng (ũ;3), 
đồng biến trên các khoảng (-°o;0)và (3;+oo) 

(Trích đê thi thử tân I - THPT Nguyễn Thị Minh Khai) 


Câu 18 Hàm số y = ]n(x+2)+-đồng biến trên 
khoảng nào ? 

A. (-oo;l). B. (l;+oo). 



(Trích đê thi thử THPT chuyên Lê Hông Phong - Nam Định) 
Câu 19: Hàm số y = 2.X 2 -X* nghịch biến ữên nhũng 
khoảng nào ? Tun đáp án đúng nhất. 

A. (-l;0);(l;+oo). B. (-oo;-l);(0;l). 

C. (-1;0). D. (-l;l). 

(Trích đê thi thử THPT Công Nghiệp - Hòa Bình) 


Câu 20: Hàm số 


_ 2x-3 


nghịch biến ữên khoảng 


nào trong các khoảng dưới đây? 

A. (-«;-l) vàỊ^l;|j. B. ||;+oo]. 

c (4 

(Trích đê thi thử THPT Phan Đình Phùng - Hà Nội) 
Câu 21: Cho hàm số y = x 3 -3x 2 + l. Mệnh đề nào sau 
đây là mệnh đề đúng? 

A. Hàm SỐ đồng biến trên khoảng (0;2). 

B. Hàm số nghịch biến trên khoảng (-aj;0). 

c. Hàm số nghịch biến trên khoảng (0;2). 

D. Hàm SỐ nghịch biến trên khoảng (2;+co). 

(Trích đê thi thử THPT Phan Đình Phùng - Hà Nội) 
Câu 22: Cho hàm số f[x) xác định trên lẫ và có đồ thị 
hàm số y = f'(x) là đường cong trong hình bên. Mệnh 
đề nào dưới đây đúng? 



A. Hàm số f{x) đồng biến trên khoảng (l;2) 

B. Hàm số f(x) nghịch biến trên khoảng (ũ;2) 
c. Hàm số f[x) đồng biến trên khoảng (-2;l) 

D. Hàm số f(x) nghịch biến trên khoảng (-l;l) 
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Dạng 2: Bài toán chứa tham số. 

Ở dạng này ta xét dạng toán tìm điều kiện của m để hàm số đon điệu ữên ĨS 
hoặc trên khoảng con của ĩỉ. 

Nhắc lại lý thuyết 

Cho hàm số y = f (x, rnj với m là tham số xác định toên một khoảng I. 

a. Hàm số đồng biến trên I <=>y'> 0, Vxeí và y' = 0 chỉ xảy ra tại hữu 
hạn điểm. 

b. Hàm SỐ nghịch biến trên I <=> y' < 0, Vx e I và y' = 0 chỉ xảy ra tại hĩm 
hạn điểm. 

Chú ý: Để xét dấu của y' ta thường sử dụng phương pháp hàm số hay định lý 
về dấu của tam thức bậc hai như sau: 

Cho tam thức bậc hai g-(x) = ax 2 + bx + c,{a^ o) 

a. Nếu À < 0 thì luôn cùng dấu với a. 

b. Nếu Á = 0 thì X luôn cùng dấu với hệ số a (trừ x = --^~) 

c. Nếu A>0 thì phương trình g(x) = 0 luôn có hai nghiệm phân biệt, 
khi đó dấu của g(x) trong khoảng hai nghiệm thì khác dấu với hệ số a, 
ngoài khoảng hai nghiệm thì cùng dấu với hệ số a. 

Bốn bưởc cơ bản để giải bài toán thím giá trị của tham số để hàm số đơn điệu 
ữên một khoảng xác định 
Bước 1: Tìm miền xác định 
Bước 2: Tính đạo hàm y' 

Bước 3: Áp dụng lý thuyết vừa nhắc ở trên. 

Ví dụ minh họa 


STUDYTIP 
Khi xét hàm số bậc ba: 

1. Luôn đồng biến hoặc 
nghịchbiến(y' = 0 vô 
nghiệm hoặc có nghiệm 
kép), đồng biến khi a > 0 
và ngược lại. 

2. Có 2 khoảng đồng biến, 
một khoảng nghịch biến 

(y' = 0 có hai nghiệm 
phân biệt và có hệ số 
a > 0 ); và ngược lại. 


Ví dụ 1: Um m đểhàm số: y = ^x 3 +(m + l)x 2 ~(m + l)x + l đồng biến trên 
tập xác định. 

A. m>-l hoặc m<-2 B.-2<m<-l 

c. -2<m< -1 D. m>- 1 hoặc m<- 2 

(Trích đê thi thử THPT Lý Thái Tố- Bắc Ninh) 

Đáp án c. 

Lời giải 


Xéthàm số y = ^x 3 +ịm + ìjx 2 -ịm + ìjx + l có y’=x 2 +2(m + l)x-(m + l) 

Do hệ số fl = — > 0 nên để hàm số đã cho đồng biến trên tập xác định thì phương 
trình y' = 0 vô nghiệm hoặc có nghiệm duy nhất. 


<=> A' < 0 <=> ịm +1) 2 + (m +1) < 0 o -1 < m +1 < 0 <i=> -2 < m < -1. 


LOVEBOOK.VN I 21 





STUPYTIP 

Ở đây ta có thê’loại luôn 
trường hợp hai bởi xét 
tổng hai nghiệm không 
thỏa mãn. 



Hình 1.5 


Chủ dề 1: Hàm số vă các ứng dụng của dạo hàm _ The best or nothing 

Ví dụ 2: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho hàm số 
t/ = 2sm 3 x-3sin 2 x + msinx đồng biến trên khoảng Ị^O;^ 

A. m>0 B .m<ị c. m>ậ D. m>ị 

2 2 2 

(Trích đê thi thử lãn ITHPT Nguyễn Thị Minh Khai) 

Đáp án c. 


Cách 1: 


Lời giải 


Do hàm SỐ f=smx đồng biến trên nên đặt sinx = f;í e(ũ;l) 

Để hàm số đã cho đồng biến trên f 0;^ì thì hàm Số y = fịt) phải đồng biến 


trên (0; l) <=> phưong trình y' = 0 hoặc là vô nghiệm, có nghiệm kép (1); hoặc 
ĨXịCx.cOcI 

là có hai nghiệm X 1 < x 2 thỏa mãn 1 „ (2). 

[0 < 1 < Xj < x 2 

Trường hợp (1): phưong trình y ' = 0 vô nghiệm hoặc có nghiệm kép 


1 A'>0 

X 1 X I > 0 

+ x 2 < 0 



1<0 


Trường hợp (2): Thỏa mãn <=> 


A’>0 

(x 1 -l)(x 2 -l)>0 

2 



(loại) 


^-1 + 1>0 
6 



Cách 2: Ở đây chỉ có hai trưcmg hợp: một là vô nghiệm, có nghiệm kép; hai là 
(ũ; l) nằm ngoài khoảng hai nghiệm. 

Nhận thấy 3 phưcmg án B, c, D cùng có số ^ nên ta xét ^ trước. Do có phương 

án c có dấu > do vậy, ta sẽ xét dấu bằng trước, nếu dấu bằng thỏa mãn thì ta 
loại luôn B và D 

Với m = ! thì y' = 6í 2 -6í + | = 6^í-ij =0of = ỉ( phương trình y’ = 0 có 


nghiệm kép, thỏa mãn). Đến đây ta loại luôn B và D. 
Hình 1.4 là đồ thị hàm số y = f(t) khi ^ 

Tiếp theo ta chi cần xét đến A. Ta sẽ thử m = li|;oo 
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Với m = l thì y' = 6t 2 -6f + l = 0ot = — ^ , nhận xét 0 < ^ ^ < 1 

6 6 6 

(không thỏa mãn). Vậy loại A, chọn c. 

Hình 1.5 là đồ thị hàm số y - f (í) khi m = 1. Vậy suy luận của ta là đúng. 

1 Ta có thể biết được (ũ;l) nằm ngoài khoảng hai nghiệm thì hàm số đồng biến 
bởi y' là một tam thức bậc hai có hệ số a = 6 > 0, do vậy dựa trên cách xét dấu 
tam thức bậc hai đã học ở lớp 10 thì: 

1. Nếu À < 0 thì dấu của tam thức cùng vói dấu của hệ số a, tức là lớn hơn 0, tác 
là luôn đồng biến. 

2. Nếu phương trình y' = 0 có hai nghiệm phân biệt x 1 ;x ỉ thì ữong khoảng hai 
nghiệm thì hàm số sẽ khác dấu với hệ số a, và ngoài khoảng hai nghiệm thì hàm 

I số cùng dấu vói hệ số a. 


Nhận xét: Ở đầu lời giải cách 1, tôi có chi rõ rằng "Do hàm số t = sin X đồng 
biến trên nên đặt sin X = í; í e (ũ; l)" bởi khi đặt hàm hợp, ta cần lưu ý 

điều kiện của hàm hợp. Ở bài toán ữên nếu thay súư bằng cosx; lúc này, nếu 

3 

đặt cos X = t và tiếp tục giải như trên thì kết quả đạt được m ằ ^ là hoàn toàn 


sai. 


Thật vậy: Với m= 2 lúc này hàm sốy = 2cos 3 x-3 cos 2 x+2 cos X nghịch biến 
trên 


Tiếp theo để hiểu rõ hoín vẩn đề này, ta xét ví dụ sau: 

Ví dụ: Tim tất cả các giá trị của m để hàm số y = X 4 + (2 - ra) X 2 +4- 2 m 
nghịch biến trên [-1; o]. 

A. m> 4 B. m> 4 c.m<2 D. ra<2 

Lời giải sai 

Nếu làm theo như bài toán trên, ta đặt t = X 2 , do xe [-1;o] nên t e M 
Khi đó để thỏa mãn yêu cầu đề bài thì y=f{t) = t 2 +(2-nì)t + 4-2m phải 
nghịch biến trên [0;l]. 

Ta có y' = /'(f) = 2f + 2-m 

Hàm số / ịt ) nghịch biến trên [ũ;l] <=> /' (í) < 0, Ví e [ũ; l] 

<=>m>2í + 2, Ví e[0;l] <ĩ>m>4, chọn A. 

Nhận xét, đây là kết quả sai, thật vậy nếu thử m = 2; m= 1;... vẫn thỏa mãn yêu 
cầu đề bài. 

Lời giải đúng 

Đáp án c. 

Cách 1: Ta đặt t = x 2 , do xe[-l;ũ] nên fe[0;l] 

Khi đó để thỏa mãn yêu cầu đề bài thì y = /(f) = t 2 +(2-m)f+ 4-2m phải 
đồng biến trên [ơ; l]. 
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Chủ để 1: Hàm số và các ứng dụng của đạo hàm _ 

Ta có y' = f'{t} = 2t + 2-m 

Hàm số /(f) đồng biến trên [ũ;l] <=> /' (í) > 0, Vf e [ũ; 1 ] 

<=> m < 2f + 2, Vf e [ũ; 1 ] <=>m<2 

Cách 2: Xét hàm số y = X 4 + (2 - m) X 2 + 4 - 2 m có 
y' = 4x 3 +2.{2-m).x = 2xị2x 2 +2-nìj 
Để hàm số đã cho nghịch biến trên [-1; 0 ] thì y' < 0, Vx e [-1; 0 ]. 

Ta có 2x < 0, Vx e [-1; o], nên để thỏa mãn điều kiện thì 

(2x 2 +2-m)>0,Vxe[-l;0] <=>2-jn>0<=>m<2. 

Như vậy, ta rút ra nhận xét sau: 

I Xét hàm số /(x) = g(tt(x)) trên I (với I là khoảng (đoạn), nửa khoảng (nửa 
đoạn)). Đặt u(x) = t;teK (vói K là một khoảng (đoạn), nửa khoảng (nửa đoạn) 
được tính chặt chẽ theo điều kiện của x). 

1. Nếu li (x) là hàm số đồng biến trên I thì hàm số thu được sau khi đặt ẩn phụ 
hay chính là hàm g{t) cùng tính đơn điệu trên K vói hàm số ban đầu. 

2. Nếu u[x) là hàm số nghịch biến trên I thì thường hàm số thu được sau khi 
đặt ẩn phụ hay chính là hàm g(í) ngược tính đơn điệu trên K với hàm số ban 
đầu. 

I Thường trong trường hợp này ta không đặt ẩn mà giải quyết bài toán bằng cách 
I đạo hàm trực tiếp. 



Hình 1.6 đúng). 


Ví dụ 4: Điều kiện cần và đủ của m để hàm số y = mX ỉ-Ệ đồng biến trên từng 
khoảng xác định là 

A. m>-5. B. m>- 5. c. m>5. D. m >5 

(Trích đê thi thử Unl-THPT chuyên Đại học Sư Phạm Hà Nội) 

Đáp án D. 
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Ta có y' = - -- để hàm số đã cho luôn đồng biến trên từng khoảng xác định 

(* + l) 

thì m-5>0<=>m>5. 


Hàm số bậc nhất ữên bậc nhất có dạng y = ——ỉ’ có đạo hàm y' = .—.— luôn 

I cx+d ' [cx+ẩf 

đcm điệu trên từng khoảng xác định, (chứ không phải trên tập x á c dinh ) 

Đồng biến trên từng khoảng xác định khi ad-bc>Q, nghịch biến trên tùng 
khoảng xác định khi ad-bc< 0 

Ví dụ 5: Cho hàm số y = mx + 2 ——(l)(m là tham số). Tìm m đểhàmsố (l) 
x+m w w 

nghịch biến trên từng khoảng xác định. 

A. -3<m<l B. -3<m<l c.ị m *\ D. [ m< ~ 3 

[m * -3 Ị_ m > 1 

__ (Trích đê thi thử ỉãn I - SGD & ĐT Lâm Đồng) 

Đáp án D. 

Phân tích: Một bài toán về hàm phân thức bậc nhất trên bậc nhất nhưng có tham 
SỐ ở mẫu. Nếu bài toán hỏi "Tìm m để hàm số (l) nghịch biến (hoặc đồng biến) 
trên một khoảng (a, b) nhất định thi bài toán lại phải thêm điều kiện, tuy nhiên, 
ở đây ta có thể giải đon giản như sau: 

Lởi giải 


Điều kiện: x^-m. 


Ta có 1 ■/' = —— ——T ■ - . Để hàm số đã cho đồng biến trên từng khoảng xác định 
[x + m) 

thì m 2 + 2m - 2 > 0 <=> ^ (đến đây ta loại luôn được A, B, C). 

Lm<-1-V3 

Ví dụ 6: Tun m để hàm số y = ———— đồng biến trên (-1; 2 ) 

2 _ 2 2 

A.m>z- B. m>l c. -2 <m<^ D. ~<m<l 

3 3 3 

Lời giải 

Để hàm số đã cho đồng biến trên (-1; 2 ) thi y' > 0 với mọi X 6 (-1; 2 ) 


STUDY TĨP 
Hàm số đon điệu trên 
khoảng nào thì phải xác 
định trên khoảng đó 
trước. Do vậy ờ đây cần 
có điều kiện cho 
-mfỂ(-l;2). 


ịm - (2 -2m)>0 

|-mỂ(-l;2) 



<=> m>l 


Chú ý: Phải có điều kiện -mnằm ngoài khoảng (-1;2) bời nếu -m nằm trong 
khoảng (-1; 2) thì hàm số bị gián đoạn trên (-1; 2). Tức là không thể đồng biến 
ữên (-1; 2) được. Đây là phần mà tôi muốn nhấn mạnh với quý độc giả. Bời nếu 
không có điều kiện đó, sẽ chọn thành A là sai. 
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chủ đề 1: Hàm sô' và các ứng dụng của đạo hàm 


The best or nothing 


Ví dụ 7: Cho hàm số y - mx + ^ m —Ề r m là tham số. Tim tất cả các giá trị của 
m sao cho hàm số nghịch biến hên khoảng (2; +oo). 

A. m 6(-oo;-3)u(l;2] B .me (-oo;-3)u(l; +oo) 

c. me(-oo;-3) D. me(l;+oo) 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lê Hông Phong - TP HCM) 


Đáp án A. 


Lời giải 

Từ STUDY TIP trên ta có được hàm số đon điệu hên khoảng nào thì phải xác 
định ữong khoảng đó trước, do vậy trong ví dụ này, ta phải có điều kiện để 
mí( 2;+oo). 

Tập xác định: D = M\|mỊ 


Tacó y’ = —-— 3 • Hàm số y= mx + 2m - nghịch biến hên (2; +co) khi 
x — m 

và chi khi: 



Phân tích sai lam: Ở đây nhiều độc giả không xét điều kiên để hàm số luôn 
xác định trên (2; +co) nên chọn B là sai. 


Ví dụ 8: Cho hàm số y = x-\fxF 
trên s. 

-x + a . Tìm a để hàm số luôn nghịch biến 

. _ 1 

B. a = - 

c. a < - D. a e 0 

4 

4 

4 


Đáp án D. 


STUDY TĨP 

Ở đây trưóc tiên, đê’hàm 
số luôn nghịch biến trên 
R thì hàm số phải xác 
định ữên R. Do vậy ta 
phải tìm điều kiện đê’ căn 
thức luôn xác định với 
mọi số thực X. 


Lời giải 

Để hàm số xác định với mọi xel <=>3^ -x + íi>0,VzgM 

oÁ<0t>l-4fl<0o«>ị. 

4 

Với a>\ thì 
4 

2x-l 

Tính đạo hàm: y' = l- . —: 

2ylx z -x + a 

Hàm số đã cho luôn nghịch biến trên 1 <=>!/'<0,VxeIR . Dấu bằng xảy ra tại 
2x-l „ 2x-l 

hữu hạn điểm <=> 1- . - < 0 — , — ^1 

2 ylx 2 -x + a 2 yjx 2 -x-a 
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STUPY TIP 
Chú ý: Đến đây nhiều 
độc giả chọn luôn B, hoặc 
c là sai, nên kết hợp cả 
điều kiện ban đầu ,từ đó 
rút ra kết luận.. 


2x-l>2'ịx 2 -x + a <=> 


*>ỉ 
2 «• 


a<Ị 

. 4 


Kết hợp với điều kiện để hàm số xác định với mọi số thực X thì ta thấy không 
có giá trị nào của a thỏa mãn. 

Kết quả 

Sau bài toán trên ta thấy, với các bài toán hàm căn thức thì nếu đề bài yêu cầu 
tìm điều kiện của tham số để hàm số đơn điệu trên 5, hoặc ữên khoảng I nào 
đó, thì ta cần tìm điều kiện để hàm số luôn xác định hên 3 hoặc trên khoảng I 
đó. 
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Chủ để 1: Hàm số và các ứng dụng của dạo hàm 


- - -■ 


Câu 1: Tim tất cả giá trị thực của tham số m sao cho hàm 
số y = — ~ m ~~ - đồng biến trên khoảng íln-ĩ;oì 


The best or nothing 


(Trích đê thi thử Un I - THPT Bảo Lâm) 
Câu 3: Tim tất cả các giá trị thực của tham số m để hàm 

SỐ y = — — đồng biến trên tùng khoảng xác định của 
x-m 


A.m<-3 B. mắ-3 c. m<3 D. m>-3 

(Trích đê thi thử Un I - THPT Chu Văn An) 
(m- lWx-l+2 

Câu 4: Cho hàm số y = -—====-. Tim tất cả các 

y/x-l+m 

giá trị của tham số m để hàm số đồng biến trên khoảng 
(17; 37). 

. L "T 

A. -4 < m < -1 B. m < -6 


(Trích đê thi thử ĩânỉ- THPT chuyên Bắc Cạn) 

Câu 9: Cho hàm số y = x 3 +3x 2 -mx- 4. Tìm tất cả các 
giá trị của tham số m để hàm số (l) đồng biến trên 
khoảng (-oo;0) 


Câu 10: Với giá frị nào của tham số m thì hàm số 
1/ = sin X-COSX+ 2017^ mx đồng biến trên 1R 
A. m>2017 B.m>0 

1 _ 1 
c. m> —p— D . m>-—r— 

2017 2017 

(Trích đê thi thử Toán học & Tuổi trẻ) 
Câu 11: Tìm tất cả các giá trị của m để hàm số 

y = 2smx ~ 1 đồng biến trên khoảng í'0; . 


(Trích đê thi thử ĩânl- THPT chuyên Bắc Cạn) 
Câu 5: Xác định các giá trị của tham số m đê’ hàm số 
y = X 3 - 3mx 2 - m nghịch biến ữên khoảng (0; 1)? 

A 1 „ ~ 1 ^ n 


(Trích đê thỉ thử THPT Kiến An) 
Câu 12: Tim tất cả các giá ữị thực của tham số m đê’ hàm 


(Trích đê thi thử Un I - THPT chuyên Amsterdam) 
Câu 6: Để hàm số y = x 3 -3m 2 x đồng biến trên R thì: 

A. m < 0 B. m = 0 c. m>0 D. m<0 
(Trích đê thi thử Un 1 - THPT Lương ThếVinh) 

Câu 7: Cho hàm số y = -^x 3 +mx 2 +(3m+2)x+l. Tìm 

tất cả các giá trị của tham số m đê’ hàm số nghịch biến 
trên khoảng (-co;+co). 


Câu 13: Tìm các giá ữị của tham số m đê’ hàm số 
y=~x 3 +ịm-l)x ỉ +(^m+3)x-10 đồng biến trong 
khoảng (0;3)? 

1 ? 12 _ 7 

A. c. meR. D. m>f-. 

7 7 12 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo - Nam Định) 

Câu 14: Tìm tất cả các giá trị của m đê’ hàm số 
y = mx 3 +mx 2 +m(m-ì)x+2 đồng biến trên M. 


(Trích đẽ thi thử Un I - THPT chuyên Bắc Cạn) 
(m+ì)x-2 _ 

Câu 8: Cho hàm số Ị/ = ---. Tim tất cả các giá trị 

x-m 

của tham số m đê’ hàm số đồng biến trên từng khoảng 
xác định. 


(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu) 
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Hướng dẫn gôải dhả tiết 

Dạng 1: Bài tập không chứa tham số 


Câu 1: Đáp án D. 

Cách 1: Cách tư duy. 

Tập xác định: D = (ũ; +00 ) \ ỊlỊ. 

Ta có: y' = fjLÌ'=ÌHzị. 

l,lnxj (inx) 2 

y' = 0<^>ĩnx = ĩ<^x = e; 
y' không xác định tại X = 1 

+ y' >0 v.r e(e;+co) nên hàm số đồng biến hên 

(«*4 

+ y' < 0 Vx e (ũ; l) nên hàm số nghịch biến trên (0; l). 
+ y' < 0 Vx e (l; e) nên hàm số nghịch biến trên (l; è). 
Cách 2: Sử dụng máy tính Casio: 

Nhận thấy ở các phương án có các khoảng sau: 
(ũ; + 00 ); (ũ;l); (ũ; e); (l; e); (e; +oo). 

Lúc này ta sử dụng lệnh MODE 7 TABLE để xét tính 
đồng biến nghịch biến của hàm số: 


1 

Math 

Tkrj- lníx) 0 



Ấn 2 lần = máy hiện Start? Ta chọn X = 0 , ẩ 


End? Ta nhập SHIFT BS (chính là chọn end là e). 
Do ở đây ta cho chạy từ 0 đến e bởi ta cần xét tính 
đồng biến nghịch biến trên (ũ;+oo);(0;l);(0;e); 

M- 

Ấn = máy hiện Step? Nhập 0,2, máy hiện như sau: 


m Math 

1 K 1 FCK> 1 

Hi Èr|ÓR 

il □° Ụ 1—0° Ú1 e1 

0 

SI Maih 

1, K 1 FtM) 1 
3WHr-b.M3E 

Q n.E-ĩ.ní 

51 S.Ẽ1-3.5B5I 

0.4 

Từ đây ta nhận thấy giá trị của hàm số giảm khi cho 
X chạy tù' 0 đến 1. Vậy hàm số nghịch biến trên (0; l) 
từ đây ta loại A và B. Tiếp theo kéo xuống thì máy 
ũện: 

i Math 

1 K 1 F CHỈ 1 

B 1 ÉRRÕR 

ĩl l.alE.SHHl 

BlsasáĩlPNẼũBl 

1.4 

13 Mattl 

1 H 1 FÍK) Ị 
inl I.HỈ3. DEB3 ỉ 

1 ĩ EZZZK 3. BBẼ3 

iẾI s.ẼIẼ.ĩăõil 

2 


Lúc này ta thấy các giá trị của hàm số tiếp tục giảm 
khi cho X chạy từ 1 đến e. Do vậy hàm số nghịch biến 
trên (l; e), từ đây ta loại c, chọn D. 

Câu 2: Đáp án D. 

Tập xác định: D = (-1; +00 ) => loại A. 
l/ = 0or = 0 

y' > 0 <=> X > 0 => hàm số đồng biến trên (ũ; + 00 ) . 

2/'<0<=>-l<x<0 

=> hàm số nghịch biến trên (-1; o) 

Cách 2: Sử dụng máy tính Casio bằng lênh TABLE 
trong MODE 7 tương tự bài 1. 

Câu 3: Đáp án A. 

Tập xác định: D= IE. 

y' = (x 3 + 3x 2 -4:)' =3x 2 +6x 

, „ r* = ° 
y=0 n *=-2 

Ta có hệ số a = 1 > 0 nên đồ thị hàm số có dạng N, tức 
hàm SỐ nghịch biến ữên (-2; o). 

Câu 4: Đáp án B. 

Tập xác định: D = K\{l}. 

Ta có ad-bc = l-2 = -l<0 

Suy ra hàm số nghịch biến trên từng khoảng 

và (l;+oo). 

Câu 5: Đáp án D. 

Tập xác định: D = IR. 

y' =ị-x 3 + 3x 2 +9r) = -3x 2 + 6x + 9 
. n r*=3 

Ta thấy hàm số có hệ số a = -1 < 0 nên hàm số đồng 
biến trên (-1; 3). 

Câu 6: Đáp án D. 

Tập xác định: D = R. 

y' = (-X 3 -6x 2 +10)' = -3x 2 -12x 

. n ., r*=0 

> =0o [.=-4 

Do hệ số a = -1 < 0 nên hàm số đồng biến trên (-4; o) 
Câu 7: Đáp án c. 
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Chủ đề 1: Hàm sô' và các ứng dụng của đạo hàm 
Tập xác định: D = R. 
y' = ịx i -2x 2 -l) =4x 3 -4x 
, n \x = ±l 

y " 0O [*-0 

Do hệ số a = 1 > 0 nên đồ thị hàm số có dạng w từ 
đây suy ra hàm số nghịch biến trên (- 00 ; -l) và (0; l); 
hàm số đồng biến hên (-1; o) và (l; +co). 

Câu 8: Đáp án A. 

Vì f'(x) = x 2 (x + 2)>0 Vxe(-2;+oo) nên hàm số 
đồng biến ữên (-2;+oo). 

Câu 9: Đáp án B. 

Cách suy luận 1: 

Tập xác định: D = R. 

y' = (lx i +ìj =8x 3 
y' = 0 <=> x = 0 

Vì y' >0 Vxe (ũ;+co) nên hàm số đồng biến trên 
(0;«). 

Cách suy luận 2: 

ĐỒ thị hàm số có dạng Parabol có đỉnh là I (0; l) và hệ 
số a = 2 > 0 nên đồ thị hàm số là Parabol có bề lõm 
hướng xuống, tức hàm số đồng biến trên (ũ; + 00 ). 
Câu 10: Đáp án D. 

Ở phần sau ta sẽ học vê đô thị hàm sổbậc 4 trùng phương, 
ờ phần dạng đô thị ta có sơ đô vê dạng đô thị hàm bậc bôh 
trùng phương. Từ đó ta rút ra nhận xét: 

Do hàm số đồng biến ữên (0;+co) nên đồ thị hàm số 
không thể có ba điểm cực trị, vậy đồ thị hàm số có 
dạng parabol quay bề lõm xuống dưới và có đỉnh là 
l(0;c). 

Áp dụng sơ đồ tôi vừa giới thiệu ở bài sau đê’ thỏa 

_ _ , .. Ịa> 0 ffl>0 

mãn điều kiện ữên thi ị , _ „ o i, . „ 

\ab > 0 \b> 0 

Câu 11: Đáp án D. 

Từ việc xem xét sơ đồ tôi giới thiệu ở câu 10 thì ta có: 
£ỉ& = Ị--^j.(-2)>0 và fl = -ỉ<0 nên đồ thị hàm số 

là parabol quay bề lõm lên trên, tức hàm số nghịch 
biến hên (0;+ooỊ. 

Câu 12: Đáp án c. 

Phương án A. Tập xác định: D = R. 

y' = (x 3 -x + l] = 3x 2 -1 


y' = 0 «r=i| 

=> Hàm số này không đồng biến ửên tập xác định của 
nó. 

Phương án B. Loại vì hàm số nghịch biến trên từng 
khoảng (-oo;l) và (l;+oo). 

Phương án c. Tập xác định: D=R. 
y'=3x? +2 > 0 Vx 6 D 

=> Hàm số này đồng biến trên tập xác định của nó. 
Câu 13: Đáp án B. 

Tập xác định: D = [0;2]. 
y , -2x+2 1-x 

l4lx-x 3 -ịlx-x 2 
y' = 0<=>X = 1 

Vì y' > 0 Vx e (0;l) nên hàm số đồng biến ữên (ũ;l). 
Câu 14: Đáp án D. 

\j =Ịsinx - cosx+ 'Ịẳx S j 

= COSX+sinx + -73 = •Vã.sinỊx + ^ j + -v/i 

= VĩỊsin^x+^ j+1 j+^ j > 0 


Vậy hàm số đồng biến ữên (-co;+oo). 
Câu 15: Đáp án A. 

Tập xác định: D = R. 


y' = 0<?>4x 3 -4x = 0 


x = 0 

X = 1 

x = —l 


Hệ số a = 1 > 0 nên đồ thị hàm số có dạng w, từ đây 
suy ra hàm số nghịch biến trên (- 00 ; -l) và (0; l). 
Câu 16: Đáp án c. 

Tập xác định: D = R\[l;3] 


2x-4 _ x-2 

2yJx 2 -4x+3 Jx 2 -4x+3 

y' = 0 o X = 2 (không thuộc D) 

Vì y' < 0 Vx e (-°°;l) nên hàm số nghịch biến ữên 

(-»;!). 

Câu 17: Đáp án A. 

Tập xác định: D = R. 
y'=3x 2 -3 
y'=0<t>x = ±l 

Mặt khác hệ số a = 1 > 0 nên đồ thị hàm số có dạng 
N, tức hàm số đã cho đồng biến hên (-co;-l)và 
(l; +oo) , nghịch biến trên (-1; l). 
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Câu 18: Đáp án B. 

Tập xác định: D = (-2;+oo) 


*+2 ( x+ 2 ) 2 (x +2 ) 2 

Vì 2/'>0 Vre(l;+oo) nên hàm số đồng biến trên 

(i ;+ 4 

Câu 19: Đáp án A. 

Tập xác định: D = R. 
y' = -4x 3 +4x = -4x(x 2 -l) 


y' = 0< 


x = ồ 
x = ±ĩ 


Mặt khác hệ số a = -1 < 0, suy ra đồ thị hàm số có 
dạng chữ M, tức hàm số nghịch biến trên (-1; o) và 


Câu 20: Đáp án D. 

Với các bài toán mà ta khó tính đạo hàm, ta nên dùng 
TABLE để giải quyết bài toán. 

Nhập ỊmODeỊ |7:TABLeỊ 
Nhập như sau: 

ĩ MÌĨii 


Tiếp theo âh 2 lần dấu =. 
Start? ẩn -3 = 

End? âh 3 = 

Step? 0.5 = 


Máy hiện: 


0 Math 

1 K 1 FCHJ 1 
iMk -i.lấl 
é -2.5-3.Mãi 
il -ÌI-M.OMll 

-3 

0 Math 

1 X 1 FCXJ 1 

3 -3 -M.DMI 

M -ljJ -5.356 

ÉlEHÍall ẽrrõrI 

-1 


a Maih 

1 X 1 FCXJ 1 

ID 1.5 D 

11 an. 5113 

ÌHlSWl 5.31351 

2.5 

a Math 

1 X 1 FtX5 1 

13 3.5 3.3133 


Từ đây ta thấy hàm số nghịch biến trên (- 00 ; -l). 
Câu 21: Đáp án c 

[ X = 0 
2 

Mặt khác hệ số a = 1 > 0 nên đồ thị hàm số có dạng 
chữ N, tức hàm số nghịch biến trên (0; 2). 

Câu 22: Đáp án B. 

Đây là một bài toán dễ mắc sai lầm, do đồ thị trong 
hình vẽ 



Nhận thấy trên (- 00 ; -2) và (ũ; 2) thì /' (r) < 0 nên 
hàm số y = f(x) nghịch biến ừên (-oo;-2)và (0;2). 
Phân tích sai lầm: Nhiều học sinh tưởng đây là đồ thị 
của hàm số y = / (x) và chọn luôn D. 


Dạng 2: Bài toán chứa tham số 

Câu 1: Đáp án D 
Đặt e x =t(t> 0) 


'(ĩ ;i H e (V 


n<-ĩ 
n> 1 




Hàm số đồng biến hên khoảng ^lnỉ;0j 
Khi y'> 0 hay -m 2 +m + 2 > 0 <=> -1 < m < 2 


Vậy ~ < m < ^ hoặc 1 < m < 2. 

Câu 2: Đáp án A. 

Điều kiện: x^m. 



Hàm số đồng biến ữên từng khoảng xác định 
<=> -m-3 > 0 «• m < -3. 

Câu 3: Đáp án B. 

Đặt yỊx — 1 — t. 

Vì xe(l7;37). e(4;6)=> 

ptìd 

J t + m 
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Chủ đề 1: Hàm sô' và các ứng dụng của đạo hàm 


The best or nothing 


, 777 2 -777-2 

y (-r 

ĩm>2 

0 sin^x+^ j > -2017777 vói mọi 

ra khi -2017777 < -1 <=> 777 > - - - ■ 

Hàm số đồng biến khi 777 2 - 

m - 2>0 ~[Z-i 

2017 

Câu 10: Đáp án c. 


777 >2 

Đặt smx = t 

Kết hợp các điều kiện ta có 

777 <-6 

-4< 777 <1 

Vi X e ío; => í e (O; 1 ) 


Câu 4: Đáp án B. 

D = R; y’ = 3x 2 -6777X 

f* = 0 

i/' = 0o _ , mặt khác hàm số có hệ số ÍZ = 1>0 

J Ị_x = 2m 

nên đồ thị hàm số có dạng chữ N, suy ra hàm số 
nghịch biến hên (ũ; 2 m) . 

Vậy để hàm số nghịch biến trên khoảng (ũ;l) thì 
2 777 < 1 

2 

Câu 5: Đáp án B 

D=R 

Để hàm SỐ đã cho đồng biến trên R thì b 2 -3 ac < 0 
oO 2 -3.1.(-3777 2 )<0 o9m 2 ắ0 =>m = 0. 

Câu 6: Đáp án c 

Đẻ hàm số luôn nghịch biến trên (-ao;+ao) thì 

b 2 - 3ac < 0 o m 2 - 3. ị j. (3m+2) < 0 

o m 2 +3777+2 <0 í>-2<fflắ-l. 

Câu 7: Đáp án A 

Đế hàm số đã cho đồng biến trên từng khoảng xác 
định thì (777 +1).(-777) + 2 >0<=>-777 2 -777 + 2 >0 
<s> -2 < 777 < 1. 

Câu 8: Đáp án c 

y' = 3x 2 +ÓX-777 

Phương trình y' = 0 có A' = b 2 -3 ac 
= 3 2 -3.1.(-m) = 9+37 77 

Trường hợp 1: đồ thị hàm số có hai điểm cực trị, thì 
X = 0 phải là điểm cực đại, lúc này: 
ý (0) = 0 <=> 777 = 0 (không thỏa mãn) 

Vậy hàm số phải luôn đồng biến trên K <=> 777 < -3 
Câu 9: Đáp án c. 

Ta có y' = cosx + sinx+2017-\/277Z. Ta có 
y'= ^/2sìnịx+^+2017yjĩm. Đê’ hàm số đã cho 

đồng biến trên R thì y ’ > 0 với mọi X e s. Dấu bằng 
xảy ra tại hũư hạn điểm. 


Hàm số trở thành 1 / = -. Đê’ thỏa mãn yêu cầu đề 

J t-m 


t-m 
2t-l 
" t-m 

>0 


bài thi hàm số y = ——- phải đồng biến trên(ũ;l) 

fad-bc = -2m+l> 

0 |m Ể (ũ; 1 ) 


Vì jHỂ(0;l)nỄn 777 <0. 

Câu 11: Đáp án B. 

Cách 1: Đạo hàm trực tiếp 
Ta có 

fsÌnX + 777Ỵ COSx(sÌnX- 777)-COSx(sữlX + 777) 
y = {smx-mj = ịsmx-mý 

= 2mcOS - ••, để hàm số nghịch biến ữên Ịí; Jt 1 thì 
(sinx-7n) l 2 J 

Í -2777COSX<0 
777 ề(ũ;1) 

Do X e ’ 7t j thi cos X € (ũ; -l), do vậy để hàm số đã 

, X \: 2m>0 

cho nghịch biến trên 2' 71 J ^ ■ Ị' ín - 0 <=> 777 < 0 

Cách 2: Đặt ẩn 
Đặt sinx = f, 

Vì X e ^; 7t j nên í e (0;l). 


đó đê’ thỏa mãn yêu cầu đề bài thì hàm ! 
y = f(t) = phải đồng biến trên (0;l) 


ad-bc = -m- 


777 < 0 <=> m 
777 >1 
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Cách 3: Sử dụng TABLE 

Ta thấy với 777 = 0 không thỏa mãn, do là hàm hằng 
nên ta loại A. 
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Vậy ta sẽ thử m - 1; Start —; End n Step ~ thì ta 
2 y 10 


- FỌỊ) 
ĩ -ậ.g£l 
__ __ .ỊỊI -1.3ãũ 1 

Elã:mi5l ' =ỉl_ 

2.513274123 


Vậy với m = 1 không thỏa mãn. Do vậy ta loại được 
c, D. Từ đây ta chọn B. 

Câu 12: Đáp án A. 

Cách 1: Giải toán thông thường 
Ta có y' = -X 2 + 2(m-l)x + (nz + 3) 

Hàm số đã cho đồng biến trên (0; 3) 


o 1 /' > 0, Vx e (ũ; 3). 


Vì hàm SỐ ý(x) liên tục tại X = 0; X = 3 nên 


y' > 0, Vx e (0; 3) o y' > 0, Vx e [0; 3 ] (mục đích là để 

cô lập tham số m) 

o m > Ểlĩ?- 3 Vx e [0; 3 ]. 

2x + l L J 

(Do 2x + l>0,Vxe[ũ;3] nên khi chia cả hai vế 
không làm đổi dấu bất phựcmg trình). 

vói = * 2^+1 3 

Mặt lchác ta tìm được mạx g (x) = g ( 3 ) = . 

Vậym>|. 


Cách 2: Thử giá tri. 

( 7 ’ 12 ^ 

Lúc này ta một giá trị m nằm ữong khoảng Ị > y j 

là có thê’ xác định được kết quả, ta chọn m = 1 khi đó 

hàm số trở thành y = -ịx 3 +4x-10. 

J 3 

Có y' = 0 -X 2 +4 = 0 <=» 

Do hệ số a = -ỉ<0 nên hàm số đồng biến trên 

(-2; 2 ) vậy không thỏa mãn đề bài. Vậy loại B, C, D, 
chọn A. 

Câu 13: Đáp án D 

Với m = 0 thì hàm số trở thành y = 2 là hàm hằng, 
loại. Từ đây ta loại A, c. 

Vói m*0: 

Đến đây ta không cần thử mà có thê’ chọn luôn D, bởi 
hàm số đồng biến ữên R khi hệ số a > 0 và phương 
trình y' = 0 có nghiệm kép hoặc vô nghiệm, tuy nhiên 
4 

với phương án B, m --ị thi m có thể âm, tức hệ số a 

âm thì không thể đồng biến ứên s được. Vậy ta chọn 

D. 

Chú ý: Với bài toán này việc hiểu bản chất và suy luận 
nhanh hơn rất nhiều so với việc bấm máy thử từng 
phương án. 
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Chủ đề 1: Hàm số và các ửng dụng của đạo hàm 


The best or nothing 


LSI Cực trị của hàm số wà giá trị lổn nhất, giá trị nhỗ 
nhất của hàm số. 


y 


điểm cực 



điểm cục 


RL Lộ Khuyến về eụe tri EỦa hùm. số 

Ở ptiầri I.I ta vừa hộc cách sử dụng đạo hàm để tìm khoảng đon điệu của hàm 
số, khoảng đồng biến, khoảng nghịch biến của hàm số. Ở phần này ta sẽ xác 
định điểm nằm giữa khoảng đồng biến, nghịch biến của hàm số, và ngược lại. 
Những điểm này được gọi là điểm cực trị của đồ thị hàm số. Điểm cực trị bao 
gồm cả điểm cực đại và điểm cực tiểu của đồ thị hàm số. Đồ thị hàm số ở 
hình 1.7 có điểm cực đại là điểm phía bên trái và điểm cực tiểu ở phía bên 
phải (điểm được đánh dấu). 


1. Đinh nghĩa 

Cho hàm số y = f{x) xác định và liên tục trên khoảng b) (có thểa là -00 ;b là 
+ 00 ) và điểm X 0 G . 

a, Nếu tồn tại số. h>0 sao cho f(x)<f(x 0 ) với mọi X e (x 0 - h; x 0 + h) và 
x + x 0 thì ta nói hàm số / (x) đạt cực đại tại x 0 . 

b, Nếu tồn tại số h > 0 sao cho /(x) > /(x 0 ) vói mọi X e (x 0 -h;x 0 + h) và 


I x*x 0 thi ta nói hàm số / (x) đạt cực tiểu tại x 0 . 

Vói hàm liên tục thì hàm số sẽ đạt cực trị tại điểm làm cho y ' = 0 hoặc y ' 
không xác định được thể hiện ở hình 1.8 



Hình 1.8 


STUDYTIP: điểm cực trị 
của hàm số là x = c ; còn 
điếm cực trị của đồ thị 
hàm số là điếm có tọa độ 
M(c;f(c)) 


Nếu hàm số đạt cực đại hoặc cực tiểu tại x = c thì x = c là điểm làm cho y ' 
bằng 0 hoặc y ' không xác định. 

2. Chủ ỷ 

Nếu hàm số /(x) đạt cực đại (cực tiểu) tại x ữ thì x 0 được gọi là điểm cực đại 
(điểm cực tiểu) của hàm số; f(x 0 ) được gọi là giá trị cực đại (giá trị cực tiểu) 
của hàm số, kí hiệu f CD (/ CT ), còn điểm M (x 0 ; / (x 0 )) được gọi là điểm cực 
đại (điểm cực tiểu) của đồ thị hàm số. 

Trong các bài ừắc nghiệm thường có các câu hòi đưa ra để đánh lừa thí sinh khi phải phân biệt giữa điểm 
cực trị của hàm sô’và điểm cực trị của điểm cực trị của đô thị hàm số. 
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Công Phá Toán - Lớp 12 Ngọc Huyền LB 

3. Điều kiên đủ để hàm số có cưc tri 

Ị Khi /'(x) đối dấu từ dương sang âm qua x = c thì x = c được gọi là điểm cực 
I đại của hàm số. 

Ị Khi f'{x} đổi dấu từ âm sang dương qua x~c tlừ x = c được gọi là điểm cực 
1 tiêu của hàm số. 

Hình 1.9 mô tả diều kiện đủ để hàm số có cực trị: 





Hình 1.9 



Hình tìeu hàm số. Và y’ đổi dấu từ âm sang dương quan X = ^ do vậy X = ^ là điểm 


cực tiểu của hàm số. 

Hình 1.10 thể hiện đồ thị hàm số, ta thấy rõ điểm O(0;0) không là điểm cực 
trị của đồ thị hàm số). 

I Nếu x = c là điểm cực trị của hàm y = f{x) thì /’(c) = 0 hoặc f'{c) không xác 
định, nhưng nếu /'(c) = 0 thì chưa chắc X = c đã là điểm cực trị của hàm số. 
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The best or nothing 


Chủ đề 1: Hàm sô' và các úng dụng của đạo hàm 


4. Quỵ tắc đế tìm cưc tri 
Quy tắc 1 



Đáp án D 

Lời giải 


y 



Ta có y' = -—= 

40 ? 

y' không xác định tại X =0, đạo hàm của hàm số đổi dấu khi qua X =0. Nên 
hàm số đạt cực trị tại x=0. 

Phần này đã được giới thiệu ở sau phần định nghĩa: Vói hàm liên tục thì hàm 
số sẽ đạt cực ữị tại điểm làm cho y' = 0 hoặc y' không xác định. 


Hìnli 111 Hình 1.11 biểu thị đồ thị hàm số y = |x| đạt có điểm cực tiểu là o (0; o). 



Ví dụ 3: Tìm tất cả các điểm cực trị của hàm số y = 2x- 3\[x* . 


Lời giải: Ta có y' = ịĩx-3\[x*^' = ịlx-3x 3 

y' không xác định tại x=0; y' =Oox = l. Và đạo hàm đổi dấu khi qua 
X = 0; X = 1. Do vậy hàm số có hai điểm cực trị là x = 0;x=l. 

Ví dụ 4: Cho hàm số y = X 3 - mx 2 -2x + l với m là tham số. Khẳng định nào 
sau đây là đúng? 

A. Với mọi tham số m, hàm số đã cho luôn chi có duy nhất một cực đại. 

B. Với mọi tham số m, hàm số đã cho luôn chi cồ duy nhất một cực tiểu, 
c. Với mọi tham số m, hàm số đã cho luôn có một điểm cực đại và một 

điểm cực tiểu. 

D. Vói mọi tham số m, hàm số đã cho không có cực trị. 


ì' 2 

J vr 4Ĩ 
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STUDYTIP: Hàm phân 
thức bậc nhất trên bậc 
nhất không có cực trị. 


Công Phá Toán - Lép 12 __•_ Ngọc Huyền LB 

Đáp án c 

Lời giải 

Xét hàm số y = x 3 -mx 2 -2x + l có y' = 3x 2 -2mx-2 

Xét phương trình y' = 0<=>3x 2 -2mx-2 = 0 có A' = (-m) .-(-2Ì.3 = WĨ 2 + 6>0 
Do vậy phương trình luôn có hai nghiệm phân biệt X 1 <x 2 . Mặt khác ta có 
mẹo xét dấu tam thức bậc hai " trong khác ngoài cùng", do vậy đạo hàm của 
hàm số đã cho đổi dấu như sau: 

X _X,_ x 2 

• y' + - + 

Vậy hàm số đã cho luôn có một điểm cực đại và một điểm cực tiểu vói mọi 
tham số m. 


1= ẼỂ1E ESpng Isúrs liÉrs ỄỊỊUOPS dến EiỊE lộ 

Dạng 1: Xác định điểm cực trị của hàm số, điểm cực trị của đồ thị 

hàm số, tìm giá trị cực trị của hàm số. 

Đây là dạng toán cơ bản nhất về cực trị, tuy nhiên xuất hiện rất nhiều toong 
các đề thi thử. Ở dạng toán này ta chỉ áp dụng các tính chất đã được nêu ở 
phần A. Tuy nhiên ta đi xét các ví dụ để rút ra các kết quả quan trọng. 

Ví dụ 1: Hàm số nào sau đây không có cực trị ? 

A. y = x 3 -3x + l. B. y = 2— 

x+3 

c. y = x 4 -4x 3 +3x + l. D. y = x 2 " +2Ũ17X ịiie N*j. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lê Hông Phong - Nam Định) 

Đáp án B 


Lời giải 

Vói A: Ta thấy đây là hàm bậc ba có y' = 3x 2 -3, phương trình y' = 0 luôn có 
hai nghiệm phân biệt nên hàm số có hai điểm cực trị (loại). 


Với B: Đây là hàm phân thức bậc nhất trên bậc nhất nên không có cực trị. Do 
đó ta chọn B. 


Ví dụ 2: Hàm số nào sau đây có ba điểm cực trị? 

A. y = x 4 +2x 2 +10. 

B. y = -x 4 + 2x 2 + 3. 

c. y=-x 3 -3 x 2 +5x+2. 

3 3 

D. y = 2x 4 - 4. 

(Trích đê thi thử THPT Công Nghiệp - Hòa Bình) 1 


Đáp án B 


Lời giải 

Ta có thể loại luôn c bải hàm số bậc ba chỉ có nhiều nhất là hai cực trị. 

Tiếp theo ta đến với các hàm bậc bốn. Ta có hàm bậc bốn trùng phương có hai 
trường hợp, hoặc là có một điểm cực trị, hoặc là có ba điểm cực trị. 
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STUDY TIP: 

Đối với hàm bậc bốn 
trùng phương có dạng 
y = ax 4 + bx 2 4 c,(a o)' 
thì nếu: 

ab > 0 thì hàm số có một 
điểm cực ữị là X = 0. 
ab<0 thì hàm số có ba 
điểm cực trị là 


STUDYTIP: 

Đối với hàm bậc bốn trùng 
phương có dạng 
y = ax 4 +bx 3 4c,(a;*0) 
có ab < 0, khi đó nếu: 

a. a < 0 thì X = 0 là điểm 

. cực tiểu; X = là 

hai điểm cục đại của hàm 
số. 

b. a > 0 thì ngược lại 
X = 0 là điểm cực đại; 


Chủ để 1: Hàm số và các ứng dụng của đạo hàm _ The best or nothing 

Đối với hàm bậc bốn trùng phương dạng y = ax 4 + bx 2 + c ịa 5* o). 


Tá có y' = 4 ca 3 +2bx =0o 


1 Số điểm cực trị phụ thuộc vào nghiệm của phương trình 2ax 2 + b = 0. 

I a. Nếu ^ < 0 tức là a, b cùng dấu hoặc b = 0 thì phương trình vô nghiệm hoặc 
I 2 a 

Ị có nghiệm X = 0 . Khi đó hàm số chi có một điểm cực trị là X = 0 . 

I b.Nếu ~~~>0 tức là a, b trái dấu thì phương trình có hai nghiệm phân biệt là 
I 2 a 

I X=±J-Ậ. Nghĩa là hàm số có ba điểm cực trị là x = 0;x = ±J—^~ . 

I V 2 a V 2íz 

Đến đây ta có thể suy ra, nếu hệ số của a, b khác dấu thì hàm số bậc bốn trùng 
phương có ba cực trị, do vậy ta chọn luôn được B. 

Tiếp tục là một bài toán áp dụng kết quả vừa thu được. 

Ví dụ 3; Cho hàm số y = -X 4 + 2x 2 +1. Mệnh đề nào dưới đây đúng? 

A. Hàm số có một cực đại và hai cực tiểu. 

B. Hàm số có hai cực đại và một eực tiểu. 

c. Hàm số có một cực đại và không có cực tiểu. 

D. Hàm số có một cực đại và một cực tiểu. 

(Trích đê thi thử THPT Phan Đình Phùng - Hà Nội) 

Đáp án B. 

Lời giải 

Áp dụng kết quả vừa thu được ta có kết luận hàm số luôn có ba điểm cực trị 
do hai hệ số a, b toái dấu. 

Mặt khác hệ số a =■-1 < 0 nên đồ thị hàm số có dạng chữ M (mẹo nhó), do vậy 
hàm số có hai điểm cực đại và một cực tiểu. 

Đến đây ta tiếp tục thu được kết luận ở phần STUDY TIP. 

Ví dụ 4: Cho hàm số y = f(x) xác định, liên tục trên 1R. \ |2| và có bảng biến 
thiên phía dưới: 

Khẳng định nào sau đây là khẳng định đúng ? 

A. Hàm số đạt cực đại tại điểm X =0 và đạt cực tiểu tại điểm X=4. 

B. Hàm SỐ có đúng một cực trị. 

c. Hàm SỐ có giá trị cực tiểu bằng 1. 

D. Hàm SỐ có giá trị lởn nhất bằng 1 và giá trị nhỏ nhất bằng -15. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lê Hông Phong - Nam Định) 


X 

-00 0 

2 4 400 

y’ 

- 0 + 

+ 0 - 

y 

400 4<x> 

\/ 

ỹX 


Đáp án c 

Lời giải 

Nhìn vào bảng biến thiên ta thấy có hai giá trị của X mà qua đó y’ đổi dấu, đó 
là x = 0 và X=4 , do vậy đây là hai điểm cực trị của hàm số. 
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STUDY TIP: 

Ở quy tắc 1 ta có hàm số 
đạt cục trị tại điểm khiến 
cho đạo hàm bằng 0 hoặc 
không xác định. 


STUDY TIP: 

Trong đa thức, dấu của đa 
thức chi đổi khi qua 
nghiệm đon và nghiệm 
bội lẻ, còn nghiệm bội 
chẵn không khiến đa thức 
đổi dấu. 


Công Phá Toán - Lớp 12 


Ngọc Huyền LB 


Ta thấy y' đổi dấu từ âm sang dương khi qua X = 0, do vậy X = 0 là điểm cực 
tiểu của hàm số, ngược íại x=4 lại là điểm cực đại của hàm số. 

Từ đây ta loại được A, B. 

D sai do đây là các giá trị cực trị, không giải giá ữị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất 
của hàm số. 


Ta chọn c bởi tại x=0 thì hàm số có giá ữị cực tiểu là y=l. 

Tiếp tục là một bài toán nhìn bảng biến thiên đế xác định tính đúng sai của 
mệnh đề: 

Ví dụ 5: Hàm số y = /(x) hên tục hên M và có bảng biến thiên như hình vẽ 
bên. Mệnh đề nào sau đây là đúng? 

A. Hàm SỐ đã cho có hai điểm cực trị. 

B. Hàm số đã cho không có giá trị cực đại. 
c. Hàm SỐ đã cho có đúng một điểm cực trị. 

D. Hàm SỐ đã cho không có giá trị cực tiểu. 


X 

-00 

1 

2 

+00 

y’ 

+ 

0 

II 

+ 

y 

-00 

77 

0 • / 



Đáp án A. 


Lời giải 

Nhìn vào bảng biến thiên ta thấy có hai giá trị của X mà khi qua đó y' đổi dấu. 


Do vậy hàm số đã cho có hai điểm cực trị đó là X = 1; X = 2 . 

Chú ý: Nhiều độc giả nghĩ rằng tại X=2 không tồn tại y' thì X = 2 không 
phải là điểm cực trị của hàm số, đây là một sai lầm rất lớn. Bởi hàm số vẫn đạt 
cực trị tại điểm khiến cho đạo hàm không xác định. 

Ví dụ: Hàm Số y = |x| có đạo hàm không tồn tại khi X = 0 nhưng đạt cực tiểu 


tại x=0. 

Ví dụ 6. Hàm số y = /(x) có đạo hàm /'(*) = (x -lf (x - 3). Phát biểu nào 
sau đây là đứng? 

A. Hàm số có một điểm cực đại B. Hàm số có hai điểm cực trị 

c. Hàm SỐ có đúng 1 điểm cực trị D. Hàm số không có điểm cực trị 

_ (Trích đê thi thử THPT chuyên ĐHSP HN - ĩân I) 

Đáp án c. 

Lời giải 

Ta thấy f'(x) = 

Đến đây có nhiều độc giả kết luận luôn hàm số có hai điểm cực trị, tuy nhiên 
đó là kết luận sai lầm, bởi khi qua X = 1 thì f'(x) không đổi dấu, bởi 
(x-l) > 0, Vx. Do vậy hàm số chi có đúng một điểm cực trị là X = 3 . 
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STUDYTIP: 

Qua đây ta rút ra kết quả, 
đồ thị hàm số bậc ba hoặc 
là có hai điểm cực trị, 
hoặc là không có điếm 
cực trị nào. 


Chủ đề 1: Hàm sỏ' và các ứng dụng của đạo hàm _ 

Dạng 2: Tìm điều kiện để hàm sô có cực trị. 

Chú ý: 

I Hàm số y = /(x) xác định trên D có cực trị <=> 3x 0 e D thỏa mãn hai điều kiện 
1 sau: 

I i. Đạo hàm của hàm số tại x 0 phải bằng 0 hoặc hàm số không có đạo hàm tại x 0 
I ii. /’(x) phải đổi dấu qua x 0 hoặc f"(x o )*0. 

1. Đối vót hàm số bậc 3 dạng y = ax 3 + bx 2 + cx + d o). 

Ta có y' = 3 ax 2 + 2bx + c. 

Để hàm số bậc ba có cực trị thì phưcmg trình y '=0 có hai nghiệm phân biệt. 
|<£>A'>0<=>& 2 -3ac>Õ| 

Ngược lại, để hàm số không có cực trị thì phương hình y 1 = 0 vô nghiệm hoặc 
có nghiệm duy nhất |<=>b 2 -3ac <0-I 

2. Đối với hàm bậc bốn trùng phương dạng y = ax* + bx 2 + c * o). 

„ [x = 0 

Ta có y' = 4ox + 2bx = 0 <=> “ 

9 [2ax 2 +b = 0 

Đến đây ta có nhận xét hàm số bậc bốn trùng phương luôn có điểm cực trị. 

Số điềm cực trị phụ thuộc vào nghiệm của phương trình 2 ax 2 + b = 0. 

a. Nếu ™<0 tức là a, b cùng dấu hoặc b=0 thi phương trình vô 
2 a 

nghiệm hoặc có nghiệm X= 0. Khi đó hàm số chỉ có một điểm cực trị là 
x=0. 


b. Nếu —- >0 tức là a, b toái dấu thi phương trình có hai nghiệm phân 
2 a 

biệt là X = Nghĩa là hàm số có ba điểm cực trị là 

x ‘ 0 :x ‘ ± fẫ- 


LOVEBOOK.VN I 40 





STUDY TIP: 

Qua đây ta rút ra kết quả, 
để đồ thị hàm số 
y=ax 4 +bx 2 +c, 

(a * o) có ba điểm cực trị 
tạo thành tam giác vuông 
cân điều kiện là 

— = -8. Ta loại được 
a 

điều kiện a, b trái dấu do 
tù công thức cuối cùng 
thu được thi ta luôn có a, 
b trái dấu. 


Công Phá Toán - Lổp 12 Ngọc Huyền IB 

Dạng 3: Tìm điều kiện để hàm số đã cho có điểm cực trị thỏa 
mãn điều kiện cho trước. 

3.1 Xét hàm số bậc bốn trùng phương có dạng y = ax 4 + bx 2 +c,(a*0). r 


Ta vừa chứng minh ở dạng 2, nếu ab<0 thì hàm số có ba điểm cực trị là 



Khi đó đồ thị hàm số đã cho sẽ có ba điểm cực trị là: 

với A = ỉ,2 “ 4ữC 

(Chứngminh: ta có /í= +b.ị J—^-ì +c =^—-~ + c 

s 2a) ỊV 2aJ [1 2«J 4 a 2 2a 

ab 2 -2ab 2 +ầa 2 c ab 2 -láb 2 +ịa 2 c -ab 2 + 4ữc -b 2 +ịac,. 

- ư ‘—ìỉ^ = ^i^ = ^^ (đpcm)) 




^AB = AC = 


Jb 4 b . rỵ 

V16 a 2 2a V 2a 


Bài toán 1: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để đồ thị hàm số 
y = ax* + bx 2 + c, o) có ba điểm cực trị tạo thành tam giác vuông. 

Lời giải tổng quát 
Vói áb < 0 thì hàm số có ba điểm cực ữị. 

Do điểm A(0;c) luôn nằm trên Oy và cách đều hai điểm B, c. Nên tam giác 
ABC phải vuông cân tại A. Điều này tương đương với AB X AC (do AB = AC 
có sẵn rồi). 

Mặt khác ta cố 

Do ABLAC nên ÁB.ÃC = 0<=>^- + -^ T = 0 o 
j 2 a 16 a 2 

Ví dụ 1: Tim tập hợp tất cả các giá trị thực của tham số m để đồ thị hàm số 
y = x i - 8 m 2 x 2 + 3 có 3 điểm cực trị tạo thành ba đỉnh của một tam giác vuông 
cân. 


[lì 

í lì 

í 1 

lì 

B.[ —[ 

c. 

D. 


hí 

1 2j • 

1 2 

2J 


Đáp án D. 
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Chủ để 1 : Hàm số và các lĩng dụng của dạo hàm_The best or nothing 


Cách 1: Lời giải thông thường 

Cách 2: Áp dụng công thức. 

TXĐ: D = E. . 

Ta có: y' = 4x(x 2 -4m 2 'J. 

Hàm số có ba điểm cực trị khi và chỉ khi 
phương ữình y' = 0 có 3 nghiệm phân biệt 

<=>m*0. 

Lúc đó, ba điểm cực trị là: 

Ẩ(2m;-16m 2 + 3), B( 0 ; 3 ), c(-2m;-16m 4 + 3 ). 

Nên BA = BC. 

Do đó, tam giác ABC cân tại B 

Khi đó, tam giác ABC vuông cân khi 

và chỉ khi: BABC = 0<=>4m 2 -256m 8 =0 

1 

<»l-64m 2 =0 (m^o) « 2 . 

m = ~2 

Để các điểm cực ữị của đồ thị 
hàm số là ba đỉnh của một 
tam giác vuông cân thì 

‘■--í 0^.-8 
a 1 

om = ±— 

2 


Nhận xét: Rõ ràng việc nhớ công thức và làm nhanh hơn rất nhiều so vói việc suy ra 
tùng hường hợp một. 


Bài tập rèn luyện lại công thức: 

1. Cho hàm số y = X 4 - 2mx 2 + m 2 - 2. Tìm m để hàm số có ba điểm cực trị và các 
điểm cực trị của đồ thị hàm số là ba đỉnh của một tam giác vuông? 

A. m = l B.m = -1 c. m = 2 D. m = -2 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hung Đạo - Nam Định) 

2. Cho hàm số y = f(x) = x 4 +2(m-2)x 2 +m 2 -5m+5 (C m ). Giá trị nào của m để đồ 
thị của hàm số đã cho có các điểm cực đại, cực tiểu tạo thành một tam giác vuông cân 
thuộc khoảng nào sau đây? 

40 4 §) <4 ^ 

3. Um tất cả các giá trị thực của tham số m để đồ thị hàm số 

y = -X 4 + (m - 2015) X 2 + 2017 có 3 điểm cực frị tạo thành tam giác vuông cân. 

A. m = 2017 B. m = 2014 c. m = 2016 D m = 2015 

4. Tim tất cả các giá trị thực của tham số m để đồ thị hàm số 

y = X 4 + 2(m + 201ó)x 2 - 2017m + 2016 có ba điểm cực trị tạo thành tam giác vuông cân. 
A. m = -2017 B. m = 2017 c. m = -2018 D. m = 2015 

5. Tìm m để đồ thị hàm số f(x) = x 4 -2(m+l)x 2 +m z có các điểm cực đại, cực tiểu tạo 
thành một tam giác vuông. 

A. m = 2. B.m = -1. c.m = 0. D.m = l. 

Đáp án 

I Miz 1.M_ L_ 3.A I 4.A I 5.C I 


STUDYTIP: 

Độc giả nên làm các bài 
tập rèn luyện này mà 
không nhìn lại công thức 
đê’ có thê’ ghi nhớ công 
thức lâu hơn. 
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STUDY TIP: 

Qua đây ta rút ra kết quả, 
để đồ thị hàm số 
y = ax 4 +bx 2 +c, 

(a * o) có ba điểm cực trị 
tạo thành tam giác đều 

thì— = -24. 
a 


STUDY TIP: 

Qua đây ta rút ra kết quả, 
để đồ thị hàm SỐ 
y = ax 4 +bx 2 +c, 

(a * o) có ba điểm cực trị 
tạo thành tam giác đều 

thì - = -24. 
a 

Mà tam giác vuông thi 

- = - 8 - 
a 

"Vuông -8, đều -24" 


Bài toán 2: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để đồ thị hàm số 
y = ax 4 + bx 2 + c,ịa 5* o) có ba điểm cực ữị tạo thành tam giác đều. 


Lời giải tổng quát 
Với áb< 0 thì hàm số có ba điểm cực trị. 

Do AB = AC, nên ta chi cần tìm điều kiện để AB = BC. 
Mặt khác ta có 


*AB = AC = J^ ĩ -ị-;BC = 2.t^ 
Vl6íz 2 2 a V 2 a 


Do vậy AB = BCc 


Ví dụ 2: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho đồ thị của hàm số 
y = X 4 - 2mx 2 + m -1 có ba điểm cực trị tạo thành một tam giác đều. Ta có kết 
quả: 

A.m=3 B. m=0 c. m>0 D. m = ịỈ3 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lam Sơn Thanh Hóa) 


Đáp án D. 


Lời giải 

Áp dụng công thức vừa chứng minh ở trên ta có 


— = -24e» ( ■■■ ^ - = -24om = V3. 
a 1 

Bài tập rèn luyện lại công thức: 

1. Cho hàm số y = x 4 +2(m-2)x 2 +m 2 -5m + 5(C m ). Với những giá trị nào của m thì 
đồ thị (C m ) có điểm cực đại và điểm cực tiểu, đồng thời các điểm cực đại và điểm cực 


tiểu lập thành một tam giác đều? 

A. m = 2-V3 B. m = 2+^3 c. m = 5-2^3 D.m = 5+2^3 

2. Cho hàm số y = |x 4 + 3(m-2017)x 2 -2016 có đồ thị (C J. Tim tất cả các giá trị 
của m sao cho đồ thị (C m ) có ba điểm cực trị tạo thành tam giác đều? 


A. ỉn = 2015 B. m = 2016 c. m = 2017 D. m = -2017 

3. Cho hàm số y = x 4 -2mx 2 +2. Tìm tất cả các giá trị của m sao cho đồ thị hàm số có 
ba điểm cực ữị tạo thành tam giác đều? 

A. m = ĩl3 B. m = ^Í3 c. m=s D. m = s 

4. Cho hàm số y = -mx 4 +2mx 2 -m. Tìm tất cả các giá trị của tham số m sao cho đồ 
thị hàm số có ba điểm cực trị tạo thành tam giác đều. 

A. m = 'j3;m = -^3}m = 0 B. m = -V3;m = V3 

c. m = 0 D. m = -v/3 


Đáp án _ 

Ị 1A I 2B I 3A I 4A I 

Bài toán 3: Tìm tất cả các giá trị của tham số m để đồ thị hàm số các giá trị 
thực của tham số m để đồ thị hàm số y - ax 4 + bx 2 +c,ịa* o) có ba điểm cực 
trị tạo thành tam giác có diện tích bằng S 0 . 
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Chủ dề 1: Hàm sô" và các úng dụng của dạo hàm 



Lời giải tổng quát 

Gọi H là trung điểm của BC thì lúc này H nằm trên đường thẳng chứa đoạn 
thẳng BC (hình vẽ). 

Lúc này => ẪH = .Diện tích tam giác ABC được tính bằng 

công**: S„=>.BC 

171 


4 16a z a 


w-ẩý 


Qua đây ta rút ra kết quả, 
đê’ đồ thị hàm số 
y = ax 4 +bx 2 +c, 

(a * o) có ba điểm cực trị 
tạo thành tam giác có 
diện tích là s 0 thì có điều 

kiện là s„ 2 - 

0 32a 3 


Ví dụ 3: Cho hàm số y = X 4 - 2 mx 2 + 2m + ra 4 . Với giá trị nào của m thì đồ 
thị {C m ) có 3 điểm cực trị, đồng thời 3 điểm cực trị đó tạo thành một tam giác 
có diện tích bằng 4 

A. m = -ỰĨ6 B. ra=16 c. m = tfữ> D.ra = -^/Ĩ6 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Hưng Yên, đê thi thử THPT chuyên Lam Sơn) 

Đáp án A. 


Lòi giải 

Ặp dụng công thức ở trên ta có, hàm số có ba điểm cực ữị tạo thành một tam 
giác có diện tích bằng 4 <=> 32 ,a 3 S a 2 + Ỉ7 5 = 0 o 32.1 3 .4 2 + (-2m) s = 0 


om = -ựĩ6. 

Bài tập rèn luyện lại công thức: 


1. Cho hàm số y = X 4 -2m 2 x 2 +1. Vói giá trị nào của m thì đồ thị hàm số đã cho có 3 
điểm cực trị, đồng thời 3 điểm cực trị đó tạó thành một tam giác có diện tích bằng 32. 

A'. m = 2;m = —2 B. m = 0;m = 2 

c. m = 0; m = -2 D. m = 2; m = -2; m = 0 

2. Cho hàm số y =f(x) = -X 4 +2(m-2)x 2 +m 2 -5m+5. Tim tất cả các giá trị của m để 
đồ thị hàm số đã cho có 3 điểm cực trị tạo thành một tam giác có diện tích bằng 1. 

A. m = 3 B. m = ±3 c. m = 2 D. m = ±2 

3. Cho hàm số y = 3x 4 - 2mx 2 + 2m+m 4 . Tìm tất cả các giá ữị của m để đồ thị hàm số 
đã cho có ba điểm cực trị tạo thành tam giác có diện tích bằng 3. 

A. m = 3 B. m=-3 c. m = 4 D. m = -4 

4. Cho hàm số y = x 4 +2mx 2 -m-1 (1), vói m là tham số thực.Xác định m đểhàm số 
(1) có ba điểm cực trị, đồng thời các điểm cực trị của đồ thị tạo thành một tam giác có 
diện tích bằng 4 -Jĩ. 

A. m = 2 B. m = -2 c. m = 4 D. m = -4 

Đáp án 

I 1A I 2A I 3A I 4B I 

Bài toán 4: Tìm tất cả các giá trị của tham số ra để đồ thị hàm số các giá trị 
thực của tham số ra để đồ thị hàm số y = ax 4 + bx 2 + c,(fl 9* o) có ba điểm cực 
trị tạo thành tam giác có diện tích lớn nhất. 

Lời giải tổng quát 
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STUDY TIP: 

Qua đáy ta rút ra kết quả, 
đế đồ thị hàm số 
y = ax 4 +bx 2 +c, 

(a o) có ba điểm cực trị 
tạo thành tam giác có góc 
ở đính là a thì có điều 

A b 3 + 8a 

kiện là cosa = -.;.-.7. 

b 3 -8a 

Hoặc 8a+b 3 .tan 2 ^=0. 

2 


STUDY TIP: 

Qua đây ta rút ra kết quả, 
để đồ thị hàm SỐ 
y = ax 4 +bx 2 +c, 

(a & o) có ba điểm cực trị 
tạo thành tam giác có ba 
góc nhọn thì 
b.(b 3 + 8a)>0. 


Ở bài toán 3 ta có S 0 2 = - 


Do vậy ta chi đi tìm 


\Max 


b 5 

32 a 3 



Bài toán 5: Tìm tất cả các giá trị của tham số m để đồ thị hàm số các giá trị 
thực của tham số m để đồ thị hàm số y - ax 4 + bx 2 + c,ịa 5* o) có ba điểm cực 
trị tạo thành tam giác có góc ở đỉnh cân bằng a. 

Lời giải tổng quát 


Cách 1: 



Lời giải tổng quát 

Do tam giác ABC là tam giác cân nên hai góc ở đáy bằng nhau. Một tam giác 
không thể có hai góc tù, do vậy hai góc ở đáy của tam giác ABC luôn là góc 
nhọn. Vi thế cho nên để tam giác ABC là tam giác có ba góc nhọn thì góc ở 
đỉnh phải là góc nhọn. Tức là tìm điều kiện để BAC = a là góc nhọn. 

Ở bài toán trên ta vừa tìm được cos BAC = cos a = — .—— . 

b 3 -8a 

Để góc BAC nhọn thì 
Cách khác để rút gọn 

1 _. _ ÃB.AC _ „ , , _ , ĂB.AC _ „ 

I Do cosa = nên đê alà góc nhọn thì > 0 ■ 

|Ị ịiĨB^Aq ãb|ẩc 

Mà |Ãb|.|Ãc|> 0 do đó IỖ.ÃC>0«A + _Ẻ!_ >0 o Ịbịb 3 +8fl)>oị 

Bài toán 7: Tìm tất cả các giá trị của tham số m để đồ thị hàm số các giá trị 
thực của tham số m để đồ thị hàm số y = coâ + bx 2 +c,{a * o) có ba điểm cực 
trị tạo thành tam giác có bán kính đường tròn nội tiếp là r. 



công thức: 
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Chủ đề 1 : Hàm sô' và các úng dụng của đạo hàm The best or nothing 

Lời giải tống quát 



Lời giải tổng quát 


Trước tiên ta có các công thức sau: S ABC = 

Gọi H là trung điểm của BC, khi đó AH là đường cao của tam giác ABC, nên 


ịAH.BC = ARB ^- CA 2.R 2 .AH 2 = AB* 
2 4 R 


Ị- b + bi ) 


b 3 -8a 

[ 2 a 16a 2 ) 


8.|fl|.6 


Bài toán 9: Tìm tất cả các giá trị của tham số m để đồ thị hàm số các giá trị 
thực của tham số m đê’ đồ thị hàm số y = ax* + bx 2 +c,(a^ o) có ba điểm cực 
trị tạo thành tam giác có 

a. Có độ dài BC = m 0 . 

b. Có AB = AC = n 0 . 

Lời giải tổng quát 


I Ở ngay đầu Dạng 3 ta đã có các công thức 



Do vậy ở đây với các ý a, b ta chỉ cần sử dụng hai công thức này. Đây là hai 
công thức quan trọng, việc nhớ công thức để áp dụng là điều cần thiết! 


Bài toán 10: Tìm tất cả các giá trị của tham số m để đồ thị hàm số các giá trị 
thực của tham số m để đồ thị hàm số y = ax* + bx 2 +c,(a o) có ba điểm cực 
trị tạo thành tam giác 

a. nhận gốc tọa độ o là trọng tâm. 

b. nhận gốc tọa độ o làm trực tâm. 

c. nhận gốc tọa độ o làm tâm đường tròn ngoại tiếp. 

Lời giải tổng quát 
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STUDY TIP: 

Với những dạng toán 
này, ta lun ý ta luôn có 
tam giác ABC cân tại A, 
nên ta chỉ cần tìm một 
điều kiện là có đáp án 
của bài toán. 



Công Phá Toán - Lớp 12 

a. Nhận gốc tọa độ o làm trọng tâm. 

a. Ở công thức vừa nhắc lại ở bài toán 9, ta có tọa độ các điểm A, B, c thì chi cần 
áp dụng công thức X G = %A + * B +Xc ;y G = y " + ~“ ( vc ^ G là trọng tâm tam 

giác ABC). 



I ° |fo 2 - 6ac = Õj 

b. Nhận gốc tọa độ o làm trực tâm. 

Do tam giác ABC cân tại A, mà A nằm hên trục Oy nên AO luôn vuông góc với 
BC. Do vậy để o là trực tâm của tam giác ABC thi ta chỉ cần tìm điều kiện để 
OB±AC hoặc OCXAB. 

OB X AC<=>OB.ÁC =0 <^~+-^- ĩ -^-=0<ĩ>b i +8ab-áb 2 c=0 
2 a lóa 2 4 a 

<=> |b 3 +8a-4ac = o| 

c. Nhận o làm tâm đường tròn ngoại tiếp. 

Để tam giác ABC nhận tâm o làm tâm đường tròn ngoại tiếp thì OA = OB = oc. 
Mà ta luôn có OB= oc , do vậy ta chi cần tìm điềuk iện cho 

OA = OB o c 2 = — ị -++ c 2 «=> b i - 8áb 2 c - 8áb = 0 
2a 16a 4a 

<=> I b 3 - 8a - 8abc = 01 

Bài toán 11: Tìm tất cả các giá trị của tham số m để đồ thị hàm số các giá trị 
thực của tham số m để đồ thị hàm số y = ax i + bx 2 + c r [a * o) có ba điếm cực 
trị tạo thành tam giác sao cho trục hoành chia tam giác ABC thành hai phần 
có diện tích bằng nhau. 

Lời giải tổng quẩt 

Gọi M, N là giao điểm của AB, AC với trục hoành, kí hiệu như hình vẽ 

Ta có AANM-AACB => T ÌMỈíL = Í'tẾ : Ì = (Do trục hoành chia tam giác ABC 

S ABC K Ati J 2 

thành hai phần có diện tích bằng nhau). 

=> AH=-JĨOA <=> |b 2 =4^[acj| 

3.2 Xét hàm số bậc ba có dạng y = ax 3 + bx 2 + CX+d,ịa & ũỊ. 

Có y' = 3 ax 2 + 2 bx + c, hàm số có hai điểm cực teị khi và chi khi phương trình 
y' = 0 có hai nghiệm phân biệt <=> A '=b 2 - 3 ac > 0. 

Bài toán 1: Viết phương trình đi qua hai điểm cực đại, cực tiểu của đồ thị 
hàm số y = ax 3 + bx 2 +cx+d,(a*Q s ). 

Lời giải tổng quát 
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Chủ dể 1: Hàm sô' và các ứng dụng của đạo hàm _ The best or nothing 

Giả sử hàm bậc ba y = f(x) = ax 3 + bx 2 +CX + d,ịa * o) có hai điểm cực trị là 
x 1 ;x 2 . Khi đó thực hiện'phép chia /(z)’cho f'(x) ta được 
f{x)=Q(x).f(x) + Ax + B. 

Khi đó ta có ị^f = A A lZ (D ° ^W = /'W = 0 )- 

Vậy phương teình đỉ qua hai điểm cực đại, cực tiêu của đồ thị hàín số 
y = / có dạng y = Ax + B. 


STUDYTIP: 
Phương ữình đường 
thẳng đi qua hai điểm 
cực trị của đồ thị hàm số 
bậc ba biểu diễn theo y'; 

y";yià 



Đến đây ta quay trờ về vói bài toán toán 1, vậy nhiệm vụ của chúng ta là đi tìm 
số dư đó một cách tổng quát. 

Ta có y' = 3ax 2 + 2bx 4 c ; y" = 6ax + 2b. 


Xét phép chia y cho y' thì ta được: 


y = y'ị^x++gịx} (*), ở đây là phương trình đi qua hai điếm cực trị 
của đồ thị hàm số bậc ba. 


của đồ thị hàm số bậc ba. 
Tiếp tục ta có 


_, 3ax+b , / \ 

y=y-^ + 8Ì x ) 


_, 6ax+2b , / \ 

*y=y.^-+éK*) 


»*w-y-ỉsr 


Một công thức khác về phương trình đường thẳng đi qua hai điểm cực trị của 
đồ thị hàm bậc ba là: 

Cho hàm số y = ca 3 + + cx + d, ịa * o). Sau khi thực hiện phép chia tổng 

quát thì ta rút ra được công thức phương trình đường thẳng đi qua hai điểm 



Đáp án A. 


Lời giải 

Phương hình đường thẳng đi qua hai điểm cực trị của đồ thị hàm số xác định 
bởi: 


g(x) = X 3 + 2x 2 -3x +1 -(3x 2 + 4x- 3 )-^— 

Chuyển máy .tính sang chế độ -tính toán với số phức bằng cách nhập: 
[mQPE| -> |2:CMPLX| 

Nhập vào máy tính biểu thức g(x) như sau: 
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X 3 +2X 2 -3X + 1-Í3X 2 +4X-3Ì.^Ẹi^ 

1 > 18 

Ận ỊcALCỊ , gán X bằng i (ở máy tính ỉ là nút ỊeNgỊ ) khi đó máy hiện: ^ -—i. 
Vậy phương trình đi qua hai điểm cực trị của đồ thị hàm số đã cho là 
y = ị~?Ệxo26x + 9y-l5 = 0. 


Tiếp theo ta có một hài tham số. 

Ví dụ 2: Cho hàm số y=* 3 -3x 2 + 3(l-m)x + l + 3m, tìm m sao cho đồ thị 
hàm số có điểm cực đại, cực tiểu, đồng thời tìm đường thẳng đi qua hai điểm 
cực ữị của đồ thị hàm số đã cho. 

A. 7tt>0; A:2ra*+y-2m-2=0 B. m> 0; ầ:2mx + y-2m-2=0 
c. m <0; A:y = 202 - 200* D. 7tt>0; A:y = 202 - 200* 

Đáp án B 


Lời giải 

Ta có y'=3* 2 -6* + 3(l-m), y" = 6*-6. 


STUDY TIP: 

Vói những dạng toán 
này, ta lưu ý rằng trước 
tiên, ta cần tìm điều kiện 
để hàm số có hai cực trị. 


í 3 -3X 3 +3 (1 -M) X* ► 

2Ũ2-2Ũ0Ĩ 


STUDY TIP: 

Với bước cuối cùng, ta 
cần có kĩ năng khai triển 
đa thức sử dụng máy tính 
cầm tay, do khuôn khổ 
của sách nên tôi không 
thể giới thiệu vào sách, do 
vậy mong quý độc giả 
đọc thêm về phần này. 


Để đồ thị hàm số có điểm cực đại, cực tiểu thì A' = 3 2 - 9. (l - m) >0 <=> m > 0. 
Vói m> 0 thì ta thực hiện: 

Chuyển máy tính sang chế độ ỊmODEỊ |2:CMPLxỊ 

Nhập vào máy tính biểu thức y-y' ~~ ta có 
18a 

X 3 -3X 2 +3(l-M)X + l + 3M-(3X 2 -6X + 3(l 
Ấn ịcALCị 

Máy hiện X? nhập i = 

Máy hiện M? nhập 100 = 

Khi đó máy hiện kết quả là 202 - 200Í 

Ta thấy 202-200i=2.100 + 2 - 2.100.Ĩ =>y=2m+2-2mx 

Vậy phương trình đường thẳng đi qua hai điểm cực trị của đồ thị hàm số đã 

cho có dạng 2mx + y-2m-2=0. 

Ta rút ra kết luận về cách làm dạng toán viết phương ữình đường thẳng đi 
qua hai điểm cực trị của đồ thị hàm bậc ba này như sau: 

Bước 1: Xác định y';y". 

Bước 2: Ch uyển máy tí nh sang chế độ tính toán với số phức: 

ỊmODEỊ -»■ [2:CMPLX| 

Nhập biểu thức y-y'.ặ—. 

18 a 

Chú v: 

Nếu bài toán không chứa tham số thì ta chỉ sử dụng biến X trong máy, tuy 
nhiên nếu bài toán có thêm tham số, ta có thể sử dụng các biến bất kì trong máy 
để biểu thị cho tham số đã cho, ở trong sách này ta quy ước biến M để dễ định 
hình. 

Bước. 3: Gán giá trị. 

Ấn ỊcALcỊ , gán X với i, gán M với 100 

Lúc này máy hiện kết quả, từ đó tách hệ số và i để đưa ra kết quả cuối cùng, 
giống như toong hai ví dụ trên. 
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Chủ đề 1: Hàm sô và các ứng dụng của đạo hàm 


The best or nothing 


STUDY TIP: 

Điểm uốn của đồ thị hàm 
. số bậc ba là điểm có 
hoành độ thỏa mãn 
y" = 0 và nằm ữên đồ 
thị hàm số 

y = ax 3 +bx 2 +cx + d, 
(»•“>) 


Bài toán 2: Định m để điểm cực đại và điểm cực tiểu của đồ thị hàm số 
y = ax 3 + bx 2 +cx+d,(a#Ò) đối xứng nhau qua đường thẳng d:y = kx+e. 


Lời giải tổng quát. 

Do đồ thị hàm bậc ba nhận điểm uốn làm tâm đối xứng nên lúc này điểm uốn 


với d. Tức là m thỏa mẩn hệ sau: 

y. = kx, + e 

ĩpẶ-i 

3 ^ 3 a) 


Ví dụ 1: Cho hàm số y - X 3 - 3 mx 2 + 4 m 3 (vód m là tham số) có đồ thị (C m ) . 

Tập tất. cả các giá trị của m để hai điểm cực ữị của đồ thị ịC m ) đối xứng nhau 

qua đường thẳng d:y=x là 

í 1 ì í 1 1 1 

_ í 1 

1 1 ( 1 'Ị 

MỀl 




Đáp án B. 

Lời giải 

Ta có: y' = 3x 2 - 6 mx; 

y" = 6x - 6m ; y" = 0<=>x = m. Lúc này điểm uốn I là điểm có tọa độ (m; 2 m 3 ). 
Từ bài toán tổng quát ở trên ta có: 

2 m 3 — m 


- .1 = -1 




Ví dụ 2: Xác định tất cả các giá trị của m để hai điểm cực trị của đồ thị hàm số 
y = x 3 -3x 2 +mx đối xứng nhau qua đường thẳng X - 2y - 5 = 0. 

A. m = 0 B.m = -2 C.me0 D.m = 2 


Đáp án A. , 

Lời giải 

Ta có y' = 3x 2 - 6x; y" = 6x-6 ; y" = 0 <=> X -1 
Vậy điểm uốn í(l;m-2) . 

Từ bài toán tổng quát ở ữên ta có: 
'l-2.(m-2)-5 = 0 

<=>m = 0. 


l-2.(m-2j-5 = 

|L4Ịỉ.- 

3 ( 3 ) 2 
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3.3 Xét hàm phân thức. 

Trước tiên ta xét bài toán liên quan đến cực trị hàm phân thức nói chung. Ta 
có một kết quả khá quan ữọng như sau: 

... u(x ) 

Xét hàm SỐ dạng f(x) = —xác định ữên D 
v(x) 

, ' u'(x).v(x)-u(x).v'ịx) 

thì ta có / (x) =——— — ' ’ — ±-1. 

v 2 (x) 

Điểm cực trị của'hàm số này là nghiệm của phương trình 

„ u'ịx).v(x)-uịx).v'ịx) 

f'{x) = Oo .1 ’ y [ . , v ’ K J =0 

v 2 (x) 

*>u'(x).v(x)-u(x).v'(x)= 0« 

Nhân xét: Biểu thức trên được thỏa mãn bởi các giá trị là cực trị của hàm sô'đã cho. Do đó, 
thay vì tính trực tiêp tung độ của các điểm cực ừị, ta chỉ cần thay vào biểu thức đơn giản hơn 
sau khi đã lấy đạo hàm cả tie lẫn mẫu. Vận dụng tính chất này, ta giải Cịuyêì được nhiêu bài toán 
liên quan đến điểm cực trị của hàm phân thức. 

Ví dụ: Viết phương trình đường thẳng đi qua hai điểm cực trị của đồ thị hàm 

ax 2 +bx + c . _ , „ 

s ° y = — ,. — ,a*0,a #0 . 
aX + b 

Theo công thức vừa nêu ở trên thì ta lần lượt tìm biểu thức đạo hàm của tử số 
và mẫu số. 

Suy ra y = ~~J~ là phương hình đường thẳng đi qua hai điểm cực ừị (nếu 
có) của đồ thị hàm số y = — + c ,a*0,a' #0. 
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Chủ đề 1: Hàm số và các ứng dụng của dạo hàm 


The best or nothing 


Đọc thêm; 

Phưdng pháp sử dụng máy tính cầm tay để giải nhanh các bài tập 
định tham sổ m để hàm f ỊxỊ đạt cực đại (cực tiểu) tại 2 £ 0 
Cách 1: Sử dụng TABLE 

I Cách làm: Ta sử dụng tính năng bảng giá trị TABLE của máy tính để nghiên 
I cứu nhanh, dáng điệu của đồ thị trên đoạn (x 0 — 0,5; x 0 + 0, 5 ) vói 4 giá trị 
I tham số mà đề cho. 

Ta lần lượt gán 4 giá trị ở phần đáp án cho A, B, c, D bằng lệnh gán giá trị 
SHIFT STO. 


Do chức năng TABLE của máy tính cầm tay Fx 570 VN Plus có thể chạy được 
2 hàm SỐ f[x) và g{x) nên một lần thử ta thử được 2 phương án. Do vậy, cả' 
bài toán ta chi cần thử hai lần. 


Ví dụ 1: Với giá hị nào của tham số thực m thì hàm số 


y = --2mx 2 +3m 2 x-3m ■ 

■ 3 


đạt cực tiểu tại x = -1. 

D. m=-- 

A. m = —1 B. m =1 c. m = — 

3 

3 


Đáp án A. 


Lời giải 

Lần lượt gán 4 giá trị của mở 4 phương án A, B, c, D cho các biến A, B, c, D 
trên máy bằng lệnh SHIFT STO như sau: 

Ấn -1 Ịshift| ỊrclỊ (STO) lõl A. 


Tương tự với các phương án còn lại. 
Ấn MODE 7: TABLE 


Y 3 _ 

Nhập hàm /(*) = -- 2AX 2 + 3A 2 X - 3Ạ (là hàm số đã cho khi m=- lở 
phương án A). Sau đó ấn =, máy hiện g(x) = ta nhập 


STUDYTIP: 

Ở bài dạng này, ta chi cần 
để ý xem giá trị của hàm 
số thay đổi như thế nào 
khi qua X = x 0 


g{x)=^--2BX 2 +3B 2 X-3B ãh = 

Start? Chọn -1-0,5 
End? Chọn -1 + 0,5 
STEP? Chọn 0.1 

Máy sẽ hiện bảng giá trị của hàm số đã cho trong hai hường hợp ở phương án 
A và B như sau: 



Ta thấy ở trường hợp F (x) tức là trường họp phương án A. Ta thấy từ 
x = -l,5 chạỹđến x=-l thì giá trị của hàm số giảm, từ x=-l đến x = -0,7 
thì giá trị của hàm số tăng, tức là hàm số nghịch biến hên (-1; 5; -l) và đồng 
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biến trên (-l;-0, 7 ) . Vậy x = -l là điểm cực tiểu của hàm số, vậy A thỏa mãn. 


Ta chọn A mà không cần xét B, c, D. 
Ví dụ áp dụng: 


Với giá trị nào của m thì hàm số y = X 3 -3mx+2m đạt cực đại tại X = 2 ? 

A. m = 4 B. m = -4 c. m = 0 D. Không có giá trị của m. 


é^-ỈMX 2 "-^ 


Cách 2: Sử dụng chức năng . 

dx 

I Cách làm: Thử các giá trị của tham số m ờ các phương án, xem phương án nào 
làm đạo hàm bằng 0, nếu có nhiều phương án cùng làm đạo hàm bằng 0, thì ta 
xét đến y". 

Cũng xét ví dụ 1 ở ữên thì ta có: 



Sử dụng nút ỊsHĨFt| SO , nhập vào máy như sau: 

4- ị Ệ- - 2MX 2 + 3M 2 X - 3M 1 
dx^ 3 J x= _, 

Tiếp theo ãh CALC nhập x= -1; M—1, máy hiệ bằng 0, thỏa mãn. Chọn A. 
Chú ý: Ở cách làm này, ta cần lưu ý các trường hợp /' (x 0 ) = 0 nhưng x 0 


không phải là điểm cực trị của hàm số. 
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Chủ đề 1: Hàm sô'và các ứng dụng của đạo hàm 

Bài tâp rèn luyện kỹ năng 


I. Các dạng tính toán thông thường liên quan đến cực trị 


Câu 1: Số điểm cực đại của đồ thị hàm số y = x i +100 
là: 

A.o B.l C.3 D.2 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Trần Phú- Hải Phòng) 
Câu 2: Hàm số y = X* + 2x z + 2017 có bao nhiêu điểm 
cực trị? 

A.l B.2 c.o D. 3 

(Trích đê thi thử THPT Triệu Sơn 2) 

Câu 3: Cho hàm số y = ịx 3 +4x 2 -8x+5 có hai điểm 
3 

cực trị là x v x r Hỏi tổng X 1 +x 2 là bao nhiêu? 

A. x 1 +x ỉ =8 B. Xj +x 2 =-8 

c. x l +x 2 =5 Đ. x ì +x 2 =-5 

(Trích đê thi thử THPT Triệu Sơn 2) 
Câu 4: Ham số y = f(x) có đậo hàm 

/'(x) = (x-l) Z (x-3). Phắt biểu nào sau đây là đúng? 

A. Hàm số có một điểm cực đại 

B. Hàm số có hai điểm cực trị 

c. Hàm số có đúng 1 điểm cực trị 
D. Hàm số không có điểm cực trị 

(Trích đê thi thử THPT chuyên ĐHSP HN) 
Câu 5: Đồ thị hàm số y=x 3 -3x 2 +l có điểm cực đại 
là: 

A. l(2;-3) B. 7(0;l) 

c. z(0;2) D.Đápánkhác 

(Trích đê thi thử THPT Kim Thành -Hải Dương) 
Câu 6: Hàm số y=x* + 2x 2 + 2017 có bao nhiêu điểm 
cực ữị? 

A.l B.2 c.o D. 3 

(Trích đê thi thử THPT Triệu Sơn 2) 
Câu 7: Cho hàm số i/ = x 3 -3x 2 +3x+ 1. Khẳng định 
nào sau đây là đúng? 

A. Hàm số đạt cực tiểu tại điểm X = 1 

B. Hàm số đồng biến trên (l;+oo) và nghịch biến 
trên (- 00 ; l) 

c. Hàm số đạt cực đại tại điểm X = 1 
D. Hàm SỐ đồng biến trên líĩ 

(Trích đê thi thử THPT Kim Thành - Hải Dương) 
Câu 8: Cho hàm số y = /(x) có đồ thị như hình vẽ bên, 
các khẳng định sau khẳng đinh nào là đứng? 



A. Hàm số đạt giá trị nhỏ nhất bằng -1 và đạt giá' 
tri lớn nhất bằng 3 

B. Đồ thị hàm số có điểm cực tiểu A(-l;-l) và 
điểm cực đại B(l;3) 

c. Hàm số có giá trị cực đại bằng 1 

D. Hàm số đạt cực tiểu tại A(-l;-l) và cực đại tại 
B(1;3) 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lam Sơn Thanh Hóa) 
Câu 9: Cho hàm số y = /(x) xác định ứên R \ {-l;l}, 
liên tục hên mỗi khoảng xác định và có bảng biến 
thiên sau: 


X 

1-00 -1 0 1 +00 1 

y' 

+ 

+ 

+ 

y 


-co a -00 

-3 


Hỏi khẳng định nào dưới đây là khẳng định sai? 


A. Hàm số không có đạo hàm tại X = 0 nhưng vẫn 
đạt cực trị tại x = 0 

B. Hàm số đạt cực tiêu tại điểm X = 1 

c. Đồ thị hàm số có hai tiệm cận đứng là các đường 
thẳng X = -Í và X = 1 

D. Đồ thị hàm số có hai tiệm cận ngang là các 
đường thẳng y = - 3 và y = 3 

(Trích đê thi thử THPT chuyêỉĩ Hạ Long tân I) 
Câu 10: Khẳng định nào sau đây là khẳng định đúng? 

A. Hàm số y-2x - ~ có hai điểm cực trị. 

x+1 

B. Hàm số y = 3x 3 +201ÓX+2017 có hai điểm cực trị. 

2x +1 

c. Hàm số y = ——— có một điểm cực trị. 
x-1 

D. Hàm số y=—x* - 3x 2 + 2 có một điểm cực trị. 

(Trích đê thi thử THPT Kim Liên) 
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Câu 11: SỐ điểm cực trị của hàm số y = |x| 3 -4x 2 +3 
bằng: 

A. 2 . B. 0. c. 3. D. 4. 

(Trích đê thi thử THPT Kim Liên) 
Câu 12: Hàm SỐ y=x 4 +x 2 +1 đạt cực tiểu tại: 

A. x = -ĩ. B. x = 0. 

c. x = -2. D. x = l.. 


(Trích đê thi thử THPT Kim Liên) 
Câu 13: Cho hàm số y = f{x) xác định, liên tục trên 
K và cỏ bảng biến thiên: _ 


X 

-00 -1 0 2 +00 

y ' 

_ 0 - |j — + 

y 

+ 00 ^ ^0 


Khẳng định nào sau đây là khẳng định đúng ? 

A. Hàm SỐ có đúng hai cực trị 

B. Hàm Số có giá trị cực tiểu bằng -1 hoặc 1 

c. Hàm SỐ có giá trị lớn nhất bằng 0 và giá trị nhỏ 
nhất bằng -3 

D. Hàm số đạt cực đại tại X = 0 
(Trích đê thi thử THPT chuyên Vị Thanh - Hậu Giang) 
Câu 14: Hàm số y = X 3 -3x 2 -1 đạt cực trị đại tại các 
điểm nào sau đây? 

A. x = ±2 B. x = ±l 

c. x = 0;x = 2 D. x = 0;x = l 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Trãi-Hải Dương) 
Câu 15: Hệ thức liên hệ giữa giá trị cực đại y CB và giá 

trị cực tiểu y CT của hàm số y-x 3 - 2x là: 

A. y CT + y CB =0 B. 2y cr = 3y CB 

t-- y CT = 2y CB D. y CT = y CĐ 

(Trích đẽ thi thử THPT chuyên Vĩnh Phúc ĩân 3) 
Câu 16: Cho hàm số y = /(x) xác định, liên tục trên 


R và có bảng biến thiên: 


X 

-00 -1 0 1+00 

y ' 

0 + 0 - 0 + 

y 

+00 2 +00 


Khẳng định nào sau đây là sai? 

A. M (ũ; 2) được gọi là điểm cực đại của hàm số 


B. /(-1) được gọi là giá trị cực tiểu của hàm số 
c. Hàm số đồng biến trên các khoảng (-1; o) và 

(l;H 

D. x 0 = 1 được gọi là điểm cực tiêu của hàm số 
(Trích đê thi thử THPT chuyên Vĩnh Phúc ĩân 3) 


Ngọc Huyền LB 

Câu 17: Cho hàm số y = x 3 -6x 2 +9x-2(c). Đường 
thẳng đi qua điểm A(-l; l) và vuông góc với đường 
thẳng đi qua hai điểm cực trị của (c) là: 



c. y = x+3 D. x-2y-3 = 0 

Câu 18: Tính khoảng cách giữa các điểm cực tiểu của 
đồ thị hàm số y = 2x 4 - \Ỉ3x 2 +1. 

A.2ÌÍ3 B. SỈ3 c. 2 s D. ịỊs 

(Trích lữ thi thử THPT chuyên ĐHSP lần 2) 
Câu 19: Tìm tất cả các điểm cực đại của hàm số 
y = -x 4 +2x 2 +1. 

A. X = ±1 B. X = -1 c. X = 1 D. X = 0 

(Trích đê thi thử THPT chuyên ĐHSP ĩãn 2) 


Câu 20: Hàm số y = /(x) liên tục ừên R và có bảng 
biến thiên như hình vẽ bên. Mệnh đề nào sau đây là 
đứng? 


X 

-00 1 2+00 

y ' 

+ 0 - II + 

y 

3 +00 

^ ' SVSSsi 0 


A. Hàm số đã cho có hai điểm cực trị. 


B. Hàm số đã cho không có giá trị cực đại. 
c. Hàm SỐ đã cho có đúng một điểm cực trị. 

D. Hàm số đã cho không có giá ữị cực tiểu. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên ĐH Vinh lần 1) 
2 

Câu 21: Cho hàm số y = x --ịx -x . Mệnh đề nào 


sau đây là đúng? 

A. Hàm SỐ có giá trị cực tiểu là 0. 

2 5 

B. Hàm SỐ có hai giá trị cục tiểu là - 5- và — rí:.- 

6 3 48 

c. Hàm số chi có một giá trị cực tiểu. ' 

# ' 2 

D. Hàm số có giá trị cực tiều là và giá trị cực 



(Trích đê thi thử THPT chuyên ĐH Vinh tân 1) 


Câu 22: Cho hàm số y = (x-l)(x + 2) 2 . Trung điểm 
của đoạn thẳng nối hai điểm cực trị của đồ thị hàm số 
nằm trên đường thẳng nào dưới đây? 

A. 2x+y + 4 = 0. B. 2x+y-4 = 0. 

c. 2x-y-4 = 0. D. 2x-y+4 = 0. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Quang Diêu) 
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Câu 23: Cho hàm số / có đạo hàm là 
/'(x) = x(x-l) 2 (x+2ý ! vớimọi xeR . Số điểm cực trị 
của hàm số / là 

A. 0. B. 1. c. 2. D. 3. 

(Trích đê thi thử "Tạp chí Toán học và Tuổi ừẻĩân7 & 
THPT chuyên KHTN Un 3 ") 


Câu 24: Cho hàm số y = /(x) liên tục ữên M và có 
bảng biến thiên như sau: 


X 

-co -2 

0 

+00 . 

y’ 

+ 0 

0 

+ 

y 

0 


//ĩ 400 


Khẳng định nào sau đây là khẳng định SAI ? 

A. Hàm số đồng biến trền khoảng (0;+°o). 

B. Hàm số đạt cực tiểu tại X = 0 . 

C. Hàm số đạt cực tiểu tại x = -2. 

D. Hàm số nghịch biến trên khoảng (-2;0) . 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lê Quý Đôn) 

II. Tìm điều kiện để hàm số có cực trị thỏa mãn điều kiện cho trưức. 


Câu 27: Vói giá trị nào của m thì hàm số 
y = X 3 - m 2 x 2 -(4í?í-3)X-1 đạt cực đại tại x = l? 

A. m = l và m = - 3 B. m = ĩ 

c.m=- 3 D. m = -1 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Hà Tĩnh) 
Câu 28: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m sao 
cho hàm số y=x 3 -3mx 2 +3m+l có 2 điểm cực trị. 

A. m> 0 B. m<0 

c.m >0 D. 771*0 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Nam Định) 
Câu 29: Tim tất cả các giá trị thực của tham số m sao 
cho hàm số y = x 3 -3x 2 +mx-lcó hai điểm cực trị 
x,,x 2 thỏa mãn x 1 2 +x 2 2 = 3. 

A. -3 B. 3 C. -ị D. ị 

2 2 

(Trích đê thi thử sở GD&ĐT Nam Định) 
Câu 30: Tìm m để hàm số: 

y = ^x 3 -mx 2 +Ịm 2 +m-ìjx+l đạt cực trị tại 2 điểm 
Xj,X 2 thỏa mãn |xj+x 2 | = 4. 

A. m = ±2 B. m = -2 

c. Không tồn tại m D. m = 2 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Vĩnh Phúc lần 3) 
Câu 31: Tim tất cả các giá trị thực của tham số m sao 
cho hàm số y = X 3 + [rn - l)x 2 - 3mx +1 đạt cực trị tại 
điểm x 0 =1. 


The best or nothing 
Câu 25: Cho hàm số y- f(x) có đạo hàm 
f'(x) = (x- 1 ) 2 ( x + 2 ) xác định trên R . Mệnh đề nào 
sau đây là mệnh đề đúng? 

Ạ. Hàm sốy = /(x) đồng biến trên khoảng 

(-2;+»). 

B. Hàm sốy = f(x) đạt cực đại tại X = -2. 

C. Hàm số y = /(x) đạt cực tiểu tại X = 1. 

D. Hàm số y = f(x) nghịch biến trên khoảng (-2; 1). 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lê Quý Đôn) 
Câu 26: Kết luận nào sau đây về cực trị của hàm số 
y = x5~* là đúng? 

A. Hàm số có điểm cực đại là X = - ■ 

ln5 

B. Hằm số không có cực tri. 

c. Hàm số có điểm cực tiểu là X = . 

In5 

D. Hàm số có điểm cực đại là X = In 5. 

(Trích đê thi thử THPT Yên Lạc - Vĩnh Phúc) 


A. m = -l B. m = 1 

c. m = 2 D m = -2 

Câu 32: Tim tất cả các giá trị thực của tham số m sao 
cho hàm số y=X 4 + 2 rmở+m 2 +m có đúng một điểm 
cực trị. 

A. m>0 B. m>0 c. m<0 D. m<0 

Câu 33: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số a sao 

cho hàm số y=^x 3 “X 2 +ox+l đạt cực trị tại Xj,x 2 
thỏa mãn: .Ịx 2 +x 2 +2s)(x 2 +X, +2íỉ) = 9. 

A. a = 2 B. a = -4 c. a = -3 D. ạ = -l 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình lẫn 3) 
Câu 34: Tìm tất cả các giá trị thực , của m đê’ hàm số 
y = 4x 3 + mx 2 -12x đạt cực tiêu tại điểm X = -2. 

A. m = -9 B. m = 2 

c. Không tồn tại m D. m = 9 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình lần 3) 
Câu 35: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m sao 
cho hàm số y = UÍX 4 +ịrn 2 -2^X 2 +2 có hai cực tiểu và 
một cực đại. 

A. m<-yị2 hoặc 0 <m<4ĩ. 

B. ~^2<m< 0. 

c. m>v2. 

D. 0 <m<JĨ. 

(Trích đê thi thử THPT Phan Đình Phùng - Hà Nội) 
Câu 36: Tun tất cả các giá trị thực của tham số m sao 
cho đồ thị hàm số y = X 4 - 2mx 2 + 2m có ba điểm cực 
trị tạo thành tam giác có diện tích bằng 1. 
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A. 777 = 4= B. 777 = 3 

c. 777 = -l D. 777 = 1 

(Trích đề thi thử Sở GD&ĐT Nam Định) 
Câu 37. Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m sao 
cho đồ thị hàm số y = X 4 - 2mx 2 + 2m+m 4 có ba điểm 
cực trị tạo thành một tam giác đều. 

A. 777 = ^3 B. 777 = 1-^3 

c. 777= 1+ĨỈ3 D. 777=-^3 

(Trích đề thi thử THPT chuyên Vị Thanh - Hậu Giang) 
Câu 38: Tìm m để đồ thị hàm số 
y = X 4 +2(m-l)x 2 +2m-5 có ba điểm cực trị lập thành 
tam giác đều? 

A. 777 = 1 . B. 777 = 1-^3. 

c. m = 1 + 3 / 3 . D. 777 = 1-^3. 

(Trích đê thi thử THPT Công Nghiệp - Hòa Bình) 
Câu 39: Cho hàm số y = X 4 -2 mx 2 + m 2 -2 . Tìm m đê’ 
hàm số có 3 điểm cực trị và các điếm cực trị của đồ thị 
hàm số là ba đình của một tam giác vuông cân? 

A. 771 = 1. B. m = -1. c. m = 2. D. m = -2. 
(Trích đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo - Ninh Bình) 
Câu 40: Cho hàm số y = x 4 -2mx 2 +2m+m 4 . Vói giá 
ữị nào của m thì đồ thị (C m ) có 3 điểm cực trị, đồng 
thời 3 điểm cực trị đó tạo thành một tam giác có diện 
tích bằng 2. 

A. 777 = ^4 B. m = 16 

c. m=yJĨ6 D. m=-tlĩ 6 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo - Ninh Bình) 
Câu 41: Đường thẳng đi qua điểm cực đại, cực tiêu của 
đồ thị hàm số y = x 3 -3777X+2 cắt đường hòn tâm 
l(l;l), bán kính bằng 1 tại 2 điểm phân biệt A,B sao 
cho diện tích tam giác IAB đạt giá trị lớn nhất khi m 
có giá trị là: 


_2±s 

B.m-lìỂ. 

2±Ĩ5 

2 

3 


(Trích đê thi thử THPT Tran Himg Đạo - Ninh Bình) 
Câu 42: Cho hàm số 

y = -2x 3 +(2m-ì)x 2 -{m 2 -l)x+2 . 

Hỏi có tất cả bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m 
đê’ hàm số đã cho có hai diêm cực ữị. 

A. 4. B. 5. C. 3. D. 6 

(Trích đê thi thử THPT Phan Đình Phùng) 
Câu 43: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để 
hàm số y = x 3 +x 2 -(2m + l)x + 4 có đúng hai cực trị. 



(Trích đê thi thử THPT Phan Đình Phùng) 
Câu 44: Tìm tất cả các giá trị của tham số m đê’ hàm 

số y = ỉx 3 -i(?77+5)x 2 +77XX có cực đại, cực tiểu và 

|x cb -x ct | = 5. 

A. 777 = 0 B. 777 =-6 

c. 777 e{6;0} D. 777 e {0;-6} 

(Trích đê thi thử THPT chuyên ĐHSP ĩân 2) 
Câu 45: Biết đồ thị hàm số y = ax 3 +bx 2 +cx+d có 2 
điểm cực trị là (-1;18) và (3;-16). Tính a + h+c+ã. 
A. 0. B. 1. c. 2. D. 3. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên KHTN ĩân 3) 
Câu 46: Cho hàm số f(x) = X 2 +ln(x - 777 ) . Tìm tất cả 
giá trị thực của tham số 777 đê’ hàm số đã cho có đúng 
hai điếm cực ữị. 

A. \m\ > V 2 . B. 777 >|. 

C. m< —s/ 2 . D. m>^2. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lê Quý Đôn) 
Câu 47: Cho đồ thị hàm số y = f(x) = ax 3 +bx 2 +c có 
hai điểm cực trị là A(0;1) và B(-l;2) . Tính giá trị của 

Í7+Ỉ7+C. 

A.o. B.2. C.4. D.6. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lê Quý Đôn) 
Câu 48: Tìm tất cả các giá trị của tham số thực 777 đê’ 
hàm SỐ y = (1 - 777) X 3 - 3x 2 + 3x - 5 có cực trị? 

A. 777 <1 B. 777 >-l 

C. 0 < 777 * 1 D. 777 > 0 

(Trích đê thi thử THPT Yên Lạc - Vĩnh Phúc) 

Câu 49: Cho hàm số y = ^x 3 + 777X 2 +(277í-l)x-l. Tìm 
mệnh đề sai. 

A. V 777 < 1 thì hàm số có hai điểm cục ữị 

B. Hàm số luôn có cực đại và cực tiểu 

c. V777 =£ 1 thì hàm số có cực đại và cực tiểu 

D. V777 > 1 thì hàm số có cực trị 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu) 
Câu 50: Tìm 777 đểhàmsố y = 777x 4 +^777 2 -9)x 2 +1 có 
hai điểm cực đại và một điểm cực tiểu. 

A. -3 < 777 < 0 B. 0 < 777 < 3 

c. 777 <-3 D. 3 < 777 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu) 
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The best or nothing 


Chủ đề 1: Hàm sô và các ứng dụng của đạo hàm 

Hưông dẫn giải chi tiết 


I. Các dạng tính toán thông thường liên quan 

Câu V. Đáp án A. 

Tập xác định: D = K 

y' = 4x 3 

y' = 0<»x = 0 

Tuy rửúên do hệ số của X 4 trong hàm số y = X 4 +100 
là 1 > 0, do đó hàm số có duy nhất một điểm cực tiểu. 
Suy ra hàm số không có điểm cực đại. 

Phân tích sai lầm: Nhiều độc giả chọn luôn B, có một 
điểm, do không xét kĩ xem X = 0 là điểm cực đại hay 
điểm cực tiểu của hàm số. 

Câu 2: Đáp án A. 

Cách 1: 

Tập xác định: D = IS 
y' = ếx 3 +4:X 

y' = 0o4x(x 2 +l) = 0ox = 0 . 

Vậy hàm số có 1 điểm cực trị. 

Cách 2: 

Xem lại STUDY TIP đối vói hàm bậc bốn trùng 
phương có dạng y = ax 4 + bx 2 + c(fl * o). 

Nếu ab>0 thì hàm số có 1 điểm cực trị là x = 0. 
Nhận thấy 1>0 và 2>0. 

Vậy hàm số có 1 điểm cực trị. 

Câu 3: Đáp án B. 

Tập xác định: D = R 
y' = x 2 +8 x-8 

Vì hàm số có hai điểm cực trị là x v x 2 =>x ư x 2 là 
nghiệm của phương trình: x 2 + 3x - 8 = 0. 

Theo định lí Vi - ét ta có: x 1 +x 2 = -8 
Câu 4: Đáp án B. 

Ta thấy /'W = 0 «Ị^ 

Đến đây có nhiều độc giả kết luận luôn hàm số có hai 
điểm cực trị, tuy nhiên đó là kết luận sai lầm, bởi khi 
qua X = 1 thì f'(x) không đổi dấu, bởi 

(*-l) 2 >0,Vx. 

Do vậy hàm số chi có đúng một điểm cực trị là X = 3. 
Câu 5: Đáp án B. 

Tập xác định: D = R 
y' = 3x 2 -6x 

Ị/’ = 0o3r(r-2)=0oỊ^ 

Ta có bảng biến thiên: 


đến cực trị 


X 

—00 

0 

2 

+00 

V' 

+ 

0 

0 

+ 

y 


* \ 




Vậy điểm cực đại của đồ thị hàm số là I (0; l). 

Tư duy nhanh: Nhận thấy hàm số đã cho có hệ số 
a = 3 > 0 và có hai điểm cực trị nên đồ thị hàm số có 
dạng N (mẹo). Lúc này ta suy ra được luôn X = 0 là 
điểm cực đại của hàm số, suy ra điểm cực đại của đồ 
thịhàmsốlà l(0;l). 

Câu 6: Đáp án A. 

Nhận thấy đây là hàm bậc bốn hùng phương có hệ số 
a, b cùng dấu nên có duy nhất một điểm cực trị. 

Câu 7: Đáp án D. 

Tập xác định: D = IK 
y'-3x i ~6x+3 
y' = 0 <=> 3(x-l) 2 = 0 o X = 1 
Ta có bảng biến thiên: 


X 

-ao 1 +00 

y' 

+ 0 + 

y 



Tuy rằng y' = 0 tại X = 1 nhưng X = 1 không là cực trị 
của hàm số do y' > OVxe D. 

Vậy hàm số đồng biến hên K. 

Tư duy nhanh: Nhân thấy y' = 3(x-l) 2 ằO,Vxefê . 
Nên hàm số luôn đồng biến trên 1. 

Câu 8: Đáp án B. 

Chú ý: Phân biệt giá trị lớn nhất (nhỏ nhất) và cực đại 
(cực tiểu) ở phần lý thuyết về GTLN -GTNN được tôi 
trình bày toong chuyên đề sau. 

Phương án A. Sai: -1 là giá trị cực tiểu. 

3 là giá trị cực đại. 

Phương án B. Đúng. 

Phương án c. Sai: Giá trị cực đại là 3. 

Phương án D. Sai: Nếu nói hàm số đạt cực tiểu thì phải 
nói tại x = -l còn là điểm cực tiểu của đồ 

thị hàm số (tương tự với B (l; 3)). 

Câu 9: Đáp án B. 
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Ta có: D = R\{-l;l}. 

Phương án A. Đúng. Do qua X = 0 thì y' đổi dấu từ 
dương sang âm nên hàm số vẫn đạt cực trị tại X = 0 . 
Phương án B. Nhận thấy hàm số không đạt cực tiểu tại 
X = 1 do tại X = 1 thì hàm số không xác đinh. 

Phương án c. Đúng: Do 

lim y = +00 => X = -1 là tiệm cận đứng của đồ thị. 
lim y = -00 =>x = l là tiệm cận đứng của đồ thị. 
Phương án D. Đúng: Do 

lim y = -3 => y = -3 là tiệm cận ngang của đồ thị. 
lim y = 3 => 1 / = 3 là tiệm cận ngang của đồ thị. 

Câu 10: Đáp án D. 

Phương án A Sai: Tập xác định: D = R\ |-l|. 

y'= 2+- —í—- > 0 nên hàm số không có cực trị. 
(x+ìf 

Phương án B. Sai: Tập xác định D = :£. 
y' = 9x 2 + 2016 > 0 nên hàm số không có cực trị. 
Phương án c. Sai: Hàm phân thức bậc nhất trên bậc 
nhất luôn không có cực trị. 

Phương án D. Đúng: Tập xác định D = E. 
y' = -4x 3 -6x 

y' = 0 <=> -Ixịlx 1 +3Ị=0oi = ũ 
V ậy hàm số có một điểm cực trị. 

(Hoặc dùng STUDY TIP cho hàm bậc bốn trùng 
phương ta thấy -1 <0; 3<0=>(-l).(-3)>0 => Hàm 
SỐ có một điểm cực trị là X = 0) 

Câu 11: Đáp án c. 

Tập xác định: D = E 
Đặt |x| = f (f >0) 

Khi đó y = t 3 -ất 2 +3 

y' = 3f 2 -8f 

y' = 0<=>f(3f-8) = 0 


í = 0 (í / m) => X = 0 



Bảng biến thiên: 


X 

-00 -- 0 - +00 

3 3 

y' 

0+0 - 0 + 

y 

+00 +O0 

\ / 

\ 175 / \ 175 / 

27 ' 27 


Do vậy hàm số có 3 điểm cực trị. 


Ngọc Huyền. LB 

Câu 12: Đáp án B. 

Tập xác định: D = R 
y' = 4x 3 +2x 

y' = 0 <» 2xịx 2 +l) = 0 <=> X = 0 
Bảng biến thiên: 


X 

-oo 0 +00 

y' 

0 + 

y 



Vậy hàm số đạt cực tiểu tại X = 0. 

Tư duv nhanh: Không dùng bảng biến thiên, ta có 
a = 1 > 0 nên hàm số có duy nhất một điểm cực tiểu 
X = 0. (Do đồ thị hàm số có dạng parabol có đỉnh 
hướng xuống dưới). 

Câu 13: Đáp án D. 

Tập xác định: D = R 

Dựa vào bảng biến thiên ta có: 

Phương án A. Sai: Do hàm số có 3 cực trị. 

Phươìig án B. Sai: Hàm số đạt cực tiểu tại Xj = -1 và 
x 2 =2 còn hàm số có giá trị cực tiểu tương úng là -3. 
Phương án c. Sai: Chú ý phân biệt giá trị lón nhất (nhỏ 
nhất) và cực đại (cực tiêu). 

Phương án D. Đúng. 

Câu 14: Đáp án c. 

Tập xác định: D = R 
y' = 3x 2 -6x 

y' = 0o3t(i-2) = 0«p 


Bảng biến thiên: 


X 

-00 

0 

2 +00 

y' 

+ 

0 

0 + 

y 





Vậy hàm số đạt cực trị tại x = 0;x = 2. 

Tư duy nhanh: Kết luận luôn hàm số đạt cực trị tại 
x = 0;x = 2 do hàm bậc ba hoặc là không có cực ữị, 
hoặc là có hai cực trị. (STUDY TIP đã nói). 

Câu 15: Đáp án A. 

Tập xác định: D = R 
y' = 3x 2 -2 

=> X CD và X CT là nghiệm của phương trình 3x 2 - 2 = 0. 
Theo định lý Vi-ét ta có: X CĐ +x CT =0 
=> Veo +Vcr= 4d ~ 2x cd + x ct ~2x cr 
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= [x CB + X CT )( xị B -x CĐ x cr +xị T )-2ịx CD +x cr ) = 0(ảo 

X CD +X cr= ũ ) 

Câu 16: Đáp án A. 

Dựa vào bảng biến thiên ta thấy: 

+ y' đổi dấu tù dương sang âm khi đi qua x = 0, do 
vậy M(0;2) là điểm cực đại của đồ thị hàm số chứ 
không phải hàm số. 

+ y' đổi dấu tù âm sang dương khi đi qua X = —1, do 
vậy /(-l) là giá trị cực tiểu của hàm số. 

Vậy B đúng. 

+ y' mang dấu dương với X e (-l;0)u(l;+co) 

=> Hàm số đồng biến trên các khoảng (-l;ũ) và 
(l;4oo). Vậy c đúng. 

+ y' đổi dấu tù âm sang dương khi đi qua x=l, do 
vậy x 0 = 1 được gọi là điểm cực tiêu của hàm số. 

Câu 17: Đáp án B. 

Tập xác định; D = R 
y' = 3x z -12*49 

Sử dụng máy tính cầm tay bằng cách nhập biểu thức: 
v.y" , 

y - _ như sau: 

J 18« 

Chọn ỊMODeỊ 2 
Nhập vào màn hình: 

(3X Z -12X49)(6X-12) 

X 3 -6X Z +9X-2---—-- 

.18 

Ấn ỊcALCị , nhập x= i (i là nút ỊeNgỊ hên máy tính) 

Lúc này máy hiện: 

_ __ _ __ 

X 3 -6X 2 +9X-2-—“V 
4-21 

Vậy phương trình đường thẳng đi qua hai điểm cực 
ừị của đồ thị hàm số là y = -2x+4o2x+y-4 = 0. 
d đi qua A (-1; l) và có vtcp (2; l) nên có phương 
X 3 

trinh: x-2y43 = 0 hay d:y = ! + |. 

Câu 18: Đáp án D. 

Áp dụng STUDY TIP cho hàm bậc bốn trùng phương. 
Nhận thấy 2 >0; -•>/3>0. 

Vậy hàm số có hai điểm cực tiểu là: 



The best or nothỉng 


Lúc này đồ thị có dạng chữ w, do vậy khoảng cách 


giữa 2 điểm cực tiêu chính là khoảng cách hoành độ 
của chúng: 




Câu 19: Đáp án A. 

Áp dụng STUDY TIP cho hàm bậc bốn trùng 


phương. 

Nhận thấy -1<0; 2>0. 


Vậy hàm số có 2 điểm cực đại là 



và 



= -l. . 


Câu 20: Đáp án A. 

Do y' đổi dấu từ dương sang âm khi đi qua X = 1. 

=> Hàm số đạt cực đại tại x = l, y' đổi dấu tù âirt 
sang dương khi đi qua X = 2. 

Vậy hàm số đạt cực tiểu tại x = 2. 

Câu 21: Đáp án B. 

Tập xác định: D = R 

y'=4x 3 -2x z -2x 

y' = 0<=>2x(2x z -x-l) = 0 


o2x(x-l)(2x4l) = 0o 


x = 0 
X=1 



Bảng biến thiên: 


X 

-00-1 0 1 400 

2 

y' 

0 4 ọ - 0 4 

y 

400 400 

V/\.i/ 

48 x 3 


=> Hàm SỐ có 2 giá trị cực tiểu là và 

48 3 


Vậy hàm số có giá trị cực đại là 0. 
Câu 22: Đáp án A. 

Tập xác định: D = R 

y' = (x+2) 2 +(x-l).2.(x+2) 

y' = (x + 2).3x 



=> Hàm số có 2 điểm cực trị A(ũ;-4.) và B(-2;0) 
=> Trung điểm của AB là M(-l;-2). 
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Vậy M nằm trên đường thẳng 2x41/44 = 0. 

Câu 23: Đáp án c. 

Tập xác định: D = 1R 


/'(*) = 0 » 


x = 0 
X = 1 


L *=- 2 

Ta thấy X = 1 là nghiệm bội chẵn của phương trình 
f'(xj = 0 nên X = 1 không là điểm cực trị của hàm số 


(do không làm y' đổi dấu khi đi qua). 

Vậy hàm số có hai điểm cực ữị là X = 0; X = -2 
Câu 24: Đáp án c. 

Tập xác định: D = R 
Dựa vào bảng biến thiên: 

Phương án A. Đứng: Do y' mang dấu dương trên 


(°H- 


Phương án B. Đúng: Do y' đổi dấu từ âm sang dương 
khi đi qua X = 0. 

Phương án c. Sai: Do y' đổi dấu từ dương sang âm khi 


đi qua X = -2, do vậy hàm số đạt cực đại tại X = -2. 
Phương án D. Đúng: Do y' mang dấu âm trên (-2;0). 
Câu 25: Đáp án A. 

Tập xác định: D = í s 



Ta có: /'(x) = 0«>(x-l) 2 (x42) = 0<=>| 
Ta có bảng xét dấu: 


X ' 

-00 -2 1 400 

(x-iỴ 

4 4 0 4 

(x + 2) 

-04 4 

/'(*) 

4 4 


Phương án A. Đúng: Do f'(x) mang dấu dương trên 
khoảng (-2;+oo). 


Ngọc Huyền LB 

Phương án B. Sai: Do f'(x) đổi dấu tù âm sang dương 
khi đi qua X = -2 nên X = -2 là điểm cực tiểu của hàm 
số. 

Phương án C. Đúng: Do /'(x) không đổi dấu khi đi 
qua x = -l => X = -1 không là cực trị của hàm số. 
Phương án D. Sai: Do f'(x) mang dấu dirơng với 


* E (-2;1). 

Câu 26: Đáp án A. 

Tập xác định: D = K 
y' = 5 _ĩ +x.5 -I .(-l).ln5 
y' = 5"*(l-x.ln5) 


y' = 0<=> 


5~*=0 (VN) 

1-X.ln5 = 0<=>* = —!— 
In5 


Bảng biến thiên: 


X 

-00 1 -K» 

ln5- 

y' 

4 0 

y 

1 

e.ln5 


Phương án A. Đúng: Do y' đổi dấu tù dương sang âm 


khi đi qua x = —~. 

4 ln5 

Phương án B. Sai: Do y' có đổi dấu => Hàm số có cực 
trị. 

Phương án c. Sai: Do y' đổi dấu từ dương sang âm khi 

đi qua X = -ỉ- =>x = — — — là điểm cực đại của hàm số 
ln5 ln5 

(không phải là điểm cực tiểu). 

Phương án D. Sai: Hàm số có một điểm cực trị duy nhất 
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The best or nothing 


Chủ đề 1: Hàm sô' và các ứng dụng của đạo hàm 


II. Tìm điều kiện để hàm số có cực trị thỏa 

Câu 27: Đáp án c. 

Cách l:Tập xác định: D = M 
y' = 3x 2 - 2m 2 X - {ếm - 3 ) 

Để hàm số đạt cực đại tại X = 1 thì điều kiện cần là 
X = 1 là nghiệm của phương trình y' = 0. 

Ta có: 3.1 2 -2m 2 .l-(4m-3) = 0 
<=>27n 2 +4m-6 = 0 

»2(ra-l)(ffl+3)=ũoỊ^ 3 ( 1 ) 

Lại có y" = 6x-2m 2 

Điều kiện đủ để X = 1 là điểm cực đại của hàm số là: 
y"(l)<0<=>6.1-2m 2 <0om 2 >3 ( 2 ) 

Từ ( 1 ) và ( 2 ) =>m = -3. 

Cách 2: Áp dụng phương pháp sử dụng máy tính cầm 
tay mà tôi đã nêu ra ờ phần lý thuyết. 

Câu 28: Đáp án D. 

Tập xác định: D = R 
y' = 3x 2 -6mx 

Để hàm số có 2 điểm cực ữị thì phương trình y' = 0 
phải có 2 nghiệm phân biệt. Ta có: 

3x 2 -6mx = 0o3x(x-2m) = 0<z>\ * = _° 
v ' [x = 2m 

=>2m*0«=>m*0 
Câu 29: Đáp án D. 

Tập xác định: D = R 
y'=3x 2 -6x+m 

Hàm số có 2 điểm cực trị x v x 2 =>x v x 2 là nghiệm 
của phương trình: 3x 2 -6x + m = 0. 

Ịx 1 +x 2 =2 

Theo định lý Vi-ét ta có: 


Lại có: x\ + X 2 = 3 

(Xj + x 2 ) -(x 2 +x 2 ) = 2x 1 X; ! 


í> 2 2 -3 = 2x x x 2 <=> XjX 2 = ệ 


3, 2 


Câu 30: Đáp án B. 

Tập xác định: D = R 
y' = x 2 - 2 mx + ịm 2 + m - 1 ) 

Để hàm số có hai điểm cực ữị thì A' > 0 
<=>m 2 -ịm 2 +m-ì)>0 


<=> -m +1 > 0 <=> m 


'1(1) 


mãn điêu kiện cho trước. 

Hàm số đạt cực trị tại 2 đi x u x 2 =>x t , x 2 là 
nghiệm của phương trình: X 2 - c + ịm 2 + m - 1) = 0 



Câu 31: Đáp án B. 

Tập xác định: D = R 
y'= 3x 2 +2{m-í)x-3m 

Hàm số đạt cực trị tại điểm x 0 -1 =>x 0 =í là nghiệm 
của phương trình y' = 0. 

Ta có: 3.1 2 +2(m-l).l-3m = 0<=>m = l. 

Câu 32: Đáp án A. 

Tập xác định: D = R 
y' = ịx 3 +4mx 

Đê’hàm số có đúng một điểm cực trị thì phương hình 


Để hàm số có đúng một điểm cực trị 1 
y' = 0 có đúng 1 nghiệm. 

'4x 3 +4mx = 0o4x(x 2 +mỊ = 0<»Ị^ 2 

Trường .hợp 1: x 2 +m = 0 vô nghiệm 
Trườnv hơn 2: r 2 + m = 0 rầ 1 ncrhiprr 


c = 0 


: +m = 0 

Trường .hợp 1: x 2 +m = 0 vô nghiệm =>m> 0. 
Trường hợp 2: X 2 +m = 0 có 1 nghiệm x = 0 => m = 0. 
Vậy m > 0. 

Câu 33: Đáp án B. 

Tập xác định: D = R 
y'=x 2 -x+a 

Hàm số đạt cực trị tại Xj, x 2 =>x x , x 2 là nghiệm của 
phương trình y' = 0<=>x 2 -x+a = 0. 

Theo định lý Vi-ét ta có: J X 1 + x 2 _ 1 
[x v x 2 =a 

Theo bài ra ta có: (x 2 +x 2 + 2«) [xị +x 1 +2a) = 9 
<^(xjX 2 ) +xỊ +2axỊ +xl+x ì x ỉ +2ax 2 +2axị+2ax J +4fl 2 =9 
<=> [x x x 2 f + x x x 2 + (x, + x 2 )Ị^(xj + x 2 ) 2 - 3x x x 2 J 

+2a(x 1 +x 2 )+2aỊ^(x 1 +x 2 ) 2 -2XjX 2 J = 9 
oa 2 +a+(l-3a)+2a+2a(i-2a) = 9 
o a 2 +2a-8 = 0 <=> (fl-2)(a+4) = 0 o 

Lại có: (x, +x 2 ) 2 >4 XjX 2 <=>l>4a o a <2 

Do vậy a = -4 
Câu 34: Đáp án D. 
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Công Phá Toán - Lớp 12 
Cách 1: Tập xác định: D = R 
y' = 12x 2 +2mx-12 

Hàm số đạt cực tiểu tại điểm x = -2 thì: 

+ Điều kiện cần là X = -2 là nghiệm của phương trình 

y'=0. 

12.(-2) 2 +2m(-2)-12 = 0»m = 9 (l) 

+ Điều kiện đủ là y"(-‘. 2) > 0 


<=> 12 . 2 .(- 2 )+ 2 m>ũ«m>^ ( 2 ) 

Tù (1) và (2) =>« 09 . 


Cách 2: Sử dụng máy tính như phần lý thuyết tôi 
hướng dẫn. 

Câu 35: Đáp án D. 

Hàm số có 2 điểm cực tiểu và 1 điểm cực đại, áp dụng 
STUDY TIP cho hàm bậc bốn trùng phương 


u.(m>-2)<0 o 
Ị m> 0 


ịm> 0 

Ịm 2 <2 


<=>0 < 


mc-s/ỉ 


Câu 36: Đáp án A. 

Tập xác định: D = R 
y' = 4x 3 -4vix 

Áp dụng STUDY TIP với hàm bậc bốn trùng phương 

ta có: 32.1M 2 + (-2 mf = 0»M = i 
v4 


Câu 37: Đáp án A. 

Tập xác định: D = R 
y' = 4x 3 -4mx 

Áp dụng STUD Y TIP cho hàm bậc bốn trùng phương 
ta có: (-2 mf +24.1 = ũ«m = ^3 


Câu 38: Đáp án B. 

Tập xác định: D = R 
y' = 4x 3 +4(m-i)x 

Áp dụng STUDY TIP cho hàm bậc bốn trùng phương 
ta.có: [2(m-l)] 3 +24.1 = 0 


<=> (m-l) 3 =-3 o m = ^3+ 1 


Câu 39: Đáp án A. 

Tập xác định: D = R 
y' = 4x 3 -4 mx 

Áp dụng STUD Y TIP cho hàm bậc bốn trùng phương 
ta có: 8.1 + (-2 mf = 0 <=> m = 1 


Câu 40: Đáp án A. 
Tập xác định: D = R 


Ngọc Huyền LB 


Để hàm SỐ có 3 điểm cực tri tạo thành một tam giác có 
diện tích bằng 2, ta áp dụng STUDY TIP cho hàm bậc 
bốn trùng phương là: 32.1 3 .2 2 +(-2m) S = 0 » m = ^/4 


Câu 41: Đáp án A. 

Tập xác định: D = R 

Sử dụng máy tính theo cách tôi giới thiệu ở lý thuyết 
ta được: 

X 3 -3MX+2-(3X 2 -í> 

2-2001 

Vậy phương trinh đường thẳng đi qua hai điểm cực 
trị của đồ thị hàm số có dạng: 
y = -2mx+2o2mx+y—2 = 0. 

Ta có S IAB = ị .IA.IB. sin AIBẻị .IA.IB 
IAB 2 2 

Dấu bằng xảy ra khi IA1IB. 

Lúc này địr, AB) = ^^ = Ự= 


|2m-l| 1 


^4m 2 +l 'ẵ 


= -jzo2[4m 1 -4nt + l) = 4m 2 +1 


o4m 2 -8m + l = 0<=> 



Câu 42: Đáp án B. 

Tập xác định: D = R 

Để hàm số có hai điểm cực trị thì b 2 - 3ac > 0 
o(2m-l) 2 -6.(m 2 -l)>0 

_ -2-3^2 .-2 + 3 - 1/2 

0 2 <m< 2 
m 6 Z=>«e{-3;-2;-lj0;l} 


Vậy có 5 giá trị của m. 

Câu 43: Đáp án B. 

Tập xác định: D = R 

Để hàm số có đúng hai điểm cực trị thì phương trình 
y' = 0 phải có hai nghiệm phân biệt 

<£>b 2 -3ac>0 <=>4 + 6m>0 om>—- 
3 

Câu 44: Đáp án D. 

Tập xác định: D = [< 
y' = x 2 -ịm+5)x+m 
b 2 - 3ac > 0 

<=> (m + 5) 2 - 4m > 0 <=> m 2 + 6m + 25 > 0 
(m+ 3) 2 +16 > 0 luôn đúng Vm 6 R 
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The best or nothing 


Chủ đề 1: Hàm sô và các ứng dụng của đạo hàm 
Do đó X CB và X CT là nghiệm của phương trình (l). 

Theo định lý Vi-ét ta có: J * CĐ + XcT m + 5 
{ x cữ .x cr =m 

Ta có: ịx CB -x cr \ = 5 
Bình phương 2 vế ta có: 
xị B - 2x CĐ x cr +xịj=25 
o (x co + X CT f -ếx CD x CT = 25 
<=>(m + 5) z -4m = 25 

<=> m 2 +6m = 0<»m(m+6) = 0<=>Ị m ^ 

Câu 45: Đáp án B. 

Tập xác định: D = R 
ý=3ax 2 +2bx+c 

Đồ thị hàm số có hai điểm cực trị là (-1;18) và (3;-16) 
=> -1; 3 là hai nghiệm của phương trình y' = 0. 

Ị(-l) 2 .3ữ+2b(-l)+c = 0 í 3a-2b+c = 0 
Ị 3a.3 i +2b.3+c = 0 [27a+6b+c = 0 

ĐỒ thị hàm số đi qua hai điểm (~1;18) và (3;-16) nên 


ta có: 


I -a+b-c+d = 18 
[27ữ + 9b + 3c + £Ỉ = -16 ^ 


28a+8b+4c = -34 


( 2 ) 


Từ (l) và (2) 


í 3a-2b+c = 0 
27a+6b+c = 0 
28íỉ+8b+4c = -34 ' 


51 , 203 „ 

b = —77 =>d = -^-=> a+b+c+d = 1 . 
16 16 
. 153 
[ c 16 


Câu 46: Đáp án A. 
Điều kiện: x>m 


y' = 2x + —^— 
x-m 


Để hàm số có đúng hai điểm cực trị thì phương trình 
y' = 0 phải có hai nghiệm phân biệt 


o2x + —ỉ—= 0 

x-m 

2x(x-m)+l 

o - — = 0o2x 2 -2mx + l = 0 

x-m 


A' = m 2 -2.1 = m z —2 


Phương trình có 2 nghiệm phân biệt <=> n 
m 2 > 2c 




Cậụ 47: Đáp án D. 

Tập xác định: D = IE 
y' = 3ax 2 +2bx 

Hàm số có hai điềm cực trị là ẩ(ũ; 1) và »(-w) 


s MoM 

M-ÍH 


y(o).l 

y(-í) = 2 


Ỉ 0 = 0 

3a-2b = 0 
c = 1 

-a+b+c=2 


Jí.„_ 

3fl-2Ế = 0o 
a-b = -l 


tl 

ịb = 3 
C = 1 


=>a+b+c=2+3+1 = 6. 

Câu 48: Đáp án D. 

Tập xác định: D = IR 

y' = 3(Ị-m)x 2 -6x+3 

+ Xét m 5* 1: Hàm số có cực trị. 

<=>b 2 -3ac>0 

«(-lf-(l-4l>0«»>0 
+ Xét m = l=>y = -3x 2 +3x-5=> Hàm số có cực trị. 
Vậy m> 0. 

Câu 49: Đáp án B. 

Tập xác định: D = lẫ 

Ta có & 2 -3ac = m 2 -(2m-l) = (m-l) Z 


+ Xét m = 1 => y' = 0 có nghiệm kép 
=> Hàm số có một cực trị. 

+ Xét m * 1 => y' = 0 có hai nghiệm phân biệt 
=> Hàm số có một cực đại và một cực tiêu. 

Vậy mệnh đề sai là B. 

Câu 50: Đáp án c. 

+ Xét m = 0: y = -9x 2 +1 => loại vì đồ thị hàm bậc 2 
không có 3 cực trị. 

+ Xét m * 0: Áp dụng STUDY TIP cho hàm bậc bốn 
trùng phương có 2 điểm cực đại và 1 điểm cực tiểu 

ị m <0 ị m< 0 
C> |m(m 2 -9)<0 <:> ịm 2 >9^ m< 
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E„ Lộ ẼhuyiẼ về Ịpá lộ Bân nhấL ẼpÉ Irg nhâ nlìẩl Eũn 
hâm sổ„ 

1. Đinh nghĩa 

Ở phần A, chúng ta đã được giới thiệu về giá trị cực đại, giá trị cực tiểu của 
hàm số. Vậy sự khác nhau giữa giá trị cực đại và giá trị lớn nhất (hay giá trị 
cực tiểu và giá trị nhỏ nhất) là gì? Ta sẽ trả lời ngay ở dưới đây. 

Cho hàm số y = /(ít) xác định trên tập D chứa c. 

1. /(c) được gọi là giá trị lớn nhất của hàm số f trên tập D nếu /(.r) < /(c) 
VxeD. 

2. /(c) được gọi là giá trị nhỏ nhất của hàm số f ữên tập D nếu f{x) > /(c) 
VxeD 

Đến đây, ta có thể kết luận: Giá trị cực đại ( cực tiểu) của hàm số được xét trên 
vùng lân cận với điểm cực trị, vì vậy cho nên thường được gọi là " cực ữị địa 
phưong", còn giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số được xét trên toàn 
miền. Ví dụ cụ thể khi thể hiện giá trị lớn nhất (nhỏ nhất) và điểm cực đại 
điểm cực tiểu của đồ thị hàm số được thể hiện ở hình 1.13. 



điếm cực tiểu cũng ; 
là giá trị nhỏ nhất I X 


b 

Hình 1.13 



Ta thấy giá trị cực đại và giá trị lớn nhất của hàm số khác nhau. Điểm cực đại 
nằm giữa khoảng đồng biến và khoảng nghịch biến, còn giá trị lớn nhất là 
tung độ của điểm "cao nhất" của đồ thị hàm số trên [ữ; bj . Chú ý rằng, ở hình 
1.13, giá trị lớn nhất của hàm số có thể nằm ở điểm đầu mút của [ữ; b~j , và giá 
trị lớn nhất giá trị nhỏ nhất có thể hùng với giá trị cực trị của hàm số. Ta thấy 
đây là đồ thị của một hàm liên tục có cả giá trị lớn nhất và giá ữị nhỏ nhất, 
nên ta có định lý 1 

I Đinh lý 1: Mọi hàm số liên tục đều có giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất ữên 
đoạn [à;&]. 

Chú ý: Với hàm liên tục luôn có một giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất thì giá 
trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất đó có thể đạt được tại không chỉ một điểm 
x = a mà có thể nhiều hon. Ví dụ như hình 1.14 với đồ thị hàm số 
/(x) = 9-x 2 . Trên [-3; 3 ], hàm số đạt giá ữị nhỏ nhất lào khi x=3 hoặc 
x=-3. 

2. Quy tắc tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số liên tục 
trên một đoạn. 
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chủ để 1: Hàm sô' và các ứng dụng của đạo hàm _ The best or nothing 

Để việc tìm GTLN, GTNN của hàm số trên [«; bj nhanh hon, ta áp dụng nhận 
xét sau: 

I Nếu đạo hàm /' (x) giữ nguyên dấu trên đoạn [a; ỉ>] (hay nói cách khác là 
hàm số đcm điệu trên đoạn [«; ), khi đó /(x) đạt GTLN, GTNN tại các đầu 

mút của đoạn. 

Dưới đây là một số ví dụ tiêu biểu, từ các ví dụ này, ta sẽ đưa ra kết luận về 
các hàm số tiêu biểu có thể kết luận là luôn đơn điệu ữên đoạn [a; b~j cho 
trước. 


Ví dụ 5: Cho hàm số y = 2 + 3 • Biết M là giá trị lớn nhất của hàm số trên [ũ; l], 
m là GTNN của hàm số trên [0;l], khi đó giá trị của biểu thức M + mỉk 

A.ạ B. 2 c.ụ D.i 

5 ____5_5_ 

Đáp án A 


Lời giải 

Ta thấy hàm số y = + ã dơn điệu trên [ữ; l] nên hàm số đạt GTLN, GTNN 


ữên [0; l] tại điểm đầu mút, nên ta không cần tính y' mà có luôn 

m + I 4( 0)+/w-M£f-f • _ 

Ví dụ 6: Cho hàm số y = 5x s + 2x 3 + 6x +1. Tìm GTLN, GTNN của hàm số 
trên [-1; 2]? 

Lời giải 

Ta có y ' = 15x 4 +6x 2 + 6>0, vậy hàm số đã cho luôn đồng biến trên R. 

Khi đó GTLN, GTNN của hàm số lần lượt là /(-1)=-12 = M|/(r) 


Mặ/W = /(2)=189. 

Ví dụ 7: Tìm GTLN, GTNN của hàm số y = -llx +1 trên[l;5]? 


Lời giải 

Ta có y’ = í(2x + l)3 ì' = ^.2.(2x + l)'3' =— . 2 = >0 với mọi x*^ . 

k J 3 3^(2x + l) 2 2 

Vậy trên [l; 5 ] thì hàm số luôn đồng biến. Từ đây ta có 
^/W = /(5) = ® 

Ví dụ 8: Tun GTLN, GTNN của hàm số y = -Jx 5 +x 3 +l ữên [l; 3 ] ? 


Điều kiện: X 5 + X 3 + 1 > 0 


Lời giải 
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STUDY TIP: Với các hàm 
SỐ là tổng của các hàm 
cùng đồng biến, hoặc cùng 
nghịch biến thì cũng đồng 
biến, nghịch biến, nên 
GTLN, GTNN cũng đạt 
được tại đầu mút. 


Ta có y' = —===== > 0 với mọi X thỏa mãn điều kiện trên. 

2Vx 5 + X 3 +1 

Vậy hàm số đã cho luôn đồng biến ữên [l; 3 ], từ đây suy ra 
Mm/(x) = /(l) = V3 ; Max f (x) = f ( 3 ) = . 

Từ các ví dụ trên ta rút ra kết luận sau: 

1. Các ham đa thức với các số mũ lẻ có hệ số là các số cùng âm, hoặc cùng 
dưcmg thì luôn đom điệu ữên tập xác định nên GTLN, GTNN xảy ra tại các 
điểm đầu mút. 

2. Các hàm có dạng -Jax+b;ĩỊax+b',ịjax + b-... hay tổng quát là có dạng rfãx+b 
thì thường đồng biến khi a > 0, nghịch biến khi a < 0 nên GTLN, GTNN xảy ra 
tại các điểm đầu mút. 

3. Hàm số y = ^ luôn đon điệu trên [a;&] với [a;ỉ>] không chứa — nên 

GTLN, GTNN xảy ra tại các điểm đầú mút. 


mọc thêms Phưtíng ptìáp giải nhanh các bài tập tìm giá tộ lổn 
nhất - giá tộ nhỏ nhất trên đoạn [a;b]. 

Dùng máy tính: 

Cách 1: 

Sử dụng TABLE xét hàm số /(x) trên [a;&] . 

fe/(*) 

Các lưu ý cách chọn các giá trị Start, End và Step. 

Start? Ta nhập giá trị a. 

End? Nhập giá trị b. 

Step? Nhập bước nhảy phù họp. 

Từ đây ta có thể nghiên cứu nhanh dáng điệu của đồ thị trên đoạn [íỉ; &], từ 
đó chọn giá trị thích hợp. 

Cách 2: 

1. Giải phương hình f'(x) = 0 bằng cách sửa dụng nút SOLVE (lấy giá ữị của X 
nằm ữên [ữ;ỉ>] để dò nghiệm), ta .được các nghiệm của phương ữình /'(*) = 0. 

2. Dùng CALC để tìm các giá trị của /(x) tại các điểm đầu mút và các điểm x 0 
là nghiệm của phương hình /’(x) = 0 rồi so sánh từ đó kết luận min, max. 



Ví dụ 1: Giá trị nhỏ nhất của hàm số y = ~~Y trên đoạn [2; 4 ] là 

A. 6 B. -2 c. -3 D. — 

3 

Đáp án A. 


Lời giải 

Ấn MODE 7 và nhập F(x) như hình bên. 

Tiếp theo chọn Start? 2; End 4; step 0,2 thì máy hiện kết quả như sau: 
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chủ đề 1: Hàm số và các ứng dụng của dạo hàm 


The best or nothing 


rtiíã 


« *l.g 

Ui 


B.nããá 


Ta thấy khi cho X chạy từ 2 đến 3 giá teị của hàm số giảm từ 7 đến 6, sau đó từ 
3 đến 4 giá trị của hàm số lại tăng lên. Từ đây ta kết luận giá trị nhỏ nhất của 
hàm SỐ là 6 khi x=3. 


Ví dụ 2: Tìm giá tri lớn nhật, giá trị nhỏ nhất của hàm Số y = 2x-l) (l-x) 2 


Tiếp tục ấn MODE 7, chọn Start 0, End 3, Step 0,2 và máy hiện: 


STUDY TIP: Chức năng 
TABLE chỉ giúp ta dự 
đoán khoảng mà Fx đạt 
giá trị lớn nhất giá trị nhỏ 
nhất, tùy bài mới thể hiện 
giá trị chính xác, do vậy 
TABLE chi mang tính chất 
tưong đối, hỗ ữợ trong 
quá hình làm bài. 


ềm "“-1 

ỊỊ.2 -D.nẸỆ 

3.5 -i.MĨẼ 



_| K _|_FÍỊiì_| 

1 1 I.E □. 3025 I I ỊH| Ca □ I Ca BU 11 I I 

uJlÈHỈI ,1 miEBil 

i - 6 3 

Ta nhận thấy giá trị của F(x) tăng dần khi cho X chạy từ 0 đến 0,6 sau đó giảm 
dần khi đến khi X chạy đếri 1 (lúc này giá trị của F(x) là bằng 0) thì sau đó giá 
trị của hàm số lại tăng dần khi cho X chạy tiếp từ 1 đến 3. 

Vậy ta kết luận ^rán/(x) = /(o) = -l; max/(*) = /( 3 ) = 3/20 . 

Ví dụ 3: Đường cao tốc mới xây nối hai thành phố A và B, hai thành phố này 
muốn xây một trạm thu phí và trạm xăng ở hên đường cao tốc như hình vẽ. 

Để tiết kiệm chi phí đi lại, hai thành phố quyết định tính toán xem xây hạm 
thu phí ở vị ữí nào để tổng khoảng cách 
từ hai trung tâm thành phố đến hạm là 
ngắn nhất, biết khoảng cách từ hung tâm 
thành phố A, B đến đường cao tốc lần 
lượt là là 60 km và 40 km và khoảng cách 
giữa hai trung tâm thành phố là 120 7cm 
(được tính theo khoảng cách của hình 
chiếu vuông góc của hai trung tâm thành 
phố lên đường cao tốc, tức là PQ kí hiệu 
1 12 ^ như hình vẽ). Tìm vị trí của hạm thu phí 

và trạm xăng? Giả sử chiều rộng của trạm 
thu phí không đáng kể. 

B. 42 km kể từ Q. 

_ D.tại p. _ _ 

Đáp án A. 

Lòi giải 

Thực chất bài toán trở thành tìm X để AC + BC nhỏ nhất. 

Theo định lí Pytago ta có 

AC = -v/60 2 +x 2 ;BC = yJ( 120-x) 2 +40 2 =4x z - 24ŨX +16000 
Khi đó /(*) = AC + BC = 4x 2 + 3600 + 4x 2 - 240x +16000 . 
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STUDYTIP: 
Thường các bài toán thực 
tế, dùng Solve dò nghiệm 
sẽ rất nhanh, Ta sẽ tìm 
hiểu ở phần sau. 


Công Phá Toán - Lđp 12 Ngọc Huyền IB 

Ta cần tìm Min fịx). 

(0;12ũ ) J v ' 


Ta có f'{x) = — j x . + . 7 = —..—= , khi bấm máy tính nhẩm 

yịx 2 + 3600 yỊx 2 - 24ữx +16000 

nghiệm bằng cách nhập vào màn hình biểu thức / 1 (x) và âh IsHIPĩỊ ỊsOLVeỊ 
và chọn một số nằm trong khoảng (0;120) để dò nghiệm, như tôi nhập 2 máy 


nhanh chóng hiện nghiệm là 72 như sau: 


.^ 2+3600 ’ -1x2-24 

72 

L-R= 0 


Vậy từ đó ta có thể kết luận CP=72. 
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The best or nothing 


Chủ đề 1: Hàm số và các ứng dụng của đạo hàm 

■Bọcĩhêm: 

Phưdmg pháp giải nhanh các bài lập xác ổậnh m ẩể hằm số đạt giá 
trị lổm nhất - giá tộ nhỏ nhất trên đoạn [a;b] 

Với các bài toán nậy, thường chọ ta 4 giá trị của m. Trong máy tính ta có thể 
lập bảng giá trị của hai hàm T(x) và G(x) cùng một lúc, ta sẽ thử bằng cách 
thế 2 tham số đề bài vào hai hàm F (x) và G (x) dùng phưomg pháp ở ữên để 
giải nhanh. 

Ta đến vói ví dụ đầu tiên: 


f(X)=X 4 -6Ẳx 2 -*í 2 


g(X:>=X 4 -GBX 2 -ÍÌ 2 


0+A 

0 


STUDYTIP: 

Ở các bài toán dạng này 
ta thấy do đề bài chỉ có 4 
phưong án, nên ta chi cần 
thử 2 lần là có được kết 


Ví dụ 1: 

Để hàm số y = x i 

4 

- 6 mx + m có max = — thì giá ữi của tham số thưc 
[-*!] 9 8 

m là 



A.0 

B.Ỉ 

4 

c. 1 D. - 


3 

3 


Đáp án B. 


Lời giải 

Đầu tiên ta gán các giá trị ở các phưong án lẫn lượt vào các biến A, B, c, D 
bằng lệnh STO như sau: 

Ấn 0 ỊsHIOT] ỊrClỊ (là nút STO) A 
Tương tự vói B, c, D. 

Lúc này ta kiểm tra hai phương án A, B thì ta nhập hàm 
f(x)=X 4 -6A.X 2 +A 2 


I g (x) = X 4 - 6.BX 2 + B 2 như hình bên. 

Tiếp theo nhập Start? -2; End? 1 Step? 0,2 Ta thấy các giá trị của hàm số ở hai 
trường hợp m hiện như sau: • 


BI Math 

1 a 1 FCK) 1 GtX) 

1 ■Ne 16 D.MIÌMH 

2 -I.B ID.Mảĩ -a.DI1 
ẫl -l.il 6.55361-3.2« í 


» F(K) GCKJ 

« -I.M 3.31116 -3.553 

5Ỉ -1.215.50361-3.2111 1 

Ẽl^m ĩ 1-2.5551 

-1 

■ ■ 0 Malh 

J K_ _ _FCỊỊJ ỌíHỊị 

Bỉ 5 1°: 12361-0:665 

ÌI^DW 10. 02561 -0. 163 
-0.4 

E Math 

1 K 1 F CKÍ 1 G(KJ 

ỉỉ 0 ? 85 

iálBHĨRỈI I.E-Iãil 0.236 
0.2 


E Maỉh 

ị X 1 FÍKJ 1 GCXĨ 1 

IM 3.60.1236-0.365 

15 õ-4035 -1.105 

ÌeIBSBhII 11-2.5551 

i 



, 4 

Ta thấy khi m =0 thì hàm số không đạt giá ữị lớn nhất bằng Ẹ (loại). 
Ở trường hợp m = ^ thì hàm số đạt giá tộ lớn nhất là ^ khi ^. 
Vậy ta chọn B. 
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Công Phá Toán - Lốp 12 


Ngọc Huyền LB 


Bài tập rèn luyện kỹ năng 


' 3x — 2 

Câu 1: Giá trị nhỏ nhất của hàm số y = trên 

J x+2 

[-1:2] là: 

A. ỊjÚỊỊy = l B. Ịjiiijy = -1 

c. Ịnigy = -5 D. Ịnũjy = -4 

(Trích đê thi thử THPT Can Lộc - Hà Tĩnh) 
oở *t* 3 

Câu 2: Tìm giá trị nhỏ nhất của hàm số y = — . -- - trên 

đoạn [2; 4 ]. 

A. ^ÍĨỊI y = 11 B. xjử(jiy = -3 

c. nainy = -2 D. miny = 6 

Câu 3: Giá trị nhỏ nhất của hàm số y = x + 8 trên 
đoạn [-4;- 2 ]. 

K ỊSỈ3i~ 7 

c. púri| = -8 D. lỊạnirỊi = —6 

(Trích đê thi thử THPT Can Lộc - Hà Tĩnh) 
Câu 4: Gọi M và m lần lượt là giá trị lón nhất và giá 
trị nhỏ nhất của hàm số y = x 3 -3x 2 -9x+35 trên 
đoạn [-4; 4 ]. Khi đó tổng M + m bằng bao nhiêu? 

A. 48 B.ll C.-1 D. 55 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu) 
Câu 5: Tổng của giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của 
hàm SỐ y = X 3 + 3x+1 hên đoạn [-2; 4 ] là: 

A. -22 B. -18 C. 64 D. 14 

Câu 6: Tìm giá trị lớn nhất của hàm số y = X 3 - X 2 - 8x 
trên đoạn [l;3]. 

A - *[}Jf y = ~ 8 B ’ ^ y = 27 

c. max y = -6 D. max Ị/ = -4 

M J [1:3] J 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Vĩnh Phúc ĩãn 3) 
Câu 7: Cho X, y là hai số không âm thỏa mãn 
x + y = 2. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

P = Ậx 3 + x 2 +y 2 -x + 1. 

3 

A. minP = -5. B. minP = 5. 

7 115 

c. minP = “ . D. minP = -=-. 

3 3 

(Trích đê thi thử THPT Công Nghiệp - Hòa Bình) 


Câu 8: Tính tổng của giá trị nhỏ nhất và giá trị lớn nhất 
của hàm số y = x 3 +x hên [l;2]? 

A. 1. B. 2. C. 12. D. 10. 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo - Nam Định) 
Câu 9: Tìm giá trị nhỏ nhất của hàm số 

y = x 2 - 4 xh—“ hên khoảng (2;+ 00 ). 

A. miny = 0. B. miny = -13. 

(£») (*:«) 

C. miny = 23. D. miny != -21. 

(2:«) (3:H 

(Trích đê thi thử THPT Phan Đình Phùng - Hà Nội) 
Câu 10: Xét hàm số /(x) = 3x+l + —^ trên tập 
D = (-2;l]. Mệnh đề nào sau đây là sai? 

A. Giá trị lớn nhất của/(x) hên D bằng 5. 

B. Hàm sốf(x) có một điểm cực trị trên D. 

C. Giá hị nhỏ nhất của f(x) trên D bằng 1. 

D. Không tồn tại giá trị lớn nhất của/(x) hên D. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên ĐH Vinh lãn 1) 
Câu 11: Gọi M làgiáhịlónnhất, m là giá trị nhỏ nhất 
của hàm SỐ y = 2x 3 +3x 2 -12x+l hên đoạn [-1;3]. 
Khi đó tổng M + m có giá hị là một Số thuộc khoảng 
nào dưói đây? 

A. (0;2). B. (3;5). 

c. (59; 61). D. (39; 42 ). 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Quang Diêu) 
Câu 12: Hàm Số y = x 3 - 3x có giá trị lón nhất hên 
[0;2] là: 

A.l B.-2 CO D.2 

(Trích đê thi thử THPT Yên Lạc - Vĩnh Phúc) 
Câu 13: Giá hị nhỏ nhất của hàm số 
y = 2x 3 + 3x 2 - 12x+2 hên đoạn [-1; 2 ] đạt tại X = x 0 . 
Giá hị x 0 bằng: 

Ả.l. B.-l. C.2. D. - 2. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lê Quý Đôn) 

rJ sự X ~hli 

Câu 14: Giá hị lớn nhất của hàm số V = hên 
x-1 

khoảng [2;+ 00 ) là: 

A.2 B. 3 C.1 D. 4 

(Trích đê thi thử THPT Yên Lạc - Vĩnh Phúc) 


LOVEBOOK.VN I 71 



Chủ đề 1: Hàm số và các ứng dụng của đạo hàm 
Câu 15: Tìm giá trị lớn nhất của hàm số y = -X 3 + 3x 2 
hên đoạn [-2; 1] ■ 

A. maxy = 2 B. maxt/ = 0 

[wr r-Vr 

c. maxt/ = 20 D. maxv = 54 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo) 
Câu 16: Giá trị nhỏ nhất của hàm số y = x t +2x 2 -l 
trên đoạn là: 

A. -1 B. 1 c. 0 D. 2 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Lâm Đồng) 
x+3 

Câu 17: Giá ừị nhỏ nhất của hàm số I/ = ——7 trên đoạn 
y x+1 

[-4;-2]. 

A. pdrỊ|j/ = -l B. púr^Ị/ = -6. 

C $T = ~ 8 - D -$^ = f 

(Trích đê thi thử THPT Nguyễn Văn Trỗi) 
Câu 18: Giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số 
/(x) = 2x 3 -3x 2 -12x+10 trên đoạn [-3;3] là: 

A - pặ/(*M pỆỊ /(*)=" 35 
B - FỆỊ /( X )=- 10 

e - 17 ' ẹệịA x )=- 10 

D - p 3 f /( x ) =17; pỆỊ /(*)=- 35 

(Trích đê thi thử THPT Đông Sơn I) 
Câu 19: Cho hàm số y = |2x 2 - 3x -1|. Giá ữị lớn nhất 

của hàm số ữên ;2 j là: 

.17 9 

A. B. 4 . c. 2 . D. 3. 

8 4 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Biên Hòa - Đồng Nai) 
Câu 20: Cho hàm số y = X 3 + 5x+7. Giá trị lớn nhất của 
hàm số ữên đoạn [-5; 0] bằng bao nhiêu? 

A. 80 B. -143 C. 5 D. 7 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu) 

Câu 21: Gọi M và m lần lượt là giá trị lán nhất và giá 

^ — X +1 

trị nhỏ nhất của hàm số y= - . Khi đó tích 

9 x 2 +x + l 

M.m bằng bao nhiêu? 

A. ị B. 3 c. ^ D. 1 

3 3 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu) 
, ^ x 2 -3x 

Câu 22: Hàm số y = — — Ỷ~ giá ữị lớn nhất toên đoạn 
[0;3] là 


The best or nothing 


A. 1. B. 3 . C. 2. D. 0 . 

(Trích đê thi thử THPTNgô Gia Tự - Vĩnh Phúc) 
Câu 23: Tìm tất cả các giá ữị thực của tham số m sao 
cho giá trị nhỏ nhất của hàm số f(x) = X 3 “ mx +18 
trên đoạn [l;3] không lớn hon 2. 


A. m > 17. B. m > 12. 

C. m < 12. D. m < 17. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lê Quý Đôn) 
Câu 24: Tìm giá trị lớn nhất của hàm số: 
y = /(x) = x-v/l-x 2 trên [-l;l] 

A -ẸSf/W=/(f|=» 

B' /W-/(f )-ỉ 
c M /W=/ ("f)-ĩ 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Vĩnh Phúc Ĩân 3) 
Câu 25: Cho hàm số y = 2x + 3-^9 -X 2 . Giá ữị nhỏ nhất 


của hàm số bằng: 

A.-6 B.-9 C. 9 D.o 

(Trích đẽ thi thử THPT chuyên KHTN ĩân 2) 
Câu 26: Gọi M và m lần lượt là giá trị lớn nhất và 


nhỏ nhất của hàm số y ■■ 
của M-m là: 


'Ịĩ-ĩc-lx* 

Vx+1 


Khi đó giá toị 


(Trích đè thi thử THPT chuyên KHTN Un 3) 
Câu 27: Tìm giá trị lớn nhất và giá ữị nhỏ nhết của 

hàm số trên tập hợp D=(-co;-lJuỊl;^j. 

A. max/(x) = 0; không tồn tại min/(x) 

B. max/(x) = 0; nửn/(x) = -V5 
c. max/(x) = 0; rrùn/(x)=-l 

D. Iĩũn/(x) = 0; không tồn tại max/(x) 

(Trích đê thị thử THPT chuyên Phan Bội Châu) 
Câu 28: Tổng giá trị nhỏ nhất và giá trị lớn nhất của 
hàm SỐ y = \I 2 ~~X 2 -X là: 

A. 2-V2 B.2 c. 2+V2 D.l 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu tân 2) 
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Công Phá Toán - Lớp 12 

Câu 29: Gọi M và m lần lượt là giá tri lán nhất và gia' 
trị nhỏ nhất của ham số /(x) = 2x-4y/6-x trên đoan 
[-3; 6]. Tống M + m co' giá tri la' 

A. 18. B. -6. c.-12. D.-4. 

(Trích đê thi thử THPT Ngô Gia Tự - Vĩnh Phúc) 
Câu 30: Cho hàm số fịxj = x^lĩ-x 2 có tập xác định 
D. Gọi M = maxf(x),m = minf(x). Khi đó M-m 
bằng: 

A. 1 B. Đáp số khác 

c. 2 D. 3 

(Trích đê thi thử THPT Yên Phong) 
Câu 31: Hàm số y = 4^x 2 -2x+3+2x-x 2 đạt giá trị 
lớn nhất tại hai giá trị X mà tích của chúng là: 

A.2 B.l C.o D.-l 

(Trích đê thi thử THPT Cái Bè) 
Câu 32: Giá trị lớn nhất của hàm số 

/(a?) = — + 2 yfx trên đoạn [l;4] là: 

A. 9 B. 32 C. 33 D.42 

(Trích đê thi thử tạp chí Toán học & Tuối írẻ lãn 3) 

Câu 33: Tìm giá trị lớn nhất của hàm số y = — trên 

đoạn [l; e 3 ] 

A. 4. B. 4 - c. 0. D. x=l. 

e e 3 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo - Nam Định) 
Câu 34: Giá ữị lớn nhất của hàm số 

f(x) = ^x-ìn(x + 2) hên đoạn [-1;2] là 

A. -In2. B. -ị. 

2 

c. l-21n2. D.ị-ln2 . 

2 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lê Quý Đôn) 
Câu 35: Tìm giá trị nhỏ nhất của hàm số y = x lnx+1 
trên khoảng (0;+oo). 

A -w =1+e B -®y =1+ ỉ 

c i$v =1 ~ e D -$S) y=1 ~ỉ 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Sơn La) 


Ngọc Huyền LB 

Câu 36: Tìm tất cả các giá trị của m để hàm số 
fịx)= mx+ ^ có giá trị lớn nhất trên r 1;2~| bằng -2. 

\ / x _ m L J 

A. m = -3 B. m = 2 c. m = 4 D. m = 3 
(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu) 
Câu 37: Giá trị nhỏ nhất của hàm số /(x) = x(2-lnx) 
ữên [2;3] là: 

A. 1 B. 4-21n2 

c. e D. -2 + 21n2 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo - Ninh Bình) 
Câu 38: Tìm giá trị lớn nhất của hàm số y=x+e 2x trên 
đoạn [0;l]. 

A. ipajC]/ = l. B. ijẸiajcy = e 2 +l. 

c. xn^cy = e 2 . D. I^aj(]/ = 2e. 

(Trích đê thỉ thử THPT Kim Liên - Hà Nội) 
Câu 39: Giá trị lớn nhất của hàm số y = -xe x bằng: 

'A. e B. - c. 0 D. -e 

e 

(Trích đê thi thử THPT Phạm Hông Thái) 
Câu 40: Tìm giá trị nhỏ nhất của hàm số 
y = log 2 2 x-41og 2 x+l trên đoạn [l;8] : 

A 'i®p~ 2 B - ÌỆ^J = l 

C. Mn^y = -3 D. Đáp án khác 

(Trích đê thi thử THPT Quảng Xương I) 
Câu 41: Giá trị lớn nhất M của hàm số 
/(x) = sừi2x-2smx là: 

A. M = 0 B. M = 4~~ 

2 

c. M = 3 D.M = -^ệ- 

2 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình lần 3) 
Câu 42: Tính giá trị nhỏ nhất của hàm sổ y = x+cos 2 X 

trên đoạn Ịty 4 J ? 

A. 1. B. 2. c. 3. D. 4. 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo - Nam Định) 
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chủ đề 1: Hàm sô và các ứng dụng của đạo hàm 


The best or nothing 


iưềng dẫn giải chi tiết 


Câu 1: Đáp án c. 

Do y= 3x ~2 đồng biến ữên [-1;2] và-2 Ể [-l;2]nên 
hàm số đạt giá trị min max tại hai đầu mút. Ta có: 
|y(-l) = -5 ° 

tĩS-1 '^psr- 5 ' 

Câu 2: Đáp án A. 

Cách 1: Ta có: 

3x 2 ( x-í)-x 3 -3 2x 3 -3x 2 -3 

(x-if (x-1 r • 

Nhận xét: y' > 0, V* E [2;4] 

Suy ra: ỵỆỊ.y = f (2) = 11. 

Cách 2: Sử dụng TABLE ữong máy tính ta cỏ: 


K_ _ FCỊÕ 

5 3=2 ỊỆnEÈ 

Ẽl 3.5 11671 
ĩlHttNT 15D7ẼB 


Lại có: 


yM~j 

y(-2)=-7 
y(-3) = -6 


Vậy minj/ = -7. 


1 K 1 F(X) 1 

M a Math 

1 1 F(K) 1 

" BỈ 

BI -alEỈ -irĩ 

ălBBEPVl-E.ăsnl 

-3 

-2.4 


Vậy ta chọn A. 

Câu 4: Đáp án c. 

Xét hàm số đã cho liên tục trên [-4; 4] , ta có: 
y' = 3x 2 -6x-9 

P = -le[-4;4] 

|_z = 3e[-4;4] 
y(-4) = -41 
y(-l) = 40 
■y(3) = 8 
y(4) = 15 


y' = ũo 


Vậy M + m =-41+40 = -l 
Câu 5: Đáp án c. 

Nhận xét: Hàm số đã cho có hệ số của các số mũ lẻ cùng 
dưomg nên đon điệu trên [-2;4].Suy ra, hàm số đạt 
GTLN,GTNN tại các đầu mút. 

Tổng của GTLN, GTNN là: y (-2)+y (4) = 64 
Câu 6: Đáp án c. 

Ta có: 

~ T=S 4_ 

Ị/ 1 = 3x 2 -2x-8, y'= 0< 


X = -| Ể [1;3] 
Jt = 2e[l;3] 


Ta thấy hàm số đồng biến teên [2; 4] từ đây ta kết luận 
mÌỊjLy = ll. 

Câu 3: Đáp án A. 

2x.(x+l)-(x 2 +3) r 2 +2x—3 
Cách 1: Ta có: y' = v ’ V -- = , 7 

i x+1 f (*+ự. 

Nhận xét: y' = 0 o x = -3(TM)-,x = l(l) 


vw —8 

Xét: y(2) = -12 
y(3) = -6 
Vậy maxy = -6. 

Câu 7: Đáp án c. 

Từ bài ra ta có: y = 2-x 

Do X, y là hai số không âm nên X e [ũ; 2] 

Thay vào p có: 

P~ặx 3 +x 2 +(2-xf-x+l = ịx 3 +2x 2 -5x+5 
P’ = x 2 +4x-5 

J* = l.[0;2] 


= -5ể[0;2] 

P(0)-5 
7 
3 
17 
3 


p( 1)-| 

m-T 


Vậy min P = -~ 

3 

Câu 8: Đáp án c. 

Nhận xét: hệ số của các số hạng chứa số mũ lẻ cùng 
dưong nên hàm số đã cho đon điệu trên tập xác định 
(hay trên R), suy ra hàm số đon điệu trên [l; 2] . 

Tống của giá trị nhỏ nhất và giá ữị lớn nhất của hàm số 
y = X 3 + X ữên [l; 2] là: 
y(l) + y(2) = 12 
Câu 9: Đáp án c. 

Ta có: y = (x-2) 2 +^^-4 
Đặt: t = x-2(x>2)=>t>0 

_ ,2 b4 . 

=>y = r+-+-4. 
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Công Phá ĩoán - Lứp 12 

Xét y = t 2 + ^-4 liên tục trên (ũ;+°o), có:y' = 2f——^ 
=>i/' = 0=>t = 3e(ũ; +00 ) 

Nhận xét: ứên (ũ;+oo) hàm số luôn đồng biến(lập bảng 
biến thiên để thấy rõ hon) nên 1/(3) = 23 là giá trị nhỏ 
nhất của hàm số đã cho. 


Sử dụng TABLE ta cũng có được kết quả như trên: 



Câu 10: Đáp án D. 

Xét / (x) = 3x+1 + —^ liên tục ữên (-2; 1], có: 


/'(*) = 3- 

/’(*M 


(* + 2) 
x = -l eD 
X = -3 Ể D 


í> 2 /' = 0 c 


Khi đó: 1 

Vậy D sai 

Câu 11: Đáp án D. 

Xét y = 2x 3 + 3x 2 - 12x+1 liên tục ừên [-1; 3]. Ta có: 
y' = 6x 2 +6x-12 

r* = l«[-l;3] 

[x = -2 Ể [-l;3]. 
y(-l) = 14 
Khi đó: • y(l) = -6 
y(3) = 46 

Suy ra m + M = 40e(39;42) 

Câu 12:Đáp án D 

Ta có y' = 3x 2 -3 = 0ox = ±l =>maxy = y(-l) = 2 
Câu 13: Đáp án A. 

Xét y = 2x 3 + 3x 2 - 12x +- 2 liên tục trên [-1; 2], ta có: 
y' = 6x 2 + ÓX-12 

*-le[-l;2] 

[x—2 S [-1;2]. 
y(-l)-15 
Khi đó: • y(l) = -5 

y(2)= 6 

Suy ra x 0 = 1 
Câu 14: Đáp án B. 


í>y' = 0o 


Ngọc Huyền IB 


=>y' = 0<=> 


_ x + 1 , , —2 

Nhận xét: hàm số 1/=—— có v' =-—— <0 Vx^l 

- 1 (*-l) a 

nên y luôn nghịch biến trên (-°°;l) và (l;+co) hay hàm 
số luôn nghịch biến trên [2; +00). 

Suy ra maxy = y(2) = 3. 

Câu 15: Đáp án C. 

Xét hàm SỐ y = -X 3 + 3x 2 liên tục ữên [-2; 1], ta có: 
y' = -3x 2 +6x 

x = 0e[-2;l] 

X = 2 Ể [-2; 1] 
y(-2) = 20 
Khi đó: -y(0) = 0 

ý(ó - 2 

Vậy max]/ = 20. 

Câu 16: Đáp án A. 

Ta có ab = 1.2 > 0 và hệ số a = 1 > 0 nên đồ thị hàm số 
có dạng parabol quay bề lõm xuống dưới, tức là hàm số 
đạt giá trị nhỏ nhất tại x = 0=>ỊnịrỊy = y(o) = -l. 

Câu 17: Đáp số A. 

Áp dụng lý thuyết: Hàm số y = ax + b luôn đon 
cx+d 

điệu hên [«;&] với [«;&] không chứa — nên 
GTLN, GTNN xảy ra tại các điểm đầu mút. 
[y(-4) = ị _ 

Khi đó: •r'' 1 3 .Vậy miny = -l. 

[y(-2) = -l ^ 

Câu 18: Đáp án D. 

Xét /(x) = 2x 3 -3x 2 -12x + 10 liên tục trên [-3;3],có: 
/’(x).= 6x 2 -6x-12 


/'(x) = 0o 


X = -1 e [-3; 3] 
x = 2e[-3;3] 

/(-3) = -35 
/(-!) = 17 
/( 2 ) = -10 
/(3) = ! 

_ , ,_J/W = 17 

Vậy 

Câu 19: Đáp án A. 

Xét hàm số y = |2x 2 - 3x -1| liên tục trên r 
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Chủ để 1: Hàm sỏ' và các ứng dụng của đạo hàm 


The best or nothing 


y = |2x 2 -3x-l| = ^2x 2 -3x-ĩj 
2(4z-3)(2x 2 -3x-l) 


Suy ra: y' = 0 <»x = ^e^;2j 

ừ: 

Khi đó: 


à không xác định tại 


0>* 


J 8 

y(i)=2 

y( 2 )-i 

Vậy maxi/ = y. 

Câu 20: Đáp án D. 

Xét y = X 3 +5x+7 liên tục trên [-5;0]. 

Áp dụng lý thuyết: 

"Các hàm đa thức với các số mũ lẻ có hệ số là các số 
cùng âm, hoặc cùng dương thì luôn đơn điệu trên tập 
xác định nên GTLN, GTNN xảy ra tại các điểm đầu 
mút." 

h(-5)—M3 
Câu 21: Đáp án D. 

Sử dụng lệnh TABLE ữong máy tính cầm tay vói 
S tart: -5; End: 5, Step: 1 thì ta có _ 


_ ,F(ỊỊ) 

-ụ .|ilậ 

-3 i.isĩĩ 


H _ _F 

3 3 

Ị ộ_ỹ 'n 

11 BKSSHHÍ? D. 


FÍX) 

|L Èaạu 
ÕẼĨB 


y' = 0 <=> X 2 + 2x - 3 = 0 <=> 

y(o) = 0 

y 1 —1 

y( 3 )=° 


1) 

x = le[0; 3] 

x = 3e[ũ;3] 


Câu 23: Đáp án A. 

Xét f(x) = x 3 -mx+18 liên tục ữên [l; 3] ,có: 

/'(*)- 3 ? -m 

/'(*)-» 

o 3 x 2 = m 

Vói m = 0 không thỏa mãn. Vậy ta loại c, D. 

Vối m>0 thì f'{x )>0 với mọi X, từ đây suy ra 
^niri /(*) = /(l) = 19-m<2om>17 

Câu 24: Đáp án B 
Ta có: 

/(*) = WT7.D = [-1;1] 

f'(x) = JĨ^7-x.-j== 

£ 


JfJB 

/ệ.1 
l 2 J 2 
/( 1 ) = 0 

na xf(x) = fịệ\ = ị 

-1 ;!] JK 1 { 2 J 2 

5: Đáp án: A 

àm SỐ V = 2x + 3^9-X 


Câu 25: Đáp án: A 
Xét. hàm số y = 2x + 3\l9-x 2 liên tục hên D = [-3; 3], 
có: 


j/' = 2+3.— 


Nhận xét: Hàm số đạt GTNN là d- khi X = 1 và GTLN 

là 3 khi x = -l. Vậy M.m = 1 
Câu 22: Đáp án D. 

Xét hàm số y = x ~^ x liên tục trên, có: 
x + 1 

_(2*-3)(x+l)-x 2 +3x _x 2 +2x~3 


2 V9-X 2 y/9-x 2 

y' = 0 <=> 2-^9-X 2 = 3x 

='*‘ ± jy s h 3;3 ] 

[y(-3).-6 
(■ /361 3V5 

ị-nr 5 
y( 3 H 

Vậy Ị^y=- 6 - 

Câu 26: Đáp án D. 

Điều kiện: xe[ũ;l] 


2^5 
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Công Phá Toán - Lớp 12 

Do hàm số khá phức tạp, nên ở bài toán này ta nên sử 
dụng lệnh TABLE để tính: 

Ta nhập hàm số với START 0, END 1, STEP 0,1 thì ta 
được: 



Vậy M=l;m=-l=>M-m=2 
Câu 27: Đáp án: A 

Xéthàmsố = trên D = (-co;-l]uỊ\;^j. 


Nhận thấy hàm số đã cho liên tục trên (-°°;l] và Ịl;^j 
Ta có: 

/ ' w= (TỆfc* / ' w ' 0 ~*' , ỉ eD 

Nhận xét: Hàm số luôn đồng biến hên (-co; l] và luôn 


3" 

nghịch biến hên 1; d 


Khi đó: 



Suy ra: max y = 0 và không tồn tại min y . 

Câu 28: Đáp án A. 

Tập xác định: D = ị-4ĩ; *Jĩị. 

Tac6: / ' w= k&" 1 

/' (.lộ = 0 <=> X = -1; Lúc này so sánh các giá trị của hàm 
số tại hai điểm đầu mút và tại x = -'Ịỉ; X = y/ĩ ta được: 

max /(*) = / (-l) = 2. Vậy ta chọn A. 


Câu 29: Đáp án B. 

f(x) = 2x-á-j6^x (x<6) 

Xét f[x ) liên tục trên [-3; 6] 


/'(x) = 2+2.—L=>0 Vxe[-3;6) 

y/6-X 

=> f(x) luôn đồng biến ữên [-3; 6) và f(x) không 
xác định tại x = 6. 

=> Áp dụng lý thuyết => m + M = /(-3) + /(ó) = -6. 
Câu 30: Đáp án A. 

Tập xác định: D = [-l;l] 

Xét /(x) liên tục ữên D 


f{x) = 'Jl-x ỉ — J=== (x*±l) 
vl-x 2 

=>f(x) = Q<^yll-x 2 ~- ĩ £= = 0 
yịl-x 2 


^=it- 

<=>l-x 2 =x 2 <=> 


\r-( „ =>M-n 

•(ÍB 


/W=° 

Câu 31: Đáp án c. 

Sử dụng TABLE ta có: 


1 F(K) 

ạ B.ÌẸẬạ 

I E.ESẼB 


Ta thấy tại hai giá tị x = 0-,x = 2 thì hàm số đạt giá trị 
lớn nhất, do đó ta chọn c. 

Câu 32: Đáp án B. 

Xét f(x) liên tục hên [l;4] 

mđó: Ị/(4H^W /W " 32 

Câu 33: Đáp án B. 

Tập xác định: D = [l; e 3 ] 

Xét y = liên tục trên [l; e 3 ] 


y' = - 


y' - 0<=> 


X 2 

Ịìnx = 0 
[lnx = 2 <í 




y(l)-0 

ln( e 2 ) = -l => maxy = 4-- 
v ' ẹ M e 


Câu 34: Đáp án c. 

Xét /(x) liên tục hên [-1;2] 

f'{x) = ị - Ị- 

2 x+2 

f'(x) = 0or = 0e {—1;2Ị 
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Chủ đề 1: Hàm sô" và các ứng dụng của đạo hàm 


The best or nothing 



= <0 Vx+m 

( x - m Ỵ 

=>/(*) luôn nghịch biến trên [l;2]. 

^■Ịỉlf/W- 2 <=»iJỉf/W=-2 

<=>= -2 (m 5* 2Ìo m = 3 
1-m v ' 

Câu 37: Đáp án B. 

/(x) = x(2-lnx) 

Xét /(x) liên tục teên [2;3] 

/'(x) = 2-lnx-l = l-lnx 
/'(*) = 0olnr=lox = ee[2;3] 
í/(2) = 4-21n2 

Khi đó: 1 /(e) = e =^min/(x) = 4-21n2. 

[/(3) = 6-31n2 2,3 

Câu 38: Đáp án B. 

Xét hàm số y = x+e ĩx liên tục trên [ũ;l] 

Ta có: y' = 1 + 2e 2ĩ > 0 Vx e [ũ;l] 

=>^y = {y(o);y(l)} = {l;l+ e 2 } = l+ e 2 

Câu 39: Đáp án B. . 

Tập xác định: D = R: 


[ cosx = ĩ f X = ±k2n 



Câu 42: Đáp án A. 

Xét y liên tục ttên Ị^0;^j 
y' = l-2cosx.sinx 

y' = 0osin2x = lox = fatH-j(Ẫ:eZ) =>x = ^ 

y(°H 

Khi đó: (nA Jt I=>miny = l. 

KỈJ = ! + Ỉ w 
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D„ ứng dụng EỦa ETLn, ETm VÊI0 Ihụe ESin, gSâl 
quyến EÓE Mốn dế lối uu„ 


Trong các ứng dụng toán học, ứng dụng thường thấy là ứng dụng đạo hàm tìm GTLN, 
GTNN của hàm số đê’ giải quyết các vấn đề tối ưu. Dưới đầy ta xét một số ví dụ từ đó 
đưa ra kết luận về các bước giải quyết bài toán. 



Với s = 4.x.h + X 2 = 108 là diện tích bìa làm hộp. 


=>h = ^ x . Khi đó thể tích của khối hộp V = x 2 . x =2 7x-ịx 3 ( đvtt) 
4x ' 4x 4 

Bài toán trở thành tìm GTLN của hàm số fịx ) = 27X-ịx 3 trên Ịũ; Vl 08 j . 

Ta có /'(;t) = 27-|;c 2 =0<=>x = 6(thỏamãn), suyra h=3 
Khi đó thể tích lớn nhất là V = 6\3=108 (đvtt). 

Trước khi giải quyết ví dụ 1, nhiều độc giả thường bối rối trước bài toán khi cố 
đi tìm xem kích thước nào là có thể tích lớn nhất. Nhiều độc giả có thể thử 
nhiều trường hợp khác nhau để dẫn đến kết luận bài toán, giống như các hình 
dưới đây: 


v=74~ v = 92 v = 103 j 

4 4 



Tuy nhiên, ta có một số bước cơ bản để giải quyết bài toán tối ưu thực tế như 
sau: 


1. Xác định tất cả các biến. 

2. Viết công thức của đại lượng cần tối ưu, sau đó tù' mối quan hệ đề cho đưa về 
một biến (có thể là biến cần xác định hoặc biến dẫn đến công thức nhẹ gọn). 

3. Tìm miền của hàm cần tìm GTLN, GTNN. 

4. Tiếp tục giải như một bài toán tìm GTLN, GTNN thông thường. 
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Chủ đề 1: Hàm sô' và các úhg dụng của đạo hàm 

Ví dụ 2: Cho một tấm nhôm hình vuông cạnh 12 cm. Người ta cắt ở bốn góc 
của tấm nhôm đó bốn hình vụông bằng nhau, mỗi hình vuông có cạnh bằng X 
(cm), rồi gập tấm nhôm lại như hình vẽ dưói đây để được một cái hộp không 
nắp. Tìm X để hộp nhận được có thể tích lớn nhất. (hình 1.16) 


ir 

L 

ZL 

_r 



Hình 1.16 

À. X = 6. B.x = 3. c. X = 2. D.x = 4. 

(Trích đê thi minh họa ĩãnl- BGD ĐT) 

Đáp án c 

Khi chuyển thành hộp không nắp thì chiều cao của hộp chính là chiều cao của 
hộp không nắp được tạo ra. Vậy thể tích của hộp là 
V = (12 - 2 xf .X = 4x 3 - 48x 2 + 144x 


Bằi toán ữở thành tìm GTLN của hàm số f(x)=4x 3 - 48x 2 + 14ẩx ữên (ũ; 12). 
Ta có /'(x) = 12x z -48.2x + 144 = 0o[* = ^ . 


Ví dụ 3: Một nóc tòa nhà cao tầng có dạng một hình nón. Người ta muốn xây 
một bể có dạng một hình trụ nối tiếp trong hình nón để điứa nước (như hình 
vẽ minh họa). 

Cho biết SO = h;OB = R và OH = <x<hỴ Tìm X để hình trụ tạo ra có thể 

tích lón nhất. 

(Hình trụ nội tiếp ữong hình nón là hình ữụ có trục nằm trên trục của hình 
nón, một đường tròn đáy nằm trên mặt đáy của hình nón, đường tròn đáy còn 
lại nằm ữên mặt xung quanh của hình nón). (hình 1.17) 

A. x=~ B.*-í C.X.Ệ D.z=| 

3 4 3 2 

_ _ _ (Trích đê thi thử Sở GD- ĐT Lâm Đồng) 

Đáp án A. 


Lời giải 

Bài toán này tưomg tự như bài toán hộp mì tôm mà tôi đã ra trong cuốn bộ đề 
Tinh túy ôn thi THPT Quốc gia môn Toán năm 2017. 


h-x 


Áp dụng định lý Thales ta có — = ^ 


_(h-x)R 


(h-x) .R 2 TT.R 2 , „ „ \ 

Khi đó V = itr 2 .x = n.- -- .x=--^—.ịx 3 -2hx 2 +h 2 x) 

h 2 h 2 V > 
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Để hình trụ tạo ra có thể tích lớn nhất thì /(x) = x 3 - 2ÌĨX 1 + h 2 x đạt GTLN với 
0 <x<h 


CHÚ Ý: Nếu miền hàm cần 
tìm là một đoạn thì ta cần 
so sánh cả hai điếm đầu 

Nếu miền hàm cần tìm là 
một khoảng thì chi cần xét 
các điểm làm cho y' = 0 
hoặc không xác định. 


STUDY TIP: Với hàm 
bậc hai tìm GTNN ta 
có thể đưa về dạng 
f(x) = (ax-b) 2 +A. 
Dấu bằng xảy ra khi 
b 

X = —. 


Ta có /'(x) = 3x 2 -ấhx + h 2 =ũox = ^. 

Từ các bài toán trên tôi đưa ra một quy trình gợi ý cho bài toán tối ưu thực tế: 
Ta tiếp tục với các bài toán sau, từ đó rút ra kết luận để giải quyết bài toán thực 
tế nhanh hơn. 


Ví dụ 4: Một công ty kinh doanh thực phẩm ước tính rằng số tiền thu vào ở 
việc kinh doanh rau được tính xấp XỈ bằng công thức 
h (x) = X 2 - 29 OOOx +1000 100 000 và tiền lãi được tính bằng công thức 
g(x^j = lOOOx 4-100 000 với X là số tiền cho mỗi kg rau. Tìm X để số tiền vốn bỏ 
ra là ít nhất. 

A. 15000 đồng B. 30000 đồng C.lOOOOđồng Đ. 20000 đồng 

Đáp án A. 

Khi đó số tiền vốn bỏ ra sẽ được tính bằng công thức /(x) = /ĩ(x) -g(x) 

= x 2 -30 OOOx +1000 000 000 = (x - 15000) 2 + 775 000 000 > 775 000 000 
Dấu bằng xảy ra khi X = 15000. 

Ví dụ 3: Bác nông dân định làm một hàng rào trồng rau, bác có 200 m vật liệu 
để làm hàng rào. Và hàng rào có dạng như hình vẽ bên. Hỏi diện tích đất lớn 
nhất để hồng rau là bao nhiêu? 



A. 625 m 2 B . ^% 2 c.2500m 2 D. 10000 m 2 

_ 3 ___ 

Đáp án B. 


Phân tích 

Ở đây đề bài cho một dữ kiện đó là có 200 m vật liệu để làm hàng rào. Từ đây 
nếu ta đặt một chiều của hàng rào theo một biến thì ta sẽ tính được chiều còn 
lại của hàng rào theo biến này. Lúc này, thiết lập công thức diện tích theo một 
biến, dùng đạo hàm tìm GTLN của hàm số một biến này. 

Lời giải 


Đặt chiều còn lại của hàng rào là y, khi đó ta có: 4x + 3y = 200 'oy = —— 


Khi đó diện tích đất rào được được tính bằng công thức: 
s=f(x) = 2.x 200 ~ 4x = ị ,4x.(200 - 4x) 


Áp dụng bất đẳng thức ab < 


( a + b f 


ta có: 


ị Ax. (200 - 4x) < ị. ị. (200 - 4x + 4 xf = ™ (m 2 ) 
Dấu bằng xảy ra khi 4x=200 - 4x <=> X = 25 
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Chủ dể 1: Hàm scí và các ứng dụng của đạo hàm 



Đề bài cho ta dữ kiện về chu vi của hàng rào là 200 m. Từ đó ta sẽ tìm được mối 
quan hệ giữa X vàr, đến đây ta có thể đưa về hàm số một biến theo l hoặc theo r 
như sau: 


Kêí luân: Với hàm số 
bậc hai thì giá trị lớn 
nhất hoặc giá trị nhỏ 
nhất của hàm số trên 
đoạn [a,b] đạt được 

tai x = — nếu 
2a 



Hình 1.19 



Ta CÓ x+2r = 200 o r = 100 “. Từ đây ta có r>0=>x<200. 

Diện tích đất rào được tính bởi: / (x) = X. Ị^IOO _ 2 j = ~ 2 ~ + 100* • 

_~2 

Xét hàm số /(x) = -y- + lOOx trên khoảng (0; 200). 

Đến đây áp dụng quy tắc tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số trên 
đoạn như ở phần lý thuyết trên thì ta cổ phương, trình: 

/’ỊxỊ=0o-r+100 = 0 <=> X = 100 

Từ đó ta có / (ìoo) = 5000 là giá trị lớn nhất của diện tích đất rào được. 

Trên đây là cách làm áp dụng quy tắc chúng ta vừa học, tuy nhiên tôi muốn 
phân tích thêm cho quý độc giả như sau: Ta nhận thấy hàm số trên là hàm số 

bậc hai có hệ số a = - ỉ < 0 , vậy đồ thị hàm số có dạng parabol và đạt giá trị 

lởn nhất tại X = . Vậy áp dụng vào bài này thì hàm số đạt giá trị lớn nhất 

2 a 

tại X = = 100. Từ đó tìm /(ìoo) luồn mà không cần đi tính /'(x). 

-ị.2 

_ 2 __ 

Ví dụ 6: Một công ty sản xuất khoai tây chiên giới hạn về kích thước hộp sao cho 
tổng chiều dài l của hộp khoai tây chiên và chu vi đường tròn đáy không vượt 
quá 84 cm (để phù hợp với phương thức vận chuyển và chiều dài truyền thống 
của dòng sản phẩm như hình 1.19). cồng ty đang tìm kích thước để thiết kếhộp 
sao cho thể tích đụng khoai tây chiên là lóh nhất, thể tích đó là: 

A. ^^cm 3 B. 29152 cm 3 c. 14576 cm 3 D. ^ 57f ^ cnỉ 

71 TC 

Đáp án A. 

Ta có hình 1.20. 

Do đề bài yêu cầu tìm thể tích lớn nhất của hộp khoai tây chiên và tổng chiều 
dài l và chu vi đường tròn đáy không vượt quá 84 cm nên: 

Nếu muốn thể tích lớn nhất ta sẽ lấy giới hạn max của tổng độ dài tức là 
z+p = 84<=> l+2nr = 84 với rlà bán kính đường tròn đáy. 

<=> l = 84-2ji r. Thể tích của hộp khoai tây chiên được tính bằng công thức: 

V = 7tr 2 / = Tcr 2 (84 - 27tr) = 847ư 2 -27ĩV =f(r ) 


Hình 1.20 
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STUDY TIP: Để tìm 
GTLN-GTNN ta có 
thê’ sử dụng các bất 
đẳng thức quen thuộc 
như Cauchy, 

Bunyakovsky đế giải 
quyết nhanh bài toán 
mà không cần tìm đạo 
hàm. 



300 m 


Ta CÓ /'(r) = 1687tr-67t 2 .r 2 = 67tr(28-7ĩr) = 0<: 


Giống như trong cuốn Bộ đề tinh túy ôn thi THPT quốc gia năm 2017 tôi đã viết 
thì quý độc giả có thể nhận ra ngay /(o) là giá trị cực tiểu của hàm số, / 
là giá trị cực đại của hàm số. Vậy đến đây ta tư duy nhanh 
*■. 

Ví dụ 7: Chủ của một nhà hàng muốn làm tường rào bao quanh 600 m 2 đất để 
làm bãi đỗ xe. Ba cạnh của khu đất sẽ được rào bằng một loại thép với chi phí 14 
000 đồng một mét, riêng mặt thứ tư do tiếp giáp với mặt bên của nhà hàng nên 
được xây bằng tường gạch xi măng với chi phí là 28 000 đồng mỗi mét 
(hình 1.21). Biết rằng cổng vào của khu đỗ xe là 5 m Tìm chu vi của khu đất sao 
cho chi phí nguyên liệu bỏ ra là ít nhất, chi phí đó là bao nhiêu ? 

A. 100 m, 1 610 000 đồng B. 100 m, 1 680 000 đồng 

c. 50 m, 1 610 000 đồng D. 50 m, 1 680 000 đồng 

Đáp án A. 

Ta có các kích thước được kí hiệu như sau 


Do đề đã cho diện tích khu đất nên xy = 600 =>y = - 

Chi phí nguyên liệu được tính bằng công thức 

/ (*) = Ịx - 5 + 2. ^ j .14 000 + 28OOOx = 42000* + 16800000 -70000 VỚỊ x>5. 
Nhận thấy X dưong, do vậy ở đây ta có thể nhận ra ngay bất đẳng thức Cauchy 
với hai số dương. Vậy f(x)> 2^42000x.^^M - 70 000 = 1610 000 

Dấu bằng xảy ra khi 42000* = — 800000 <ox = 20 

X 

Vậy chu vi của khu đất là 2.(x + y) = 2.Ị20 + ^j = 100 m. 

Chú ý : Nhiều độc giả quên trừ đi đoạn cổng vào nên sẽ chọn nhầm phương án 
B hoặc D. 

Trên đây là các dạng toán tối ưu nguyên liệu, tiếp theo ta có các bài toán tối ưu 
thời gian như sau: 

Ví dụ 8: Một người phải đi đến một cái cây quí trong rừng càng nhanh càng tốt. 
Con đường mòn chính mà người ta hay đi được miêu tả như sau: 

Từ vị trí ngưòi đó đi thẳng 300 m gặp một cái ao nên không đi tiếp được nữa, 
sau khi rẽ trái đi thẳng 600 m đường rừng sẽ đến cái cây quí đó. 

Biết rằng nếu đi đường mòn thì anh ta có thể chạy với tốc độ 160 m / phút, còn 
khi đi qua rừng anh ta chỉ có thể đi với tốc độ 70m/ phút. 

Đó là con đường đi truyền thống mà người ta hay đi, vậy con đường đi mà mất 
ít thòi gian nhất được miêu tả 

A. đi thẳng từ vị trí người đó đứng đến cái cây. 

B. đi theo đường mòn 292 m rồi rẽ trái đi đến cái cây. 
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c. đi theo cách truyền thống ở trên. 

A. đi thẳng 8 m rồi rẽ trái đi đến cái cây. 




Đáp án D. 

Kí hiệu như hình 1.22 ta có 

Tổng thời gian người đó đi đến cái cây được tính theo công thức: 
3 00 -X yỏoo 2 
160 + 70 


- vói 0<x<300 


STUDY TIP: Ở đây ta 
sử dụng công thức 
tính thòi gian trong 
chuyển động thẳng 


đều t = —. 


Đến đây công việc của ta là đi tìm giá trị nhỏ nhất của hàm số / (x) trên 
[ũ; 300] . Ta lần lượt làm theo các bước: /' (x) = Ị- + 


160 70 2 V 6 OO 2 


/' (x) = 0 o 16x = 7 a/ 600 2 + X 2 <=>256x 2 = 49. (600 2 + x 2 ) <=>207x 2 = 49.600 2 

_ , _ 49.600 2 7.600 _ 

207 -s/207 

Đến đây nhiều độc giả có thê’ vội chọn B. Tuy nhiên nhìn kĩ thì thầy D mới 
đứng, vì theo miêu tả thì người đó sẽ đi 300 - X mét sau đó thì đi thẳng đến cái 
cây. _. 


C!ị lkm 

Q 


Ví dụ 9: Giả sử bác An đang ở trên một con thuyền (kí hiệu hình ngôi sao ứên. 
hìhh vẽ) cách điểm gần nhất trên bờ biển p là 2km. Bác An cần đến điểm Q 
cách điểm gần nhất s bên bờ biên lm. Kí hiệu như hình vẽ, biết rằng PS = 3 km 
Tốc độ chèo thuyền là 2km/h, tốc độ đi bộ trên bờ biên là 4/cm / h . Thời gian 
ngắn nhất mà bác An có thể đi đến Q là : 

A.l giờ 41 phút B. lh 30 phút. 

Clh46phút D. lh 30 phút. 


Đáp án A. 

Lời giải 

Đây là bài toán tương tự như ví dụ 8: 

Giả sử PM = x(knì ). Khi đó MS = PS-MP = 3-x(km). 

Nếu chèo chuyền đến điểm M và tiếp tục đi bộ đến Q thì khi đó biểu thức thời 
gian được tính bằng công thức: 

\ ìlx 2 + 2 2 J(3 ~x) + 1 2 I-_ 1 

/ (x) =-^— + - Ỵ - vói X 6 [ũ; 3 ]. (Tương tự như ví dụ 8). 

Để biết con đường đi đến Q mà tốn ít thời gian nhất thì ta đỉ tìm X để /(x) đạt 

giá trị nhỏ nhất ữên [ũ; 3 ]. 

_ a/x 2 +4 Vx 2 -6x + 10 


Xét hàm số / (x) = - 


T 0 ' 3 ]- 


\ 1 2x 1 2x-6 

Ta có / (x) = ^.— . +4- , = 

v ; 2 2\jx 2 +4 4 2-y/x 2 -6x + 10 

/' (x) = 0 <=> X = 1 (Do ở đây khoảng nghiệm ngắn nên ta dừng máy tính và 
dùng CALC dò nghiệm ra luôn kết quả). 

Khi đó thời gian ngắn nhất mà bác có thể đi đến Q là: 


m= 


V 1 + 2 2 , 


^ (h )«1 giờ 41 phút. 
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Các bất đẳng thức thường được áp dụng trong dạng toán tối ưu 
thực tế. 

1. Bất đẳng thức AM - GM (hay bất đẳng thức Cauchy) 

Với 2 s ốa,b là hai số thực không âm, ta có : 

ữ+fr>2-v/ãb.Dấubằngxảyrakhi a = b. 

Với n số thực không âm x ĩ ỊX 2 ;..;x n ta có: 

,Xj + x 2 +... + x n > nnỊx 1 x 2 x ĩ ...x n 
Dấu bằng xảy ra khi = x 2 =.. = x n 

2. Các bất đẳng thức hệ quả 
Hệ quả 1: Ta có (íỉ - bf > 0 ,Va,b 

<=>ÍZ 2 +b 2 >2áb,\/a,b 

<=> (a + bf > 4áb, \/a,b 
Dấu bằng xảy ra khi a=b. 

Hệ quả 2: Nếu tổng của hai số dương, không đổi thì tích của chúng lớn nhất 
khi hai số đó bằng nhau. 

Hệ quả 3: Nếu tích của hai số dương không đổi thì tổng của chúng nhỏ nhất 
khi hai số đó bằng nhau. 
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The best or nothing 


í':..7".-.^ ' 

Bài tập rèn luyện kỹ năng 

Câu 1: Tại vị trí một khu đất có săn một bức tường cũ 
dài 12)72, người ta dự định xây một căn nhà kho nền 
hình chữ nhật với diện tích 112772 2 . Biết rằng giá đê’ 
sửa bức tường cũ dài 1)72 bằng 25% giá xây 1772 dài 
mới; giá công đập dỡ bức tường cũ dài. 1772 và tận 
dụng vật liệu đã gỡ ra để xây 1)72 dài mới vói vật liệu 
mới. Hỏi toong điều kiện như vậy, nên tận dụng giữ 
lại bao nhiêu mét tường cũ để kinh phí xây dựng kho 
là ít nhất? 

A. Khoảng 11,3 772 B. Khoảng 0,7 772 
c. Khoảng 10 772 D. Khoảng 2 772 

(Trích tạp chí Toán học và Tuổi trẻ) 
Câu 2: Cho một tấm nhôm hình vuông cạnh 18 cm. 
Người ta cắt ở bốn góc của tấm nhôm đó bốn hình 
vuông bằng nhau, mỗi hình vùông có cạnh bằng X 
(cm), rồi gập tấm nhôm Ịại như hình vẽ dưới đậy để 
được một cái hộp không nắp. Tĩm x đểhộp nhận được 
có thể tích lớn nhất. 



A. x = 6 B. x = 3 c.x = 2 D. X = 4 

(Trích đê thi thử THPT Bảo Lâm) 
Câu 3: Khi nuôi cá thí nghiệm toong một hồ, nếu trên 
mỗi đơn vị diện tích mặt hồ nuôi n con cá ịn e N* Ị thì 
trung bình sau mỗi vụ mỗi con cá nặng 
p()ĩ) = 480 -2072 (gam). Hỏi phải thả bao nhiêu con cá 
trên mỗi đơn vị diện tích mặt hồ để sau mỗi vụ khối 
lượng cá thu được là nhiều nhất? 

A. 10 con B. 12 con c. 9 con D. 15 con 

(Trích "đê THPT Chu Văn An; THPT chuyên Vị Thanh") 
Câu 4: Một công ty bất động sản có 50 căn hộ cho thuê. 
Biết rằng nếu cho thuê mỗi căn hộ với giá 2.000.000 
đồng một tháng thì mọi căn hộ đều có người thuê và 
cứ tăng thêm giá cho thuê mỗi căn hộ 100.000 đồng 
một tháng thì sẽ có 2 căn hộ bị bỏ trống. Hỏi muốn có 
thu nhập cao nhất thì công ty đó phải cho thuê mỗi 
căn hộ với giá bao nhiêu một tháng. 

A. 2.225.000 B. 2.100.000 

c. 2.200.000 D. 2.250.000 

(Trích đê thi thử "THPT chuyên Bắc Cạn; Đông Sơn I") 


Câu 5: Cho hai vị trí A, B cách nhau 615m, cùng nằm 
về một phía bờ sông như hình vẽ. Khoảng cách từ A 
và từ B đến bờ sông lần lượt là 118m và 487m. Một 
người đi từ A đến bờ sông để lấy nước mang về B. 
Đoạn đường ngắn nhất mà người đó có thể đi là: 



(Trích đê thi thử ĩãn I - THPT chuyên Amsterdam) 
Câu 6: Một toang toại chăn nuôi dự định xây dựng một 
hầm biogas với thể tích 12 772 3 để chứa chất thải chăn 
nuôi và tạo khí sinh học. Dự kiến hầm chứa cớ dạng 
hình hộp chữ nhật có chiều sâu gấp rưỡi chiều rộng. 
Hãy xác định các kích thước đáy (dài, rộng) của hầm 
biogas để thi công tiết kiệm nguyên vật liệu nhất 
(không tính đến bề dày của thành bể). Ta có lách thước 
(dài; rộng - tính theo đơn vị 772, làm tròn đến một chữ 
số thập phân sau dấu phẩy) phù hợp yêu cầu là: 

A. Dài 2,42 772 và rộng 1,82 772 

B. Dài 2,74 772 và rộng 1,71 772 
c. Dài 2,26 772 và rộng 1,88 772 
D. Dài 2,19 772 và rộng 1,91 772 

(Trích đẽ thi thử ĩấn II - THPT chuyên Lam Sơn) 
Câu 7: Người ta cần xây một hồ bơi vói dạng khối hộp 

chữ nhật không nắp có thể tích là ^p)77 3 . Đáy hồ là 

hình chữ nhật có chiều dài gấp đôi chiều rộng. Giá 
thuê nhân công đê’ xây hồ được tính theo mét vuông 
(gồm đáy hồ và bồn xung quanh thành hồ). Đê’ chi phí 
thuê công nhân thấp nhất thì cần xây bờ hồ có chiều 
rộng là: 

Ă.5m B.4m c. lũm D. 12m 

(Trích đê thi thử THPT Hiệp Hòa SỔI) 
Câu 8: Cần thiết kế các thùng dạng hình trụ có nắp 
đậy đê’ đựng sản phẩm đã chế biến có dung tích 
vịcm 3 Ỵ Hãy xác định bán kính đường tròn đáy của 
hình trụ theo V để tiết kiệm vật liệu nhất. 



(Trích đẽ thi thử lân I - THPT Lương ThếVinh) 
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Câu 9: Khi sản xuất vỏ 
lon sữa bò hình trụ, các 
nhà thiết kế luôn đặt 
mục tiêu sao cho chi phí 
nguyên liệu làm vỏ lon 
là ít nhất, tóc là diện tích 


toàn phần của hình trụ là nhỏ nhất. Muốn thể tích khối 
trụ đó bằng V và diện tích toàn phần phần hình ữụ 
nhỏ nhất thì bán kính đáy R bằng: 



(Trích đê thi thử THPT Trần Hựng Đạo ĩán 2; THPT 
Triệu Sơn 2) 

Câu 10: Cho hình nón tròn xoay (N ) có đinh s và đáy 
là hình tròn tâm o bán kính r nằm trên mặt phang 
(p), đường cao SO=h. Điểm O' thay đổi trên đoạn 
SO sao cho SO'=x (ọ<x<h). Hình trụ tròn xoay 
(T) có đáy thứ nhất là hình tròn tâm o bán kính r' 
(o < r' < r) nằm trên mặt phẳng (p), đáy thứ hai là 
hình tròn tâm O' bán kính r' nằm trên mặt phang 
(Q), (Q) vuông góc vói SO tại 0' (đường tròn đáy 
thứ hai của (r) là giao tuyến của (Q) vói mặt xung 
quanh của (N)). Hãy xác định giá trị của X đê’ thế tích 
phần không gian nằm phía trong (N) nhưng phía 
ngoài của (r) đạt giá trị nhỏ nhất. 

A. x = \h B. x = \h c. x-ịh D. x = \h 

2 3 3 4 

(Trích đê thi thử tạp chí THTT Ỉẵn 5) 
Câu 11: Một chất điểm chuyển động theo quy luật 
s = 6f 2 -f 3 . Thòi điểm t (giây) tại đó vận tốc V (m/s) 
của chuyến động đạt giá trị lón nhất là: 

A. t = 2 B. t = 3 c. f = 4 D. f = 5 

(Trích đê thi thử THPT Quảng Xương I; THPT chuyên 
Thái Bình tân I) 

Câu 12: Một con cá hồi boi ngược dòng đê’ vượt một 
khoảng cách là 3001<m. Vận tốc của dòng nước là 
6 km / h. Nếu vận tốc bai của cá khi nưóc đứng yên là 
V ịkm /h) thì năng lượng tiêu hao của cá trong t giò 
được cho bởi công thức: Eịy) = cv 3 t. Trong đó c là một 
hằng số, E được tính bằng jun. Tìm vận tốc bai của cá 
khi nước đứng yên đê’ năng lượng tiêu hao là ít nhất. 

A. ốkm/h B. 9 km/h c Ĩ2km/h D. 157cra//i 
(Trích "đê thi thử sở GD&ĐT Hưng Yên tân I; THPT 
Vĩnh Chân tân I; THPT chuyên Lam Sơn Thanh Hóa") 


Ngọc Huyền LB 

Câu 13: Một đường dây điện được nối từ một nhà máy 
điện ỏ A đến một hòn đảo ỏ c. Khoảng cách ngắn nhất 
từ c đến B là lkm. Khoảng cách từ B đến A là 4. Mỗi 
km dây điện đặt dưói nước là mất 5000 USD, còn đặt 
dưới đất mất 3000 USD. Hỏi điểm S ữên bò cách A bao 
nhiêu đê’ khi mắc dây điện tù’ A qua s rồi đến c là ít 
tốn kém nhất. 


c 



4 ■ 4 '4 '4 


(Trích “đê thi thử THPT Cái Bè tân ỉ; THPT Nguyễn Đình 
Chiểu; Sở GP&ĐT Bạc Liêu; THPT chuyên Hạ Long") 
Gâu 14: Người thợ cần làm một bê’ cá hai ngăn, không 
có nắp ở phía trên vói thê’ tích 1,296m 3 . Người thợ 
này cắt các tấm kính ghép lại một bê’ cá dạng hình hộp 
chữ nhật vói 3 kích thước a, b,c như hình vẽ. Hỏi người 
thợ phải thiết kế các kích thước a, b, c bằng bao nhiêu 
đê’ đõ tốn kính nhất, giả sử độ dầy của lánh không 
đáng kể. 



A. a =3,6m;b=0,6m;c=0,6m 

B. a = 2, ếm;b=0,9m;c=0, ốm 
c. a =l,8m;b=l,2m;c=0,6m 
D. a =l,2m;b=l,2m;c=0,9m 

Câu 15: Người ta muốn thiết kế một bê’ cá bằng kính 
không có nắp vói thê’ tích 72dm 3 và chiều cao là 3dm. 
Một vách ngăn (cùng bằng kính) ở giữa, chia bê’ cá 
thành hai ngăn, vói các kích thước a, b (đon vị dm) 
như hình vẽ. 
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chủ đề 1: Hàm số và các ứng dụng của đạo hàm 
Tính a, b đê’bê’ cá tốn ít nguyên liệu nhất (tính cả tẩm 
kính ở giữa), coi bề dày các tấm kính như nhau và 
không ảnh hưởng đến thê’ tích của bể. 

A . a = yỈ2Ã,b = -j2Ã. B. a=3, b = 8. 

c. a=3-JĨ, b=4y/ĩ. D. a = 4, b = 6. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên KHTN lân 3) 
Câu 16: Trong bài thực hành của môn huấn luyện 
quân sự có tình huống chiến sĩ phải bơi qua một con 
sông để tấn công một mục tiêu ở phía bờ bên kia sông. 
Biết rằng lòng sông rộng lOOm và vận tốc bơi của 
chiến sĩ bằng một nửa vận tốc chạy hên bộ. Hãy cho 
biết chiến sĩ phải bơi bao nhiêu mét đê’ đến được mục 
tiêu nhanh nhất, nếu như dòng sông là thẳng, mục 
tiêu ờ cách chiến sĩ lkm theo đường chim bay và chiến 
sĩ cách bờ bên kia sông lOOm? 

A. ^ • B. 100 

s 

c. ÌOOVĨÕĨ D. 

V2 

(Trích đê thị thử ĩân I - THPT Nguyễn Thị Minh Khai) 
Câu 17: Độ giảm huyết áp của một bệnh nhân được 
cho bởi công thức H ịx) = 0,025x 2 (30 -x) ữong đó X 
là liều lượng thuốc được tiêm cho bệnh nhân (x được 
tính bằng miligam). Tính liều lượng thuốc cần tiêm 
cho bệnh nhân trên để huyết áp giảm nhiều nhất? 

A. 10 B. 20 c. 30 D. 15 
(Trích đê thi thử "THPT chuyên Lương Văn Tụy;THPT 
chuyên Lê Quý Đôn") 
Câu 18: Chiều dài bé nhất của cái thang AB để có thê’ 
tựa vào tường AC và mặt đất BC, ngáng qua cột đỡ 
DH cao 4m, song song và cách tường CH = 0,5m là: 



CH B 


A. Xấp xỉ 5,602 m B. Xấp xi 6,5902 m 

c. Xấp xi 5,4902 m D. Xap xỉ 5,5902 m 

(Trích "bộ đê tinh túy ôn thi THPT CỊUÕC gia năm 2017- 
Loveboolc; THPTHàn Thuyên"). 
Câu 19: Một nhà sản suất cần thiết kế một thùng đựng 
dầu nhớt hình trụ có nắp đậy với dung tích là 
2000íỉm 3 . Đê’ tiết kiềm nguyên liệu nhất thì bán kính 
của nắp đậy phải bằng bao nhiêu? 

. 10 , p 20 , r 10 , n 20 , 

A. — f=ãm B. —f=dm c. —7=ảm D. —7= am 

Hũ tin \J2 k ĩỊln 

(Trích đê thi thử Un I - Sở GD&ĐT Vĩnh Phúc) 


The best or nothing 
Câu 20: Cắt bỏ hình quạt ữòn AOB (hình phẳng có 
. nét gạch trong hình dưới) từ một mảnh các tông hình 
tròn bán kính R rồi dán hai bán kính OA và OB của 
quạt hình tròn lại với nhau đê’ được một cái phễu có 
dạng của một hình nón. Gọi X là số đo góc ở tâm của 
hình quạt tròn dùng làm phễu, 0 < X < 2it. Tìm X đê’ 
khối nón có thể tích lớn nhất? 



Trích "sách bộ đê tinh túy 2 017; đê thi thử THPT Kim 
Liên; THPT chuyên Thái Bình") 
Câu 21: Từ một miếng tôn hình bán nguyệt có bán 
kính R= 3, người ta muốn cắt ra một hình chữ nhật 
(xem hình) có diện tích lớn nhất. Diện tích lớn nhất có 
thể có của miếng tôn hình chữ nhật là: 



Q p 


A. óS B. 6^2 c. 9 D. 7 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Trần Phú - Hải Phòng) 
Câu 22: Từ một tấm tôn hình chữ nhật có chiều rộng 
là 20cm, chiều dài là 60cm, người ta gò tấm tôn thành 
mặt xung quanh của một chiếc hộp có dạng hình hộp 
chữ nhật sao cho chiều rộng của tấm tôn là chiều cao 
của chiếc hộp. Hỏi thể tích lớn nhất của chiếc hộp là 
bao nhiêu? 

A. 4000 CHỈ 3 B . 9000 cm 3 

c. 18000 CH2 3 D. 4500 CHÍ 3 

(Trích đê thi thủ THPT Kim Thành - Hải Dương) 
Câu 23: Một người có một dải duy băng dài 130 cm, 
ngưòi đó cần bọc dải duy băng đỏ đó quanh một hộp 
quà hình trụ. Khi bọc quà, người này dùng 10 cm của 
dải duy băng để thắt nơ ờ trên nắp hộp (như hình vẽ 
minh họa). Hỏi dải duy băng có thể bọc được hộp quà 
có thể tích lớn nhất là bao nhiêu? 
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A. 400Ũ7! cm 3 B. 3200 Ũ 7 I cm 3 

c. 100Ũ7I C777 3 D. 160007! cm 3 

(Trích sách bộ đê tinh túy môn toán 2017 - Lovebook) 
Câu 24: Một người nông dân có 15 000 000 đồng để 
làm một cái hàng rào hình chữ E dọc theo một con 
sông (như hình vẽ) để làm một khu đất có hai phần 
chữ nhật đê’ trồng rau. Đối với mặt hàng rào song song 
với bờ sông thì chi phí nguyên vật liệu là 60 000 đồng 
một mét, còn đối với ba mặt hàng rào song song nhau 
thì chi phí nguyên vật liệu là 50 000 đồng một mét. 
Tìm diện tích lớn nhất của đất rào thu được. 



(Trích sách bộ đê tinh túy môn toán 2Ọ17 - Lovebook) 
Câu 25: Khi sản xuất hộp mì tôm, các nhà sản xuất 
luôn để một khoảng hống ở dưới đáy hộp để nước 
chảy xuống dưới và ngầm vào vắt mì, giúp mì chín. 
Hình vẽ dưới mô tả cấu trúc của một hộp mì tôm (hình 
vẽ chỉ mang tính chất minh họa), vắt mì tôm có hình 
một khối trụ, hộp mì tôm có dạng hình nón cụt được 
cắt ra bởi hình nón có chiều cao 9 cra và bán kính đáy 
6 cm. Nhà sản xuất đang tìm cách để sao cho vắt mì 
tôm có thể tích lớn nhất trong hộp vói mục đích thu 
hút khách hàng. Tìm thể tích lớn nhất đó? 



A. V = 367! B. V = 54ti C.V=48ti D. V = -Ẹn 
2 

(Trích sách bộ đê tinh túy môn toán 2017 - Lovebook) 


Ngọc Huyền LB 


Câu 26: Công ty mĩ phẩm chuẩn bị ra một mẫu sản 
phẩm dưỡng da mới mang tên Ngọc Trai với thiết kế 
là một khối cầu như viên ngọc trai khổng lồ, bên trong 
là một khối trụ nằm trong nửa khối cầu để đựng kem 
dưỡng, như hình vẽ (hình ảnh chỉ mang tính chất 
minh họa). Theo dự kiến, nhà sản xuất có dự định đê’ 
khối cầu có bán kính là R = 3V3 cm . Tìm thể tích lớn 
nhất của khối trụ đựng kem để thể tích thực ghi trên 
bìa hộp là lớn nhất (với mục đích thu hút khách hàng). 



A. 54ji cm 3 B. 187! cm 3 

c. 1087! cm 3 D. 457! cm 3 

(Trích sách bộ đê tinh túy môn toán 2017 - Lovebook) 
Câu 27: Cố một cái hồ hình chữ nhật rộng 50 m, dài 
200m. Một vận động viên tập luyện chạy phối hợp với 
bơi như sau: Xuất phát từ vị trí điểm A chạy theo chiều 
dài bể bơi đến vị trị điểm M và bơi tù’ vị trí điểm M 
thẳng đến đích là điểm B (đưòng nét đậm) như hình 
vẽ. Hỏi vận động viên đó nên chọn vị trí điểm M cách 
điểm A bao nhiêu mét (kết quả làm tròn đến hàng đơn 
vị) để đến đích nhanh nhất, biết rằng vận tô'c bơi là 1,6 
m/s, vận tô'c chạy là 4,8 m/s. 



200 m B 


A. 178 777 B. 182 777 c. 180.777 D. 184 777 
(Trích đê thi thử THPT chuyên Hạ Long ữin I) 
Câu 28: Trên một đoạn đường giao thông có 2 con 
đường vuông góc với nhau tại o như hình vẽ. Một 
địa danh lịch sử có vị trí đặt tại M, vị trí M cách 
đường OE 125m và cách đường Ox lkm. Vì lý do 
thực tiễn người ta muốn làm một đoạn đường thẳng 
AB đi qua vị ữí M, biết rằng giá để làm lOOm đường 
là 150 triệu đồng. Chọn vị trí của A và B để hoàn 
thành con đường với chi phí thấp nhất. Hỏi chi phí 
thấp nhất để hoàn thành con đường là bao nhiêu? 
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Chủ đề 1: Hàm sô' và các ứng dụng của đạo hàm 


E 

A 



o B X 


A. 1,9063 tỷ đồng B. 2,3965 tỵ. đồng 

c. 2,0963 tỷ đồng D. 3 tỷ đồng 

(Trích đê thi thử THPT Lương THếVịnh ĩân 2) 
Câu 31: Nhà Văn hóa Thanh niên của thành phố X 
muốn trang trí đèn dây led gần cổng để đón xuân 
Đinh Dậu 2017 nên đã nhờ bạn Na đến giúp. Ban giám 
đốc Nhà Văn hóa Thanh niên chi cho bạn Na biết chỗ 
chuẩn bị trang ữí đã có hai ữụ đèn cao áp mạ kẽm đặt 
cố định ở vị trí A và B có độ cao lần lượt là 10 m và 30 
m, khoảng cách giữa hai trụ đèn 24 m và cũng yêu cầu 
bạn Na chọn một cái chốt ở vị trí M trên mặt đất nằm 
giữa hai chân ửụ đèn để giăng đèn dây Led nối đến 
hai đỉnh c và D của trụ đèn (như hình vẽ). Hỏi bạn Na 
phải đặt chốt ở vị trí cách hụ đèn B trên mặt đất là bao 
nhiêu để tổng độ dài của hai sợi dây đèn led ngắn 
nhất? 



AM B 


A. 20 m. B. ốm. c. 18m. D. 12m. 
(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Quang Diêu) 
Câu 32: Một sợi dây kim loại dài 60cm được cắt thành 
hai đoạn. Đoạn dây thứ nhất được uốn thành hình 
vuông, đoạn dây thứ nhất được uốn thành vòng tròn 
(như hình vẽ). 

Ù Ò 

Tính độ dài đoạn dây được uốn thành hình vuông sao 
cho tổng diện tích của hình vuông và hình tròn là nhỏ 
nhất? 


(Trích đê thi thử THPT chuyên Sơn La) 


The best or nothing 


Câu 33: Một miếng bìa hình tam giác đều ABC, cạnh 
bằng 16. Học sinh Trang cắt một hình chữ nhật 
MNPQ từ miếng bìa trên để làm biển trông xe cho lớp 
trong buổi ngoại khóa (với M,N thuộc cạnh BC, p 
và Q tưomg lúng thuộc cạnh AC và AB ). Diện tích 
hình chữ nhật MNPQ lớn nhất bằng bao nhiêu? 

A. IỗS B. 8 -Jã c. 32S D. 34%/ã 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu) 
Câu 34: Một chất điểm chuyến động theo phương 
trinh S=-2f 3 +18f 2 +2f+l, trong đó í tính bằng giây 
(s) và s tính bằng mét (m). Thời gian vận tốc chất điểm 
đạt giá trị lớn nhất là: 

A. f = 5s B. t = 6s c. t = 3s D. f = ls 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo - Ninh Bình) 
Câu 35: Một nhà máy cần thiết kế một chiếc bể đựng 
nước hình trụ bằng tôn có thể tích là 64jt(;n 3 ). Tim 
bán kính đáy r của hình trụ sao cho hình ữụ được 
làm ra tốn ít nhiên liệu nhất. 

A. r = 3(m). B. r = zlũ(m). 

C.r = ^(m). D. r = 4(m). 


(Trích đê thi thử THPT chuyên Biên Hòa - Đồng Nai) 
Câu 36: Một xưởrig sản xuất những thùng bằng kẽm 
hình hộp chữ nhật không có nắp và có các kích thưóc 
x,y,z (dm). Biết ti số hai cạnh đáy là x:y = l:3, thê’ 
tích của hộp bằng 18 lít. Để tốn ít vật liệu nhất thì kích 
thước của thùng là: 


A. x=2;y=6;z = 


ì. x = l;y = 3;z = 6 

_ 3 .„ 


c. X=^;y=-;z=x- D. x=-i;y = r;z = 24 
2 J 2 3 . 2 J 2 

(Trích đê thi thử THPT chuyên ĐHSP ĩân 2) 


Câu 37: Cho một tấm nhôm hình vuông cạnh lm như 
hình vẽ dưói đây. Người ta cắt phần tô đậm của nhôm 
rồi gập lại thành một hình chóp tứ giác đều có cạnh 
đáy bằng X (m) sao cho bốn đỉnh của hình vuông gập 
lại thành đinh của hình chóp. Giá trị của X để khối 
chóp nhận được có thể tích lớn nhất là: 



(Trích đê thi thử "THPT Can Lộc - Hà Tĩnh; THPT 
chuyên Lương Văn Tụy - Ninh Bình") 
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Câu 1: Đáp án A. 

Giả sử giữ lại X mét dài của bức tường cũ phá đi 
12 - X mét dài để lấy gạch xây một phần tường của 
nhà kho (hình vẽ). 



. <ỉ(12-x) 

mét băng tận dụng vật liệu cũ là - — 

Để hoàn chinh việc xây cạnh y phải xây y-(l2-x) 

mét dài nữa và tốn thêm aịx + y- 12). Gia xây hai bức 


tường còn lại 1 à a(x + y). Tổng cộng xây tường đã tốn 

-ị+ v 2 2 +a(x+y-12)+gx+ay = - 4 —— -6a 

Biểu thức này nhỏ nhất khi 7x+8y nhỏ nhất, với 
XI/ =112. 

Theo bất đẳng thức Cauchy có 

7x+8y> 2yj56xỹ = 112-72. 

Vậy 7x+8y nhỏ nhất khi 7x = 8y. 

Từ xy = 112 và 7x = 8y, tìm được X = VĨĨ2 «11,3. 

Vì bức hrờng cũ dài 12m, do đó cần dỡ bỏ khoảng 
0 ,7m dài của rìó. 

Câu 2: Đáp án B. 

Tương tự như đề minh họa môn Toán năm 2017 lần 
mà tôi đã đưa ra ở phần ứng dụng lý thuyết. 

Ta có chiều cao của khối hộp được tạo thành là X, mặt 
đáy là hình vuông có cạnh 18-2x . 

Khi đó thể tích của khối hộp được tính bằng công 
thức 


V = (18 - 2x) 2 .X = 4.X.(x 2 - 18x + 8l) = 4x 3 - 72x 2 + 324x 
Xét hàm số / (x) = 4x 3 -72x 2 + 324x trên (ũ;9). 

Ta có /'(x) = 12x 2 -144x + 324; /'(x) = 0oM 


Loại 9, vậy X = 3 . 

Câu 3: Đáp án B. 

Số lượng cá thu được trên mỗi đơn vị diện tích mặt 
hồ là: f(n) = n.p(n) = n. (480 -20«) = -20;r + 480« 

= 2880 - 20 n 2 + 480« - 2880 
= 2880 - 20 (n 2 - 24« +144) = 2880 - 20 (n -12) 2 
Ta có 2880 - 20. (n-12) 2 <2880. 

Dấu bằng xảy ra khi n = 12. 

Câu 4: Đáp án D. 

Gọi số căn hộ bị bỏ trống là x(x e [O; 50]) 

Số tiền 1 tháng thu được khi cho thuê nhà là 
(2000000 + 50000x)(50 - x) 

Khảo sát hàm số ữên với X e [0;50] ta được số tiền 
lớn nhất công ty thu được khi X = 5 hay số tiền cho 
thuê mỗi tháng là 2.250.000. Chọn D 
Câu 5: Đáp án c. 

Bài toán tương tụ' như ví dụ 8 và 9 mà tôi đã giới 
thiêu ở trên. 

Giả sử người đó đi đến điểm M trên bờ sông, rồi tiếp 
tục đi từ M về B. 

Khi đó ta có hình vẽ minh họa sau: 


B 



Quãng đường người đó đi được thê’ hiện như hình 
vẽ. 

Ta có thể tính PQ như sau: 

PQ = ^615 2 -(487 -118) 2 = 492 m 
Khi đó nếu đặt PM = X thì MQ = 492-x. 

Vậy, quãng đường người đó đi để lấy nước được 
tính bằng công thức: 

s = /(x) = AM+A4B = 7ĨĨ8 2 Tx 2 "+.y|(492-^+487^ 

Tacó /'(*) = - r~r~7 - T, —==5=.= = 0 

V 118 2 +x 2 Ậm-x) +487 2 

Đêh đây ta nhập vào máy tính sử dụng lệnh SHIFT 
SOLVE và tìm được X lẻ như hình: 
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Lúc này giá trị này đã được, lưu vào X, nên ta sẽ nhập 
luôn biểu thức / (x) vào máy, lúc này máy sẽ hiện 
giá trị của /(%) tại X như màn hình: 



Vậy ta chọn c. 

Câu 6: Đáp ấn c. 

Phân tích: Một bài toán tối ưu thực tế khá hay, ở đây 
ta có mối tương quan giữa các biến là cho trước thể 
tích của hình hộp chữ nhật. 

Do đề bài cho mối tương quan giữa chiều rộng và 
chiều sâu của bể, nên ta có thê’ quy hết về một ẩh, 
biểu diễn diện tích toàn phần của bể theo ẩn đó, từ 
đó xét hàm số để tìm giá trị nhỏ nhất của hàm số này. 
Lời giải 

Nếu đặt chiều rộng của bể là X, khi đó chiều sâu của 
bể sẽ là 1,5*. 

12 8 

Lúc này chiều dài đáy bể sẽ là: .—- = -L. 

Vậy diện tích toàn phần của bể là: 

= s„ +2S„ =2.ịx + ịy,5x+2.x.Ậ 

-2 , 24 , 16 , , 20 , 20 

= 3x 2 + — + — = 3 X 2 + — + — 

XX XX 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy cho ba số dứơng thi 
ta có 3x 2 + — + — >3^/3.20.20 

X X 

Dấu bằng xảy ra khi 

3x 2 = — ox 3 = ~c>x = Ế*l,88m 
X 3 V 3 

Lúc này chiều dài của bể là: 2,26 m 

Câu 7: Đáp án A. 

Gọi độ dài chiều rộng của bể bơi là X (m) khi đó chiều 
dài bể bởi là 2x (m). Lúc này chiều cao của bểbởi 

được tính bằng: h = = —r (m). 

6 3.X.2X 3x íV ' 

Do chi phí thuê công nhân tính theo mét vuông, nên 
đê’ chi phí thấp nhất thi ta đi tìm kích thước của hồ 
sao cho có tổng diện tích xung quanh và diện tích 
đáy nhỏ nhất. 


The best or nothing 

Ta có biểu thức tính tổng diện tích xung quanh và 
diện tích đáy theo X như sạu: 

s = f(x) = 2.{2x + x).jị + x.2x=™+2x 1 
= 25Ọ + 25ũ + 2x2 

X X 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta có: 

— + — + 2x 2 > 3^250.250.2 

X X 

,4 , _. 250 _ „2 _ „ _ Ỉ25Ọ _ _ 

Dãu băng xảy ra khi —— = 2x <=>x = = 5. 

Câu 8: Đáp án D 

Phân tích: Đây là bài toán tổng quát, ta nên xét kĩ bài 
toán này, đưa ra công thức tổng quát đê’ từ đó ta có 
thê’ áp dụng luôn công thức. 

Lời giải 

Gọi hai kích thước của hình trụ lần lượt là r, h , trong 
đó r là bán kính đường ữòn đáy và h là chiều cao của 
hình trụ. 

Ta có mối quan hệ: V = nr 2 .h =>ft = -^~. 

nr 2 

Đê’ tiết kiệm chi phí nhất thi diện tích xung quanh 
của hình trụ phải nhỏ nhất. Tức là: 

/ (r) = 2.70" Jí + 2ĩcr 2 = 2 nr. + 2nr 2 = — + 2nr 2 . 

70' r 

= — + — + 2iư 2 >3ỷl2nV 2 

Dấu bằng xảy rạ khi 
Câu 9: Đáp án A. 

Bài toán giống bài toán 8, chỉ thay đổi là lon sữa. 

Câu 10: Đáp án C. 

Phân tích: Ta có hình vẽ sau: 


s 



Đề bài yêu cầu tìm X đê’ phần không gian nằm phía 
trong (N) nhưng phía ngoài (r) đạt giá trị nhỏ 
nhất, tương đương với tìm X đê’ thê’ tích khối trụ (t) 
đạt giá trị lớn nhất. (bài toán này tương tự như bài 
toán vắt mì tôm mà tôi đã giới thiệu ở câu 11 đề 6 
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trong sách bộ đề Tinh túy môn toán 2017). Nên ở đầy 
tôi sẽ trình bày lời giải luôn. 

Lời giải 

Áp dụng định lí Thales ta có: ặ = — =ỷr' = —~. 

h r h 

Khi đó ta có công thức tính thể tích của khối trụ là 

v = /(*) = 7C ( r ') 2 •(*-*) = n Ệ - xỉ -{ h ~ x ) ■ 

Khi đó f'(x) = j^-{2hx-3x ỉ ) = 0ox = Y do x>0. 

Đến đây ta chọn c. 

Câu 11: Đáp án A. 

Ta có hàm vận tốc là đạo hàm của hàm quãng 
đường, do vậy ta có 
v = s' = -3t 2 +12í = -3(í 2 -4í + 4) + 12 

= 12-3(í-2) 2 <12 
Dấu bằng xảy ra khi í = 2. 

Câu 12: Đáp án c. 

Ta có 200 = (u-8)i=>t = -^i.Khiđó 

v ’ ơ-8 

E (uì = co 3 . . Do c là hằng số nên đê’ năng lượng 

V — 8 

tiêu hao ít nhất thì f(v)= đạt giá trị nhỏ nhất. 
Xét hàm số / (») trên (8; +oò) ta có 

(- 8 ) (- 8 ) 

/» = 000 = 12 . 

Câu 13: Đáp án B. 

Tương tự như bài toán tính thòi gian Min thì ở đây là 
tính giá tiền min. 

Giả sử s là điểm mà đường dây điện nối dưới đất từ 
A đến s, sau đó tù s đến B đường dây điện đặt dưới 
nước. 

Lúc.nàyđặt SB = x(0<x<4),khiđó SA = á-x. 

Khi đó sc = ylBơ +SB 2 = Vl 2 +x 2 =ylx z +1 

Vậy chi phí lắp đặt được tính bằng công thức: 

/ (*) = 5000 .yjx 2 +1 + (4 ■- x) .3000 (USD) 

Ta có /' (x) = 5000. - =ậ . -3000 = 0 <=> X = 0,75. 

yỊx 1 +1 

(Bấm máy sửa dụng nút SHIFT SOLVE ta được 
nghiệm x = 0,75). 

Lúc này SA = 4-0,75 = ^. 

Câu 14: Đáp án c 

Do độ dày của kính không đáng kể nên 


Thể tích bê’ cá là: v=ábc = 1,296 
Diện tích tống các miếng kính là 
s=ab+2ac+ 3 bc (kể cả miếng ở giữa) 

Ta có: 

s 1 | 2 [ 3 >3 Jl 2 3 3^6 _ 3ịfó 

ábc~ c b a \c'b'a ~ Jl r 296 

Cattciiy cho 3 so 

Í1 _ 2 _ 3 « = 1,8 

Dấu "=" xảy ra khi -! c b a <=>•& = 1,2 . 

[abc = 1,296 c = 0,6 

Câu 15: Đáp án D. 

Phân tích: Tương tự’ như bài câu 14, tuy nhiên, ở câu 
14 có 3 ẩn, và ta biểu diễn hàm theo hai ẩn, còn ở câu 
này, có hai ẩn/nên ta có thể sử dụng dữ kiện đề bài 
đê’ đưa về hàm một ẩn. 

Lời giải 

Do thê’ tích của bê’ cá là 72dm 3 nên ta có 
24 

72 = 3flb <=>& = —. 

a 

Vậy tổng diện tích nguyên liệu đê’ làm bê’ được tính 
bằng công thức: s = /(«) = 3.3.« + 2.3fa + ab 

,, V . .24, 24 - ,144 . „„ 

o/(ữ) = 9a+6.—+a.—= 9ữ+-—+24 
w a a a 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy cho hai số dương ta 
144 I 144 

được: 9a+ — >2, 9a.— =72 

a V a 

o/(a)> 72 + 24 = 96 

. 144 

Dấu bằng xảy ra khi 9a = -— <=>a = 4=>ỉ? = 6. 
a 

Câu 16: Đáp án A. 

Bài toán tương tụ' như bài toán tìm thời gian ngắn 
nhất ở ví dụ 8,9. Cũng có hai cách di chuyển, có vận 
tốc. Ở bài toán này ta có hình vẽ minh họa như sau 
đê’ dễ tượng tượng 



Đặt vận tốc bơi của chiến sĩ là V, thi vận tốc chạy bộ 
của chiến sĩ là 2v. 

Kí hiệu như hình vẽ, thì quãng đường bơi của chiến sĩ 
sẽ là z, ='Jx ĩ +100 2 
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Quãng đường chạy bộ của chiến sĩ là: 

l 2 = Vl000 2 -100 2 -x = 3(Wĩĩ-x 

Vậy thời gian mà chiến sĩ đi được đến mục tiêu là: 

f yỊx? +100 2 [ 300VĨĨ-X 

~ V + 2v 
2^x 2 +100 2 + 300 yỊĩĩ-x 
2v 

Do V không đổi nên í min khi 
2-Jx 2 +100 2 +300 ■JŨ-x = f(x) min. 


Bấm máy sử dụng SHIFT SOLVE ta được: 

~z T ®T Matiĩ 

& 57,73502692 

L-R= 0 


Lúc này máy đã tụ' động gán X. Do đề yêu cầu tìm 
quãng đường bơi sông tức là ta tìm l x = 4x 2 +100 2 

Ta tiếp tục bấm X 2 +100 2 , được kết quả: 

B Math * 

X 2 +10Ũ 2 

4ỮQ0Q 

3 

. — . 

Câu 17: Đáp án B. 

Tim liều lượng thuốc cần tiêm cho bệnh nhân để 
huyết áp giảm nhiều nhất, tức là tìm X sao cho H (x) 
đạt giá trị lớn nhất. 

Ta có H ( x) = 0,025x 2 (30 - x) = 0,0125x 2 (60 - 2x) 


= 0,0125.X.X. (60 - 2x) 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta được: 


x.(6Q-2x)i 


Ị' x + a: + 60-2x j 


Dấu bằng xảy ra khi X = 60 - 2x X = 20. 

Câu 19: Đáp án A 

Áp dựng công thức tống quát mà ta đã chứng minh ở 


câu 8 thì ta có 


Jỹ~_ J2ÕÕÕ_ 10 

v2tt "v 2n -ịfn 


Câu 20: Đáp án B. 

Với bài này độc giả cần nhớ lại công thức tính độ dài 
cung tròn. Độ dài cung tròn AB dùng làm phễu là: 


Rx = 2nr or = 



Thể tích cái phễu là: 

V = /(x) = -ỉtit 2 /ĩ = ^- ĩ -x 2 V4ji 2 -x 2 với xe(0;2it) . 
Ta có /•(*)-£. 


JỈ7 

f'(x) = 0 o 8n 2 - 3x 2 = 0 o X = ■. Vi đây là BT 


hắc nghiệm nên ta có thể kết luận luôn rằng thể tích 

2-s/ẽ 

của cái phễu lớn nhất khi X - • Vì ta đang xét 

trên (0;27t) mà f’(x) = 0 tại duy nhất một điểm thì 
ta có thế làm nhanh mà không vẽ BBT nữa. 

Câu 21: Đáp án c. 



Q p 


Đặt NP = X. Khi đó PQ = 2.^1 R 2 -X 2 = 2^9 -X 2 . Lúc 
này diện tích hình chữ nhật đã cho đừợc tính bằng 
công thức: s = 2.x.^9-x 2 
Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta có: 

2.x.^9-x 2 < X 2 +9 -X 2 = 9 . Đến đây ta chọn c, mà 
không cần xét dấu bằng xảy ra nữa. 

Câu 22: Đáp án D 

Ta có hình vẽ minh họa như sau: 



Nếu gọi chiều rộng của đáy hình hộp chữ nhật là X 
thì chiều dài của đáy hình hộp là 30 - X . (Với 30 là 
nửa chu vi đáy). 

Lúc này thê’ tích của hình hộp được tính bằng công 
thức: v = /(x) = x.(30-x).20 

Áp dụng bất đẳng thức (íz+ỉ>) > 4 áb ta có 

, . íx+30-x) 2 _ _ , ,, 

20.X. (30 -x)< 20.1—^= 4500( an 3 ). 

Câu 23: Đáp án c 

Phân tích: Một bài toán thực tế khá hay trong úng 
dụng của việc tìm giá trị lớn nhất của hàm số. Ta 
nhận thấy, dải duy băng tạo thành hai hình chữ nhật 
quanh cái hộp, do đó chiều dài của dải duy băng 
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chính là tổng chu vi của hai hình chữ nhật đó. Tất 
nhiên chiều dài duy băng đã phải trừ đi phần duy 
băng dùng để thắt nơ, có nghĩa là: 

2.2. (2 r + h) = 120 <=> = 30 - 2r 

Khi đó thể tích của hộp quà được tính bằng công 

thức: 

1/ = B.h = n.r 2 (30 - 2r) = JC.(-2r 3 + 30r 2 ) 

Xét hàm số f(f) = —2r 3 + 3Qr 2 trên (ũ;15) 

/'(r).-6r- + 60r;/'(r)=0«^J« 

Khi đó vẽ BBT ta nhận ra Mtt/(r) = /(lo) . Khi đó 

thề tích của hộp quà V = B.h = 7I.10 2 .10 = 100Ũ7Ĩ. 

Câu 24: Đáp án A. 

Phân tích: Ta đặt các kích thước của hàng rào như 
hình vẽ: 



Từ đề bài ban đầu ta có được mối quan hệ sau: 

Do bác nông dân trả 15 000 000 đồng đê’ chi trả cho 
nguyên vật liệu và đã biết giá thành từng mặt nên ta 
có mối quan hệ: 

3X.50000 + 2 J/. 60 000 = 15000000 
<=> 15x +12y - 1500 

150-15* 500-5* 

J 12 4 

Diện tích của khu vườn sau khi đã rào được tính bằng 
công thức: 

/(x) = 2 ,x.y = 2x. — = ì(-5x 2 + 500x) 

Đến đây ta có hai cách để tìm giá trị lớn nhất của diện 
tích: 

Cách 1: Xét hàm số trên một khoảng, vẽ BBT và kết 
luận GTLN: 

Xét hàm số /(x) = ỉ(-5x 2 +500x) hên (ũ;100) 

/'(x) = I(-10x + 500), /'(x) = 0ox = 50 
Ta có BBT: 


X 

0 


50 

100 



+ 

0 


/(*) 

6250 


Ngọc Huyền LB 

Cách 2: Nhân nhanh như sau: Ta biết rằng 
A-g z (x)<A với mọi X, nên ta có thể nhẩm nhanh 
được: 

/(x) = f(-x 2 + lOOx) = |(-x 2 + 2.50.X - 2500 + 2500) 

= |.Ị2500-(x-5) 2 ]<6250 

Hoặc bấm máy tính phần giải phương ữình bậc hai và 
ấn bằng nhiều lần máy sẽ hiện như sau: 

M 0 MathVâ 

X-Value Maximum= 

50 

Y-Value Maxirrium- 
6250 

Vậy ta đã có kết quả của bài toán. 

Câu 25: Đáp án c. 

Phân tích: Đây thực chất là bài toán khối trụ nội tiếp 
khối nón, ta có kí hiệu các kích thước như sau: 



Ta có thê’ tích vắt mì tôm được tính bằng 
V = B.h = n.r 2 .h 

Đây là ứng dụng của bài toán tìm GTLN, GTNN trên 
một khoảng (đoạn) xác định: 

Ta sẽ đưa thê’ tích về hàm số một biến theo /ĩ hoặc r. 
Trước tiên ta cần đi tìm mối liên hệ giữa h và r. Nhìn 
vào hình vẽ ta thấy các mối quan hệ vuông góc và 
song song, dùng định lí Thales ta sẽ có: 
h 6-r , 18-3r 

9 6° 2 

T _ . . , Tr ,/\ 2 18-3r 3nr 3 . _ 2 ,. 

Khiđó V = f{r) = nr .——— = —-tí—h9ro- 2 với 
J\ ) 2 2 

0 < r < 6 

f'i r ) = ~2 n - rỉ + 18nr = l0 ° ịỊĩ 4 

Khi đó tạ không cần phải vẽ BBT ta cũng có thê’ suy 
ra được với V = 4 thì V đạt GTLN, khi đó V = 48n. 
Câu 26 : Đáp án A. 

Đây là một bài toán thực tế dựa trên ứng dụng: khối 
trụ nội tiếp nửa khối cầu. Ta có mặt cắt của nửa khối 
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Chủ đề 1: Hàm sô' và các ứng dụng của đạo hàm 
cầu đựng mĩ phẩm với các kích thước được thể hiện 
trong hình vẽ sau: 



Ý tường của bài toán này dựa trên kiến thức chúng ta 
đã học là tìm GTLN-GTNN của hàm số một biến trên 
1 khoảng (đoạn). Ở đây có hai biến đó là r và h. Do 
đó ta sẽ tìm cách đê’ đưa về một biến, đưa biến này 
theo biến kia. Ở đây tôi sẽ đưa r theo h. 

Ta nhận thấy theo định lý Pytago thì r 2 =R 2 -h 2 
Khi đó V lm = B.h = nr 2 .K=%{r 2 -h 2 Ỵh = nị-h 3 +R 2 .hj 
Để thể tích khối hụ lớn nhất thì /(/ì) = -h 3 + R 2 .h có 
GTLN trên (0;R). 

/' (h) = -3h 2 + R 2 = 0 o h == 3 

Ta có BBT (dĩ nhiên ữong khi làm bài thi trắc 
nghiệm, quý độc giả không nhất thiết phải vẽ BBT 
làm gì. Tuy nhiên tôi vẫn vẽ ở đây để giải thích rõ 
cho quý độc giả hiểu. 


h 

lo 4 

v3 

R 

m 

: + 0 

m 


[s) 

1 X 


■Mà /^j = /(3) = -3 3 +(3%/3) 2 .3 = 54 ; 


Vậy V max = 54 ti . 

Câu 27: Đáp án B. 

Tưong tự như các bài toán trên, ta thiết lập được 
luôn công thức tính thời gian: 

r J(200-XÝ+50 2 

t = -r- + m - -4 - 

4,8 1,6 

1 -(200-x) 

Ta có f' = —-- +-========== = 0 <=> X «182wx 

4,8 X6.Ặ200-xf+50 2 

Giải phương trình ữên bằng cách bấm máy, sử dụng 

ỊshiptỊ ỊcalcỊ : 


4,8 

1 Math _ 

Jí200-Xj2+5Í 

x= 

182,3223305 

L-R= 

0 


Câu 28: Đáp án c. 

Ta có hình vẽ minh họa như sau: 



Đặt AM = a. Lúc này đế viết MB theo a, ta đê’ ý thấy 
hai tam giác APM và MQB đồng dạng. 

T AP AM AM.MQ _ a. 1000 

y MQ MB AP -y/a 2 -125 2 

Lúc này đê’hoàii thành con đường vói clú phí thấp 
nhất, tức là AB có độ dài ngắn nhất. 

1000 « 


Tức là f(a) = a 


lĩ- 


■125 2 


.Tacó f'(a) =1+1000. 


đạt giá trị nhỏ nhất. 

ĩõẽã g2 
la 2 -125 2 


[)=1+1000.. .. 

’ ê -125 2 

—- ~ 42 5 " =0<t»g«279,5. 

(a 2 -125 2 ).Vfl 2 -125 2 

Sử dụng nút SHIFT Solve ta được kết quả như trên. 
. _ _ 

1'1UUU“, “ . 

„Cx2-Ì25Z. 

X* 279,5084972 
L-R= 0 


Lúc này chi phí thấp nhất đê’ hoàn thành con đường 
là: / (^).1Ể^«2,0963 tỷ đồng. 

Do máy tính đã gán giá trị nghiệm tìm được vào X 
nên ta không cần dùng lệnh SHIFT STO mà nhập 
luôn X vào. biểu thức đê’ có kết quả: 

- ĩ Math á 

L Jx 2 -i 252 

2096313729 

Câu 31: Đáp án c. 

Bài toán quen thuộc, đặt AM = X; khi đó 

BM = 24 - X. Lúc này ta có độ dài đoạn dây đèn led 

được tính bằng công thức: 

f(x) = CM + DM = lx 2 +10 2 +Ậ24-xf +30 2 

f' (*) = -Ị== + = 0<*x = 6. 

^ 2 +10 2 Ậ24-xf+3 o 2 
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Lúc này MB = 24 - 6 = 18 (m). 

Câu 32: Đáp án A. 

Gọi X là độ dài cạnh hình vuông và r là bán kính của 
hìnhữòn. 

Ta có 4x + 2 ro- = 60 . 

Từ đó x=ị{30-nr),Q<r< — . 

Tống diện tích của hình vuông và hình tròn là 
s = nr 2 + x 2 =7tr 2 +J(30-7ư) 2 . 

Xét hàm SỐ /(r) = + ^-jr 2 - 15rcr + 225 

Ta có f'(r) = 2ịn + ^jịr-15n = 0^>r = -~. 

Câu 33: Đáp án c 



Đặt nửa chiều dài của hình chữ nhật là X (o < X < 8), 

Lúc này suy ra NC = 8-X • 

Áp dụng định lý Thales ta có 

(8-XÌ.16 , . 

c>CP = i—= 2(8-x) 

Áp dụng định lý Pytago ta có 

(2(8-x)) 2 =(8 -x) 2 +NP 2 oNP = (8-x)yÍ3 

Vậy =2x.(8-x)S 

Áp dụng bất đẳng thức 4 ab <(« + &) ta có: 

4.x.(8 -x)^Y<32-S. 

Câu 34: Đáp án c. 

Ta có V = (-2f 3 + 18f 2 + 2í + lj' = -6Ỉ 2 + 36í+2 
ụ'=-12f+36 = 0of = 3s. 

Câu 35: Đáp án c. 

Gọi chiều cao của bể là h, lúc này ta có 
64 

V = ro- 2 ,/x = 64?! <=> r 2 .h = 64 => h = —. 

Vậy ta có diện tích toàn phần của bể là: 


S (p = s x, + 1S dmj = 2rc.r. —+2] ư 2 = 2 tc 1^— + r 2 j 

_„_/32,32 

= 2nị —+—+r 2 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta được: 

Dấu bằng xảy ra khi — = r 2 o r = y /32 . 

Câu 36: Đáp án A. 

Ta có y = 3x, lúc này theo đề bài ta có 
xyz = 18 <=> 3x 2 z = 18 0 z = 

X 2 

Lúc này = S XIỊ + 2S day = 2.(x + 3x).-^- + 2.X.3X 

= ^ + ^ + 6x 2 >2^24.24.6 

X X 

y 24 

Dấu bằng xảy ra khi — = 6x 2 <=> 6x 3 = 24 <=> X = 2 


3 

Suy ra y = 6;z = ^. 

Câu 37: Đáp án D 
Ta có hình vẽ 



Kí hiệu như hình vẽ. Do hình vuông có cạnh là lm 
nên độ dài đường chéo của hình vuông là V2 m. 

Lúc này ta có MS = —~m. 

Vậy áp dụng định lý pytago cho tam giác vuông 
SHM ta có: 

SH = yjsM 2 -HM 2 =ị.ề-2j2* 

Vậy V = I .SH.X 2 =ị.ị .V2-2V2X.X 2 
Điều kiện x< 2 

Ta có y' = 0e>2^2-2yl2x—J== 

Ậ-2&X 
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Chủ để 1: Hàm sỏ" và các úhg dụng của dạo hàm 


STUPY TỊPĩ Khi tìm 
tiệm cận ngang của đồ 
thị hàm số ta có thể sử 
dụng tính chất sau 

lim -7 = 0,r >0 ; 

X-H«= x 

lim -7 = 0,r >0. 

’ M -”X 


SJỊ. Đưềrsg tiệm cận. 

n. Lộ Ihuyil về đyỀmsỊỊ liệm eậra ngòng EÙO đồ !h| 
hàm mốo 

Định nghĩa 

Cho hàm số y = f(x ) xác định trên một khoảng vô hạn (là khoảng dạng 
(a;+oo),(-oo;b) hoặc (-oo;+oo)). Đường thẳng y = y 0 là đường tiệm cận ngang 
(hay tiệm cận ngang) của đồ thị hàm số y = /(x) nếu ít nhất một toong các điều 
kiện sau được thỏa mãn 

jộn/(*) = y 0 ' 1™ /(*) = Vo • 

2x+3 

Ví dụ 1: Tìm tiệm cận ngang của đồ thị hàm số y = . 

__'_ 5x + 6 _ 

Lời giải 

9y 1 q 9 9y 1 3 9 

Tacó lìm — ^=4; lim ^ 3. Vậy đồ thị hàm số đã cho có một tiệm cận 
*->^5x + 6 5 *-^5x+6 5 , 

_. 2 

ngang y = ị. 

^ 2 

Ví dụ 2: Tim tiệm cận ngang của đo thị hàm số y = 5 —-ỹ. 

Lời giải 

Tacó lim|5— \ 1 = lim 5 - lim ^- = 5 - 2.0 = 5 

*-+**{_ X ) *-+*"> X 

Vậy đồ thị hàm số đã cho có một đường tíệm cận ngang là y = 5. 

Có một cách dễ dàng để xác định xem đồ thị của một phân thức có một tiệm 
cận ngang. Cách làm này được dựa trên sự so sánh về bậc cùa đa thức tử số và 
của đa thức mẫu số của hàm phân thức. 


Tiệm cận ngang của đồ thị hàm phân thức 


Đặt /(x) = -Ị-y là một hàm phân thức, trong đó pịx) và q(x) là các hàm đa 


thức. 

1. Nếu bậc của đa thức tử số p(x) nhỏ hon bậc của đa thức mẫu số q(x), thì 
y = 0 là một tiệm cận ngang của đồ thị hàm số y = /(x). 


2. Nếu bậc của đa thức tủ’ số p (x) bằng bậc cúa đa thức mẫu số q(x), thì y = ^ 
là đường tiệm cận ngang của đồ thị hàm số y = f(x), toong đó a, b lần lượt là hệ 
số của hạng tử có bậc cao nhất của đa thức tử số p (x) và đa thức mẫu số q(x). 

3. Nếu bậc của đa thức tử số p(x) lớn hon bậc của đa thức mẫu số qịx) thì đồ 
thị hàm số y = /(x) không có tiệm cận ngang. 
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Ví dụ 3: Tìm tiệm cận ngang của đồ thị hàm số 


-2x + 3 , -2x 2 +3 

ã ' y 3x 2 + l ' y 3x 2 +l 

-2x 3 +3 

c.y — — -7 .-. 

3x 2 +1 


Lời giải 


a. Vì bậc của đa thức tử số nhỏ hơn bậc của đa thức mẫu số nên y=0 là tiệm 
cận ngang của đồ thị hàm số đã cho. (hình 1.23) 

b. Vì bậc của đa thức tử số bằng bậc của đa thức mẫu số nên đường thẳng 

_2 

y = -Ỵ là tiệm cận ngang của đồ thị hàm số đã cho. (hình 1.24) 


c. Vì bậc của đa thức .tử số lớn hon bậc của đa thức mẫu số nên đồ thị hàm số 
không có tiệm cận ngang (hình 1.25). 


_ -2x+-3 
~ 3x 2 +1 


y = 0 là một đường tiệm cận ngang 
Hình 1.23 




không có đường tiệm cận ngang 
Hình 1.25 

1. Lộ ihyyÉE VÉ dyốrag ũềm Eận dứng ÊŨS dồ ẼSì| 


Đinh nghĩa 

1 Đường thẳng x = x o được gọi là đường tiệm cận đứng (hay tiệm cận đứng) của 
1 đồ thị hàm số y = f[x) nếu ít nhất một trong các điều lciện sau được thỏa mãn 

lim/(x) = +oo, lhn/(x) = -oo, 

lim/(x) = -oo, lim/(x) = +oo. 


Một trong những trường hợp phổ biến thường thấy trong các bài toán tìm tiệm 
cận đó là đường tiệm cận đứng của hàm phân thức (hàm có dạng /(x) 


M. 

?(*)' 


trong đó p(x) và q[x} là các hàm đa thức. 


Nếu c là một số thực mà thỏa mãn qịc ) = 0 và p(c) ì* 0, khi đó đồ thị hàm số 
y = /(x) có tiệm cận đứng x = c. 


Ví dụ 4: Số tiệm cận của đồ thị hàm số y = 
A. 1 B.2 


x 2 -l 

C.4 D.3 

(Trích đê thi thử THPT chuyền Lieơng Văn Tụy) 


Đáp án D 


LOVEBOCHCVN I 99 





Chủ đề 1: Hàm sô' và các ứng dụng của đạo hàm 
Lời giải 


The best or nothing 



Nhận thấy bậc của đa thức tử số nhỏ hơn bậc của đa thức mẫu số nên y = 0 là 
tiệm cận ngang của đồ thị hàm số. 

Ta có X 2 -l=0ox = -l;x = l (thỏa mãn không là nghiệm của đa thức tử số), 
do đó X= 1; X =-1 lần lượt là hai đường tiệm cận đứng của đồ thị hàm số đã 
cho. 



Đáp án A. 


Lời giải 

Đây là hàm số phân thức bậc nhất trên bậc nhất nên luôn có một tiệm cận đứng 
Va X = ~Y và một tiệm cận ngang là y=0. 



Đáp án c. 


Lời giải 

Ta thấy đây là hàm phân thức nên ta có thể áp dụng các chú ý đưa ra ở phần lý 
thuyết về tiệm cận đứng và tiệm cận ngang. 

Để đồ thị hàm số có đúng một tiệm cận đứng thì phương hình X* +mx+m =0 
THI: có duy nhất một nghiệm om 2 -4m=0o m = 0;m = 4. 


TH2: có một nghiệm bằng 2, một nghiệm khác 2 <=>2 z +2m+7n = 0<=>m = — . 
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Công Phá Toán - Lđp 12 


Ngọc Huyền LB 


Đáp án A. 

Áp dụng định nghĩa về tiệm cận ngang ta suy ra được A là đáp án đứng. 


Ví dụ 8: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho đồ thị hàm số j 

2 x-'Jmx 2 +l , ^ 

y =-!___- có đúng hai tíẹm cận ngang. 


A. m<0 

B. 0<m<3 hoặc 

m> 3 


c. m> 0 

D. m =0 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Thị Minh Khai) 1 


Đáp án c 


Lời giải 


_ 2-Vm 


= 2—Vin 


2 + ylĩn 


= 2 + ^/ĩn 


STUDY TĨP: Ta chủ ỷ 
điều kiện ad-bc^O 


Vậy để đồ thị hàm số có đúng hai tiệm cận ngang thì 2 - 'Jm;2 + Vm xác định 
và không trùng nhau, tức là m > 0. 

/ự » V. 4x 

Ví dụ 9: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để đồ thị hàm số y = —— 

x-n 

có tiệm cận đứng nằm bên phải trục Oy. 

B. Đáp án khác. 


A. m* 0. 
c. m < 0. 


D. m > 0. 

(Trích đê thi thử THPT Kim Liên - Hà Nội) 


Đáp án B. 


Lời giải 


Để đồ thị hàm số có đường tiệm cận đứng thì m * ^ 

Áp dụng STUDY TIP ở trên thì đồ thị hàm số đã cho luôn có một tiệm cận đứng 
là x = m. Do vậy để tiệm cận đứng nằm bên phải ữục Oy thì m> 0 và mt~^- . 


Ví dụ 10: Tìm tất cả các tiệm cận đứng của đồ thị hàm số 
Ix-l-yỊx 2 +X + 3 
y ~ -x 2 -5x + 6 

A. 3 và X =-2. 
c. x=3 và x=2. 


B. X =—3 . 

D. x = 3. 

(Trích đê minh họa tân 2 của BGD&ĐT) I 


Đáp án D. 

Điều kiện xác định của hàm số là 


Lời giải 

x*3 

x*2' 
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Ghi nhớ: Với eác bài 
toán tìm tiệm cận của các 
đồ thị hàm số phân thức, 
ta nên xét xem tử số và 
mẫu số đã tối giản hay 
chưa để tránh sai lầm. 



Đồ thị hàm số 

2x-l-Vx 2 +X + 3 

y =- T—^:- 

x 2 -5x+6 


Chủ dể 1: Hàm sôí và các ứng dụng của đạo hàm _ The best or nothing 

__ , 2x-l--y/x 2 +x + 3 4x 2 -4x+Ĩ-x 2 -x-3 

Ta có y =- T —~-—ý-•■=-- 77———— 7 ■■ Y 

X -5x + 6 (x 2 -5x + 6)Í2x-lWx 2 +x+3 

__ 3x 2 -5x-2 ___ 3x + l _ 

(x - 2) (x - 3)Ị2x -1 + Vx 2 +x + 3 Ị (x - 3)Ị2x -1 + 4x 2 + x + 3 Ị 


Đến đây ta có limy = lim- J -—— .— Y = -00 ; lim y = +C 0 . 

M3 ~ (x-3)(2x-l + Vx 2 + x + 3j 

Vậy đồ thị hàm số chỉ có một tiệm cận đứng là X = 3. 

Phân tích sai tâm: Nhiều độ'c giả không thực hiện rút gọn nhân tử x-2 dẫn 
đến chọn hai tiệm cận đứng là X = 2; X = 3 là sai. 

Đây cũng chính là ứng dụng của lý thuyết về tiệm cận đứng của đồ thị hàm số 
ở phía trên. Một cách khác để nhanh chóng giải bài toán trên như sau: 

1. Giải phưcmg trình X 2 - 5x + 6 = 0 <=> 


x.= 2 
3 ' 


2. Thử xem X = 2; X = 3 có phải nghiệm của đa thức tử số hay không, thử lại thấy 
X=3 không là nghiệm (thỏa mãn). 

Ví dụ 11. Cho hàm số f(x) = —r~z~~7 • Hỏi khẳng định nào dưới đây là khẳng 
v ' X +5x + 6 

định đúng? 

A. ĐỒ thị hàm số đã cho có ba đường tiệm cận là các đưòng thẳng X = -2, 
x=-3 và y=0 

B. ĐỒ thị hàm số đã cho có hai tiệm cận đứng là các đường thẳng X = -2 và 
x=-3 

c. Đồ thị hàm số đã cho có một đường tiệm cận đứng là đường thẳng X = -3 
và một đường tiệm cận ngang là đường thẳng y=0 

D. ĐỒ thị hàm số đã chọ chi có tiệm cận đứng, không có tiệm cận ngang. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hạ Long) 

Đáp án c. 


Lời giải 

Tương tự như bài toán ữên: 

1. Vi đây là hàm phân thức có bậc của đa thức tử số nhỏ hơn bậc của đa thức 
mẫu số nên có một tiệm cận ngang là y=0. 


\x = -2 _ 

2. Giải phương ữình X 2 + 5x + 6 = 0<=> ~ . Tathấy với x = -2 thì 2x + 4 = 0 


Do vậy x=-2 không phải là phương trình đường tiệm cận đứng của đồ thị 
hàm số đã cho. Do vậy đồ thị hàm số đã cho chi có một tiệm cận đứng là đường 
thẳng X = -3 và một tiệm cận ngang là đường thẳng y = 0. 
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STUDYTIP: 

Một cách nhớ nhanh công 
thức này là công thức này 
gần giống với công thức 
đạo hàm của hàm , chi 
khác mẫu số ở đây đù có 
hệ số c bình phương. 

, ad-bc 
y MS’ : 

di aJiỊlt£| 


Công Phá Toán - Lđp 12 _ Ngọc Hu; 

E. Mùì mé dpng toán Ihyônq gặp llÉm guan dếrs 
dyồng liậm EỆn eủs dồ lh| hàm mố 

Xét hàm số y = ÍE-ÌẤ ■ịad-bcĩ* o) 

J cx + d K ’ 

Gọi M(x 0 ;y 0 ) là điểm thuộc đồ thị hàm số y = ax + k -, suy ra 

Đồ thị hàm số có đường tiệm cận đứng: x = — ; 

c 

Tiệm cận ngang y = -; 

c 

Khi đó ta có khoảng cách từ M đến hai đường tiệm cận lần lượt là: 
d -1 + ^Ị-| CX ° + ^Ị'd — |y ữ |_| ữd-bc I 


Khi đó ta có các kết quả sau: 


cx 0 +d 

ad-bc 

c 

' c.(cx 0 +d) 


Ví dụ 12: Cho đường cong (c) : y = — - ị- và M là một điểm nằm trên (c). 
Giả sử d lf d 2 tưong ứng là các khoảng cắch từ M đến hai tiệm cận của (c) 
khi đó tích d r íỉ 2 bằng: 

A. 4 B. 3 c. 6 D. 5 

(Trích đê thi thử TTLT ĐH Diệu Hiên - Cãn Thơ) 


Đáp án D 

Lời giải 

Áp dụng công thức đóng khung vừa chứng minh phía trên thì ta có: 
ll_J| | 2.(-l)-3.l | " 


d r đ 2 = - 


Ý 


Đến đây ta có bài toán: 


Bài toán 1: Tìm điều kiện sao cho tổng khoảng cách từ điểm M(x 0 ;y 0 ) trên 

đồ thị hàm số t/ = aX —~ đến hai đường tiệm cận của đồ thị hàm số là nhỏ 
cx + d 


Lời giải tổng quát 

Từ các kết quả trên ta có tổng khoảng cách từ điểm M đến hai đường tiệm cận 
của đồ thị hàm số được tính bằng công thức: 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy cho hai số dương ta có: 

fv 

Dấu bằng xảy ra khi dj = d 2 <=> | — I = I ~ <=> ịcx ữ + df = \ad - bcị I 
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Chủ đề 1: Hàm số và các ứng dụng của đạo hàm 


The best or nothing 


STUDYTIP: 

, __ |ad-bc| ,, 
Lưu ý p=-2— là 

công thức nên ghi nhớ, vì 
nó áp dụng rất nhiều 
trong các bài toán sau 


Ví dụ 13:Tìm hoành độ dương của điểm M thuộc đồ thị (c) : y = ~~ biết 
rằng tổng khoảng cách từ M tói hai đường tiệm cận của (c). đạt nhỏ nhất: 

A. yẸ-l B. 1+^3 c. 2-yÍ3 D. Đáp SỐ khác 

(Trích đê thi thử THPT Yên Phong) 

Đáp án A 


Lời giải 

Áp dụng công thức trên ta có để khoảng cách từ M tới hai đường tiệm cận của 

(c) đạt nhỏ nhất thì ( cx 0 + df = I ad - bc\ <=> (x 0 + 1) 2 = 3 <=> 1 = ^ 1 

[x = -l-v3 


Do đề bài yêu cầu tìm hoành độ dương nên ta chọn A. 

Bài toán 2: Tìm điểm MÍx 0 ;y) trên đồ thị hàm số y = ax + b sao cho khoảng 
v ' cx + ã 

cách từ M đến đường tiệm cận đứng bằng /c lần khoảng cách từ M đến đường 
tiệm cận ngang. 

Lời giải tổng quát 

Ở kết quả ban đầu ta có: 


d 1 =ịx 0 


d cx 0 +d a ad-bc 

r c cíai+i) 


Từ đây ta có d l = kd 2 o 


cx 0 +d 

= k. 

ad-r-bc 

c 


c(cx 0 +d) 



Bài toán 3: Tìm điểm M(x 0 ;y 0 ) trên đồ thị hàm số y = ax+ ^ sao cho khoảng 
cách từ M đến điểm I là ngắn nhất, biết I là giao điểm của hai đường tiệm cận. 
Lời giải tổng quát 

Khi đó IM 2 = Ịx 0 + — j - - j = d 2 + d 2 > 2d 2 d 2 (bất đẳng thức 

Cauchy) 

<=>iM> yfĩp, dấu bằng xảy ra khi 
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Công Phá Toán - Lớp 12 


Ngọc Huyền LB 


Ị . ^ ~ ! 

I Bài tập rèn luyện kỹ năng 

Dạng ĩ: Bài toán liên quan đến tiệm cận 
của đồ thị hàm số không chứa tham số. 


Câu 1: Cho hàm số y = /(x) xác định trên E< \ {—1; l}, 
liên tục trên mỗi khoảng xác định và có bảng biến 
thiên sau: 


X 

-QO -10 1 +00 1 

y' 

+ 

+ 

+ 

'J 

3-^ 


^- 3 


Hỏi khẳng định nào dưới đây là khẳng định sai? 


A. Hàm số không có đạo hàm tại X = 0 nhưng vẫn 
đạt cực trị tại X = 0 

B. Hàm SỐ đạt cực tiểu tại điểm x = ĩ 

c. ĐỒ thị hàm số có hai tiệm cận đứng là các đường 
thẳng X = -1 và X = 1 

D. Đồ thị hàm số có hai tiệm cận ngang là các 
đường thẳng y = -3 và y = 3. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hạ Long) 


Câu 2: Cho hàm số phù hợp với bảng biến thiên sau. 


X 

-00 0 +O0 

y' 

+ 0 

y 

» 3 

-1 ^^2 


Phát biểu nào sau đầy là đúng? 

A. Đồ thị hàm số không có tiệm cận ngang. 

B. Đồ thị hàm số có 2 đường tiệm cận đứng. 

c. ĐỒ thị hàm số có đường tiệm cặn đứng X = -1, 
tiệm cận ngang y = 2. 

D. Đồ thị hàm số có hai đường tiệm cận ngang là 
y = -l;y = 2. 


ư 3 4 

Câu 3: Cho hàm số 1 / = -—-.—■ Khắng định nào sau 

đây là ĐÚNG: 

3 

A. ĐỒ thị hàm số có tiệm cận ngang là 1 / = “. 

B. Đồ thị hàm số có tiệm cận ngang là X = ỉ. 
c. Đồ thị có tiệm cận ngang là y = 0. 

D. ĐỒ thị hàm số không có tiệm cận ngang. 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo) 


Câu 4: Cho hàm số 


y 2 x-ĩ 


có đồ thị (C). Khẳng 


định nào đúng? 

A. Đường tiệm cận ngang của (C) là đường thẳng 

y=2 

B. Đường tiệm cận đứng của (C) là đường thẳng 

X — 1 

c. Đường tiệm cận ngang của (C) là đường thẳng 

X = -1 

D. Đường tiệm cận đứng của (C) là đường thẳng 

y= 2 

(Trích đê thi thử THPT Tiên Du sốl) 
Câu 5: Cho hàm số y = /(x) xác định trên các khoảng 
(0;+oo) và thỏa mãn lim/(x) = 2. Với giả thiết đó, 
hãy chọn mệnh đề đúng trong các mệnh đề sau? 

A. Đường thẳng y = 2 là tiệm cận đúng của đồ thị 
hàm số y = /(x) 

B. Đường thẳng X = 2 là tiệm cận ngang của đồ thị 
hàm SỐ y = /(x) 

c. Đường thẳng y = 2 là tiệm cận ngang của đồ thị 
hàm SỐ y = f(x) 

D. Đường thẳng X = 2 là tiệm cận đứng của đồ thị 
hàm SỐ y = /(x) 

(Trích "đê thi thử SGD&ĐT Hưng Yên; THPT chuyên 
Lam Sơn Thanh Hóa") 

Câu 6: Đường thẳng y = -1 là đường tiệm cận của 


A. y = 
c.y = 


-X 2 +1 


đồ thị hàm số: 

-3x + 4 
3 + x 
x + 5 
6-x 

(Trích đê thi thử THPT Lương ThếVinh ĩẵn I) 

^7 


B.y= 

D. y = -^~ 

x + 2 


Câu 7: Cho hàm số y = ■ 


X 2 -9 


-. Khẳng định nào sau 


đây là ĐÚNG: 

A. ĐỒ thị hàm số có tiệm cận đứng là X = ±3 

B. Đồ thị hàm số có 2 tiệm cận đứng và 1 tiệm cận 
ngang 

c. Đồ thị hàm số không có tiệm cận 

D. Đồ thị hàm số có 2 tiệm cận đúng và 2 tiệm cận 


ngang. 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo) 
Câu 8: Cho đường cong (c) : y = + 3 và M là một 

điểm nằm trên (c). Giả sử dj,đ 2 tưomg ứng là các 
khoảng cách từ M đến hai tiệm cận của (c) khi đó 
.tích dj.iL, bằng: 

A. 4 B. 3 c. 6 D.5 

(Trích đê thi thử TTLT ĐHDiệu Hiên - Cân Thơ) 
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Chủ đề 1: Hàm sô và các ứng dụng của đạo hàm 
Câu 9: Cho hàm số y = f(x) có lim/(x) = 3 và 
lim f{x) = -3. Khẳng định nào sau đây là khẳng định 
đứng? 

A. Đồ thị hàm số đã cho có đúng một tiệm cận 
ngang 

B. Đồ thị hàm số đã cho có hai tiệm cận ngang là 
các đường thẳng X = 3 và x = -3 

c. Đồ thị hàm số đã cho có hai tiệm cận ngang là 
các đường thẳng y = 3 và y = -3 

Đ. Đồ thị hàm số đã cho không có tiệm cận ngang 
(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Trãi - Hải 
Dương) 

Câu 10: Cho hàm số y = f{x) có lim /(x) = 0 và 
lim f(x) = + 00 . Mệnh đề nào sau đây là đúng? 

A. ĐỒ thị hàm số y = f(x ) không có tiệm cận 
ngang. 

B. Đồ thị hàm số y = /(x) có một tiệm cận đứng là 
đường thẳng y = 0. 

C. ĐỒ thị hấm số y = /(%) có một tiệm cận ngang 
là trục hoành. 

D. ĐỒ thị hàm số y = /(x)nằm phía trên trục 
hoành. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên ĐH Vinh íãn i) 
•+• 1 

Câu 11: Đồ thị của hàm số V = „ —- có bao nhiêu 

x 2 +2x-3 

tiệm cận? 

A. 1 B.o c. 3 D. 2 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Trãi - Hải 
Dương) 

Câu 12: Cho hàm số y = có đồ thị (c). Mệnh 

đề nào dưới đầy sai? 

A. ĐỒ thị (c) có tiệm cận đứng. 

B. Đồ thị (c) có tiệm cận đứng và tiệm cận ngang. 

C. Đồ thị (c) có tiệm cận ngang. 

D. Đồ thị (c) không có tiệm cận. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình lan 3) 
2x-3 

Câu 13: Đồ thị hàm số 1 / = —— có: 

x 2 +x-4 ■ 

A. một tiệm cận ngang 

B. một tiệm cận ngang và một tiệm cận đứng 
c. một tiệm cận ngang và hai tiệm cận đứng 
D. hai tiệm cận đứng 

(Trích "đê thi thử Sở GD&ĐTLãm Đồng; THPTNăng 
Khiếu THCMữnƯ) 

Câu 14: Cho hàm số y = ~ ~ 2~3 ' định nào 

sau đây sai? 


The best or nothing 

A. Hàm số có tiệm cận đứng là x = l. 

B. Đồ thị hàm số có hai tiệm cận đứng là 
x=l; x = —3 

C. Đồ thị hàm số có tiệm cận ngang là y = 3. 

D. Đồ thị hàm số có ba đường tiệm cận. 

(Trích đê thi thử THPT Công Nghiệp - Hòa Bình) 
M 3x-l 

Câu 15: Đồ thị hàm số t/ = ——— -- có số đường 

■ x 2 -7x+6 6 

tiệm cận là? 

A. i. B. 2. c. 3. D. 0 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lê Hồng Phong) 
Câu 16: Số đường tiệm cận của đồ thị hàm số 


A. 1 B. 2 c. 3 D. 0 


(Trích đê thi thử THPT Nguyễn Văn Trỗi - Hà Tĩnh) 


Câu 17: Cho hàm số y = .- có đồ thị là (c). 

Gọi m là số tiệm cận của (c) và nlà giá trị của 


hàm số tại X = 1 thì tích mn là: 


A. 


6 

5 


B. 


2 _ 

15 


C. 


14 

5 


D. 


3 

5 


(Trích đê thi thử TTLT ĐH Diệu Hiên - Cân Thơ) 
Câu 18: Số đường tiệm cận ngang của đồ thị hàm số 



A. 1 B. 0 C. 2 D. 3 

(Trích đê thi thử THPT Tiên Du sô'1) 

Câu 19: Cho hàm số y = — - .— . Hãy chọn mệnh đề 


đúng trong các mệnh đề sau: 

A. Đồ thị hàm số có tiệm cận ngang là y = -1, có 
tiệm cận đứng là x = 0. 

B. Đồ thị hàm số có hai tiệm cận ngang là y = 1 và 
y = -l, 

C. Đồ thị hàm số có hai tiệm cận ngang là y = 1 và 
y = —1, có tiệm cận đứng là X = 0. 

D. Đồ thị hàm số có hai tiệm cận ngang là y = 1, có 
tiệm cận đứng là x-ữ. 

(Trích "đê thi thử SGD&ĐT Hung Yên; THPT chuyên 

Lam Sơn Thanh Hóa; THPT Ngô Gia Tự - Vĩnh Phúc") 
Câu 20: Cho hàm số y = f(x). Chọn mệnh đề đúng. 


A. Nếu lim/(x) = 0 thì X = 1 là tiệm cận đúng 

B. Nếu lim/(x) = -00 thì X = -1 là tiệm-cận đứng 

C. Nếu lim /(x) = 1 thì y = 1 là tiệm cận ngang 

D. Nếu lim /(x) = 1 thì y = 1 là tiệm cận ngang 


(Trích đê thi thử THPT Can Lộc - Hà Tĩnh) 
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Câu 21: Cho hàm số y = f(x ) có lim/(x) = 2, 
lim/(x) = +oo. Khẳng định nào sau đây là khẳng 
định đúng? 

A. Đồ thị hàm số đã cho có đúng một tiệm cận 
ngang 

B. Đồ thị hàm số đã cho có hai tiệm cận ngang phân 
biệt 

c. Đồ thị hàm số đã cho có đúng một tiệm cận 
ngang là đường thẳng x = 2 

D. Đồ thị hàm số đã cho không có tiệm cận ngang 
(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Thị Minh Khai) 
Câu 22: SỐ đưòng tiệm cận của đồ thị hàm số 
2x-l 

y = .7== =: 

4x 2 +x+ 2 

A. 0 B. 1 C.2 D. 3 

(Trích đê thi thử THPT Nguym Đình Chiểu) 
Câu 23: ĐỒ thị hàm số nào dưới đây có đúng hai 
đường tiệm cận ngang? 


A. ĨJ = 


c. y = 


H + 2 

4ế-x 2 
x + l 


m ịtl 

x + ĩ 

4^2 


„ V *+2 

D ' y 'p 


(Trích đê thi thử THPT Lương ThếVinh tân I) 
Câu 24: Đường thẳng X = 1 là tiệm cận đứng của đồ 
thị hàm số nào sau đây? 


A. y = 


B. y = 


2x-2 
x+2 
ĩ + x 2 


c. y = Z— D . y = -_ 

J 1-x J 1 t A 

(Trích đê thi thử THPT Nhã Nam - Bắc Giang) 
Câu 25: Đồ thị hàm số y = .. . có bao nhiêu đường 

4x 2 -l 

tiệm cận ngang: 

A.o B. 1 C.2 D. 3 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Amsterdam - Hà Nội) 

Câu 26: Hỏi đồ thị hàm số y = 2 - có tất cả bao 

\j2x+l-x 

nhiêu tiệm cận (gồm tiệm cận đứng và tiệm cận 
ngang)? 

A. 1 B. 4 c. 3 D. 2 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình lần 3) 
Câu 27: Tìm số đường tiệm cận của đồ thị hàm số hàm 


số y = ——-—? 

J x-2 

A. 1. B. 2. C. 0. D. 3. 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo - Nam Định) 


Câu 28: Tìm tất cả các tiệm cận đứng của đồ thị hàm 

.. l~4x 2 +x+l 
sốy= .. • 

A. Đồ thị hàm số không có tiệm cận đứng 


c. x = ữ 
D. x = -ĩ 

(Trích đê thi thử THPT chuyên ĐHSP ĩẵn 2) 

r. . ^ 4X 2 — 4 ^ ư f 

Câu 29: Cho hàm số Ị/ = ———. Đồ thị hàm số có 

mấy tiệm cận? 

A. 1 B. 0 c. 2 D. 3 

(Trích đê thi thử THPT chuyên KHTN) 
Câu 30: Đồ thị hàm số nào dưới đây không có tiệm cận 
ngang? 


A. y=x+yx 

C.y = ^ 


B. H 


x-1 


D.y = f 


(Trích đê thi thử THPT chuyên KHTN) 
Câu 31: Số tiệm cận ngang của đồ thị hàm số 

'•ih* 

A. 0. B. 1. C. 2. D. 3. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên KHTN ĩân 3) 
Câu 32: Các đường tiệm cận của đồ thị hàm số 

-4X + 5 

y = tạo với hai trục toạ độ một hình chữ nhật 

2x+3 

có diện tích bằng 


D r 


A. 1. B. 2. c. 3. 

(Trích đê thi thử tạp chí TH&TT ũtn 7) 
Câu 33: Đô' thi. của ham sô' nào sau đây co' ba đưohg 
tiêm cân? 

A. y = 


c.y = 


4~x 


B. y = ■ 
D. y 


4~x 

K 2 -3x+2' 

x+3 


2x-3 ' 2*-l 

(Trích đê thi thử THPT Ngô Gia Tự - Vĩnh Phúc) 


2x-3 


. Đồ thị hàm số 


Câu 34: Cho hàm số y = =====. 

4x 2 -2x-3 

có bao nhiêu tiệm cận? 

A. 2. B. 3. c. 4. D. 5. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Biên Hòa - Đồng Nai) 
Câu 35: Đồ thị hàm số nào sau đây có 1 đường tiệm 
cận. 

A. y = 4x 2 -ấx+10 +x B. y = ^—T 


c. y = 


D ' y x 2 -4 

(Trích đê thi thử THPT Đông Sơn I) 
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Câu 36: Cho hàm số y = f(x) có bảng biến thiên như 
sau. Khẳng định nào dưới đây là đúng? 


X 

-00 1 +00 1 

y’ 

+ 

+ 

y 

2 

2 


A. Hàm SỐ có tiệm cận đúng là y = 1. 

B. Hàm SỐ không có cực trị. 

c. Hàm SỐ có tiệm cận ngang là x = 2. 

D. Hàm số đồng biến hên ĩẳ. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Amsterdam HN) 
Dạng 2: Bài toán liên quan đến tiệm cận 
của đồ thị hàm số chứa tham số. 


X 4- 1 _ 

Câu 37: Cho hàm số: y = — --. Tìm tất cả các 

x z -2mx+4. 

giá ữị của tham số m đê’ đồ thị hàm số có ba đường 
tiệm cận. 




D. m>2 


(Trích đê thi thử THPT chuyên Bắc Cạn) 

Câu 38: Cho hàm số: y = . Đồ thị hàm số 

* x+3n+ĩ 

nhận trục hoành và ữục tung làm tiệm cận ngang và 
tiệm cận đứng. Khi đó tổng m+n bằng: 


1 1 2 

A. B. i c.=- D. 0 

3 3 3 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Bắc Cạn; THPT chuyên 
Mặt Trăng") 

v X — 1 . r* 1 t 

Câu 39: Cho hàm số y = — , —-. Tìm tất cả các 

trar- 2x+3 

giá ữị của m để đồ thị hàm số có ba đường tiệm cận 

m* 0 1 

A. ịm*-l B. m< 5 

1 m* 0 

m<— '• 

3 

m*0 ím*0 

c. - m * -1 D. • I 

1 [ m< 3 

. 5 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Mặt Trăng) 


x+3 A/ 

Câu 40: Cho hàm số y = —— -. Tìm tất cả các giá 

X +4x+m 

trị của m để đồ thị hàm số có ba tiệm cận? 

A. Jíỉ>4 và m*3. B. m<4. 

C.m<4vảmí3. D.mel. 

(Trích đê thi thử THPT Công Nghiệp - Hòa Bình) 
Câu 41: Tĩm tất cả giá trị của m sao cho đồ thị hàm số 

1 Jmx 2 +3mx+l ,, _. 

y =-—^- có ba tiệm cận. 


A. 0 <m<\. B. 0<m<ị. 

2 2 

C. m< 0. D. m>ị. 

. 2 

(Tríck đề thi thử TtìPT chuyên Lê Hông Phong) 
Câu 42: Tim tập hợp tất cả các giá ữị thực của tham số 

m để đồ thị hàm số y = —. có đúng hai đường 

tiệm cận. 

A. (_oo;+oo)\{l}. B.(-co;+«)\{-lj0}. 

c. (—;+•). D. H; +M )\{0}. 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Lê Hông Phong) 
Câu 43: Tim m để hàm số y = mx ^ có tiệm cận 
đứng. 

A. mfíỊ-l;l}. B. m*l. 

c. m* -1. D. không có m. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên KHTN tẵn 3) 

.V. ... (a-2b)x 2 +bx+l 

Câu 45: Biết đồ thị y = -- ' / - - có đường 

x z +x-b 

tiệm cận đứng là X = 1 và đường tiệm cận ngang là 
y = 0. Tính a+2b. 


A.6 B. 7 C. 8 D. 10 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu Un 2) 
Câu 46: Tìm tất cả cấc giá trị thực của tham số m sao 

cho đồ thị của hàm số y = — 1 — có hai đường 

X +4 x + m 


tiệm cận đứng. 


1 m< 4 

\m *-5 


B. m > 4 

D. m>-5 


(Trích đê thi thử THPT chuyền Hạ Long) 


tiệm cận đứng 


A. nx<lvà m&-8 B. m^lvà 8 

C. m>lvầ m*-8 D. m>l 


(Trích "đẽ thỉ thử SGD&ĐT Hưng Yên; THPT chuyên 
Lam Sơn Thanh Hóa") 
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Câu 48: Giá ữị của m để tiệm cận đứng của đồ thị hàm 
số y = — — đi qua điểm M(2;3) là: 

A. 0 B.-2 c. 2 D. 3 

(Trích đẽ thi thử THPTNhã Nam - Bắc Giang) 

Câu 49: Cho hàm số y = — ~^ x + m ' £)ế đồ thị hàm 
x-m 

số không có tiệm cận đứng thì các giá trị của tham số 
m là: 

A. m = Q B. m = 0;m = l 

c. m = l D. Không tồn tại m 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Amsterdam-Hà Nội) 
Câu 50: Cho hàm số y = f (x) xác định trên K \ Ị-lỊ, 
liên tục trên các khoảng xác định của nó và có bảng 
biến thiên như hình vẽ: 


X 

-00 


1 

+00 

y' 

+ 


0 

- 

y 


2 

—GO ^1 


Khẳng định nào sau đây là đúng? 

A. ĐỒ thị hàm số có 3 tiệm cận. 

B. Phưong trình /(x) = m có 3 nghiệm thực phân 


biệt thì m s (l;2). 

c. Giá ừị lớn nhất của hàm số là 2. 

D. Hàm số đồng biến trên (-co;l). 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Biên Hòa - Đồng Nai) 
Câu 51: Cho hàm số y = /(x) xác định, liên tục hên 
Ẹ \ Ị 2 Ị và có bảng biến thiên: 


X 

—00 1 2 400 1 

y' 


- 

y 

2 ^ ^ -3 

‘V 


Khẳng định nào sau đây là khẳng định sai? 

A. Giá trị cực đại của hàm số bằng 5 

B. Đồ thị hàm số đã cho có đúng hai tiệm cận 

c. Phương trình /(x)-l = 0 có đúng hai nghiệm 
thực 

D. Giá ữị lớn nhất của hàm số trên khoảng (ũ;2) 
bằng 5 . 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Thị Minh Khai) 

Câu 52: Cho hàm số y = . Tìm a, b để đồ thị 

J bx-2 


hàm số có X = 1 là tiệm cận đúng và y = là tiệm cận 


ngang. 


Ngọc Huyền LB 

A. ữ = -1; b = -2. B. a = l; b=-2. 

c. fl = —1; b = 2. D. ữ = 4; b = 4. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Biên Hòa - Đồng Nai) 

Câu 53: Tim m để đồ thị hàm số y = —.-.——" 

4x - m 

không có tiệm cận đứng? 

u = 0 

A. m = 2 B. „ c. m = Ị6 D. m = 1 

[wí = 8 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hung Đạo - Ninh Bình) 
Câu 54: Cho hàm số y = ^ mx * m ■ Với giá trị nào của 

m thì đường tiệm cận đứng, tiệm cận ngang của đồ 
thị hàm số cùng hai trục tọa độ tạo thành một hình 
chữ nhật có diện tích bằng 8. 

A. m = ±2 B. m = ±4 c. m = 4 D. m = 2 

(Trích đê thi thử THPT Can Lộc - Hà Tĩnh) 

Câu 55: Cho hàm số y = —. Để đồ thị hàm 

x-m 

SỐ không có tiệm cận đứng thì các giá ữị của tham số 
m là: 

A. m = 0 B. m = Q; m=l 

c. m = 1 D. Không tồn tại m 

(Trích đê thi thử THPT chuýên Hà Nội Amsterdam) 
Câu 56: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m sao 
x-2 

cho đồ thị hàm số y = ——— có đúng một tiệm 

X+mx+m 

cận đứng. 

A. Không có giá trị thực nào của tham số m thỏa 
mãn yêu cầu đề bài 

B. 0 < m < 4 hoặc m = ~ 

D. OT < 0 hoặc m > 4 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Thị Minh Khai) 
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chủ đề 1: Hàm số và các ứng dụng của đạo hàm 

Hướng dẫn giải chi tiết 


The best or nothing 


Dạng 1: Bài toán liên quan đến tiệm cận của 

Câu V. Đáp án B. 

Dễ thấy tại X = 1 hàm số không xác định nên B là 
khẳng định sai. 

Câu 2: Đáp án D. 

Áp dụng định nglũa về tiệm cận ngang suy ra đồ thị 
hàm số có hai tiệm cận ngang là y = -1 và y = 2. 


đồ thị hàm số không chứa tham số. 

Áp dụng định nghĩa về tiệm cận ngang suy ra đồ thị 
hàm số có một tiệm cận ngang là trục hoành. 

Câu 11: Đáp án c. 

- Đây là hàm số phân thức có bậc của đa thức tử số 
nhỏ hơn bậc của đa thức mẫu số nên có một tiệm cận 
ngang lậy = 0. 


Câu 3: Đáp án c. 

Đây là hàm số phân thức có bậc của đa thức tử số nhỏ 
hon bậc của đa thức mẫu số nên có một tiệm cận 
ngang là y = 0. 

Câu 4: Đáp án A. 

Đây là hàm số phân thức bậc nhất trên bậc nhất nên 
có một tiệm cận ngang là y = 2 và một tiệm cận đứng 
là X = -l. 

Câu 5: Đáp án c. 

Áp dụng định nghĩa về tiệm cận ngang suy ra đồ thị 
hàm số có tiệm cận ngang là y = 2. 

Câu 6: Đáp án c. 

Phương án A. Sai: Vì là hàm số phân thức bậc nhất trên 

bậc nhất nên có một tiệm cận ngang là y = - = -3. 

c 

Phương án B. Sai: Vì là hăm số phân thức có bậc của 
đa thức tử số lón hơn bậc của đa thức mẫu số nên 
không có tiệm cận ngang. 

Phương án c. Đúng: Tương tự phương án A, hàm số 
có một tiệm cận ngang là y = -1. 

Phương án D. Sai: Vì hàm số phân thức có bậc của đa 
thức tử số nhỏ hơn bậc của đa thức mẫu số nên có một 
tiệm cận ngang là y = ọ. 

Câu 7: Đáp án c. 

Giải phương trình: X 2 -9 = 0 <=> 

Ta thấy tại X = 3 hoặc x='-3, đa thức của tử số 
không xác định nên đồ thị hàm số không có tiệm cận 
đứng. 

Câu 8: Đáp án D. 

Áp dụng công thức ta có: 

^ ^ _|ad-bc|_Ị2.(-Ị)-3.l|^ 


x = 3 
x = -3 


- Giải phựơng trình: X 2 +2x-3 = 0 <=> 

Ta thấy vói X = 1 hoặc X = -3 thì x+1 5* 0, do vậy đồ 
thị hàm số đã cho có 2 tiệm cận đụng là đường thẳng 
x = -3 và x = l. 

Câu 12: Đáp án D. 

Đồ thị hàm số trên có hai đường tiệm cận, do vậy ta 
chọnD. 

Câu 13: Đáp án c. 

- Đây là hàm số phân thúc có bậc của đa thức tủ’ số 
nhỏ hơn bậc của đa thức mẫu số nên có một tiệm cận 
ngang là y = 0. 


- Giải phương trình: /+1-4 = 001 = - ~Y~~ 

Ta thấy với hoặc x = thì 

2x-3*0, do vậy đồ thị hàm số đã cho có 2 tiệm cận 
đứng là đường thẳng X = .- và X = .-ỉ . 


Câu 14: Đáp án A. 

- Đây là hàm số phân thức bậc hai trên bậc nhất nên 
có một tiệm cận ngang là y = 3. 

r X=1 

- Giải phương trình: X 2 + 2x - 3 = 0 o 


Ta thấy phương trình 3x 2 -3x + l = 0 vô nghiệm, do 
vậy đồ thị hàm số đã cho có 2 tiệm cận đứng là đường 
thẳng X = 1 và x = -3. 

Câu 15: Đáp án c. 

- Đây là hàm số phân thức có bậc của đa thức tủ’ số 
nhỏ hơn bậc của đa thức mẫu số nên có một tiệm cận 
ngang là y = 0. 

- Giải phương trình: X 2 -7x+6 = 0 <=> 


Câu 9: Đáp án c. 

Áp dụng định nghĩa về tiệm cận ngang suy ra đồ thị 
hàm số có hai tiệm cận ngang là y = 3 và y = -3. 


Ta thấy với X = 1 hoặc X = 6 thi 3x-l 5* 0, do vậy đồ 
thị hàm số đã cho có 2 tiệm cận đứng là đường thẳng 
X = 1 và X = 6. 


Câu 10: Đáp án c. 


Câu 16: Đáp án B. 
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Ngọc Huyền LB 


- Tương tự câu 15, đồ thị hàm số có một tiệm cận 
ngang là y = 0. 

- Giải phương trình: X 2 -3x + 2 = 0 <=> |^ x 2 

Ta thấy vói X = 1 thì X -1 = 0 , do vậy X = 1 không 
phải là phương trình đường tiệm cận đứng của đồ thị 
hàm số đã cho. 

Do vậy đồ thị hàm số đã cho chỉ có một tiệm cận đứng 
là đường thẳng x = 2 và một tiệm cận ngang là 
đường thẳng y = 0. 

Câu 17: Đáp án À. 

- Ta có: 


lim y = lim : 


+ \Ịịx 2 -3 _ 


x + ^4x -3 

lim Ị/ = lim — _ — = lim 



bỉ. 

1 2 + 1 

X 

X A 

4-4 

X _ 


1-2 1 
2 " 2 


Vậy đồ thị hàm số đã cho có 2 tiệm cận ngang là 
đường thẳng y = l và y = —1. 


- Điều kiện xác định của hàm số là: 


2 

. Ể 


Ta CÓ: lim y - lim 


lim 1 / - um —-—— 

" Bí "Bí ™ 

.. x + V4x 2 - 

lim Ị/= lim — ~ 

BC : BĨ 21+3 


+ a/4x 2 -3 
2x + 3 

f 4x 2 - 3 


=> Đồ thị hàm số đã cho có 1 tiệm cận đứng là đường 
3 

thắng x = ~2 =>ỉn = 3- 


Vậy 1 


»« 3.14 

5 5 
Câu 18: Đáp án c. 
Ta có: 


, 1 


lim y = lim . ■ p== = lim .ĩ==ẫ = 1 


lim y = Ịim -~ịÍ==. = lim ■ 


1 + 


Vậy đồ thị hàm số có 2 tiệm cận ngang là đường thẳng 
y -1 và y = -l. 

Câu 19: Đáp án B. 

- Ta có: 


lim y = lim ^ x - = lim 


lim y = lim ——-= lim — ^ 

Vậy đồ thị hàm số có 2 tiệm cận ngang là đường thẳng 
y = l và y = -l. 

_ r X>1 

- Điều kiện xác định của hàm số là: 

I **- 1 

Do vậy, X = 0 không phải là phương trình đường 
tiệm cận đứng của đồ thị hàm số đã cho. 

Câu 20: Đáp án c. 

Áp dụng định nghĩa về tiệm cận đứng và tiệm cận 
ngang nên suy ra mệnh đề c là mệnh đề đúng. 

Câu 21: Đáp án A. 

Áp dụng định nghĩa về tiệm cận ngang suy ra 
phương án A là khẳng định đứng. 

Câu 22: Đáp án c. 

- Ta có: 

- 1 




+X+2 


lim y = lim 


2x-l 


f + ỉ + ỉ 

2-1 


4? 


+X+2 


= lim - 


12 


= -2 


«/1+7+4 

V XX 2 

Vậy đồ thị hàm số có 2 tiệm cận ngang là đường thẳng 
y = 2 và y=-2. 


- Giải phương trình: sjx 2 +X + 2 =0 => X € 0 
Vậy đồ thị hàm số không có tiệm cận đứng. 
Câu 23: Đáp án B. 

Phương án A. Sai: 

Vi: lưn Ỷc! =li.m -l^r = J 

"" H +2 ™1 + Í 


lỉm-7-i—--= lim- 

H+ 2 . 


Vậy đồ thị hàm số y - I I ^ có 1 tiệm cận ngang là 


đường thẳng y = l. 
Phương án B. Đúng: Vì 
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~* +1 ™ 1 + Ĩ 

X 

. . „ 1 * 1-2 _ . 

Vậy đồ thi hàm số y = ^ có 2 tiệm cận ngang là 

đường thẳng y = l và y = -1. 

Phương án c. Sai: 

Vì: lim ^ * không tồn tại. 

lim -4 j — không tồn tại. 

Vậy đồ thị hàm số không có tiệm cận ngang. 

Phương án D. Sai: 


M 

ịỊx X 2 


JỸÃ3 

Vì: lim xtẼ" = lim 


lim ~ị^j + 2 không tồn tại. 

Vậy đồ thị hàm số có 1 tiệm cận ngang là y = 0. 

Câu 24: Đáp án c. 

Xét đa thức mẫu số của các hàm số ta thấy chỉ có đáp 
án c là vói * = 1 thì mẫu số bằng 0 và tử số khác 0. 
Câu 25: Đáp án c. 

Ta.có: lim 1 / = lũn , = = lim I.= =■ = 1 

^ ~~ r X 


lim y = lim -Ị=== = lim - 


Ji-ị 

X 


Vậy đồ thị hàm số có 2 tiệm cận ngang là đường thẳng 
y = l và y = -l. 

Câu 26: Đáp án D. 

- Ta có: 


lim y = lim 


&!+2 


4ĩx+ĩ 


V2x + l-x 

Vậy đồ thị hàm số có 1 tiệm cận ngang là đường thẳng 

y=s 

- Giải phương ữình: V2x+l-x = 0 
Điều kiện xác định: X > 


PT<=>v2x+l=x<=> 


x>0 

-2x-l = 0 


ị x>0 
[2x + l = x 2 

<=> X = yỉĩ + l 


Tathấyvód x = 4ĩ+l thì 4'ĩ>x 2 + 2^0, do vậy đồ thị 
hàm số đã cho có 1 tiệm cận đúng là đường thẳng 
X = 4ĩ+Ĩ. 

Câu 27: Đáp án D. 

- Ta cò: 


limy = lim 


Jx 2 +2x 


- Điều kiện xác định: 


, _Vx z +2x , y + x _ 

lim y = lim — = lim ——— = -1 

Vậy đồ thị hàm số có 2 tiệm cận ngang là đường thẳng 
y = l và y = -l. 

x>0 
x<-2 
[x*2 

Giải phưong trình: x-2 = 0<=>x = 2 
Ta thấy với X = 2 thì yỊx 2 +2x 0, do vậy đồ thị hàm 
số đã cho có 1 tiệm cận đứng là đường thẳng X = 2. 
Câu 28: Đáp án D. 

Giải phương hình: x 3 +l = 0ox = -l 

Ta thấy với X = -1 thì l-yjx 2 +X + 1 * 0, do vậy đồ 

thị hàm số đã cho có 1 tiệm cận đúng là đường thẳng 

X = —1. 

Câu 29: Đáp án c. 

- Ta có: 


limy = lim x ^ = Iim- 

Z _1 « 4 , 2 _1 


1 -- 


Vậy đường thẳng hàm số có 2 tiệm cận ngang là 
đường thẳng y = l và y = -l. 

- Điều kiện xác định: 1 7*1 

Ị_x < -2 

Giải phưongữình: x-l = 0 <=> X = 1 

Ta thấy vói X = 1 thi đa thức của tử số không xác định 

nên không tồn tại limy. 

Vậy đồ thị hàm số không có tiệm cận đúng. 

Câu 30: Đáp án A. 

Ta có: limy = +oo; limy = -co. 
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Vậy đồ thị hàm số không có tiệm cận ngang. 
Câu 31: Đáp án c. 

- Ta có: 



Vậy đường thẳng hàm số có 2 tiệm cận ngang là 
đường thẳng y = 1 và y = -1. 


- Giải phương trình: \jx 2 +1 = 0 => X e 0 
Vậy hàm số không có tiệm cận đứng. 

Câu 32: Đáp án c. 

Diện tích của hình chữ nhật tạo bởi các đường tiệm 
cận của đồ thị hàm số và 2 trục tọa độ chính là tích 
khoảng cách từ gốc tọa độ đen 2 đường tiệm cận của 
đồ thị hàm số. 



Câu 33: Đáp án B. 
Phương án A. Sai vì: 



lim y = lim 7 x = lim — , ẳ = -1 

^ “ 7^4 ^ rr 

V X 2 

=> Đồ thị hàm số có 2 tiệm cận ngang là đường thẳng 
1J = 1 và y = -1. 


Giải phương ữình: V* 2 - 4=0 



Ta thấy vói 'X = 2 hoặc X = -2 thì X * 0, do vậy x = 2 
và X = -2 là 2 phương trình đường tiệm cận đứng của 
đồ thị hàm số. 

Vậy đồ thị hàm số có 4 đường tiệm cận. 

Phương án B. Đúng vì: 


- Ta có: lim y = lim 


£ 

-3x+2 



= 0 


lim y = lim —^ —- không tồn tại. 

=> Đồ thị hàm số có 1 tiệm cận ngang là đường thẳng 

y= 0 . 


- Giải phương trinh: X 2 - 3x +2 = 0 <=> 


X = 1 
x = 2 


_ Ngọc Huyền LB 

Ta thấy với X = 1 hoặc X = 2 thi 4x ^ 0, do vậy X = 1 
và X = 2 là 2 phương trình đường tiệm cận đứng của 
đồ thị hàm số. 

Vậy đồ thị hàm số có 3 đường tiệm cận. 

Phương án c. Sai vì: 

- Tương tự câu B, đồ thị hàm số có 1 tiệm cận ngang 
là đường thẳng y = 0. 

- Giải phương trình: X 2 - 2x - 3 = 0 <=> 

Ta thấy với x-ĩ thì đa thức từ số không xác định và 
với x = 3 thì 'ỊxitO nên đồ thị hàm số có 1 tiệm cận 
đứng là đường thẳng x = 3. 

Vậy đồ thị hàm số có 2 đường tiệm cận. 

Phương án D. Sai vì đầy là hàm phân thức bậc nhất 
hên bậc nhất nên đều có 1 tiệm cận đúng và 1 tiệm 
cận ngang. 

Câu 34: Đáp án B. 

2-1 

2x _ 3 *■ 

-Tacó: lim y = lim - =— = lim - - 7 — = — = 2 

-=í^ĩ-*|ỊĨT- 


x = -l 
x = 3 


limy = lim 


yịx 2 -2x-z 


2-1 

= lỉm , * = 

-ffỊ 

V X X 2 


Vậy đồ thị hàm số có 2 tiệm cận ngang là đường thẳng 
y = 2 và y = -2. 


- Giải phương hình: 4x 2 -2x-3 =0 <=> 

Ta thấy với x = -l hoặc x = 3 thì 2x-3 & 0, do vậy 
x = -l và X = 3 là 2 đường tiệm cận đứng của đồ thị 
hàm số. 

Câu 35: Đáp án A. 

Phương án A. Ta có: 

_ rj ...; in , x 2 -4x,+10-x 2 -4x + 10 

y = vx -4x+10 +x = -== ====— = -=====— 

yx 2 -ịx+10-x yjx 2 - 4X+10-X 



lim y = lim Ụx 2 -4cX+10 + x j = +00 

. , 10 

-4x+10 + ^ 

limy= lim -==== —= lim— j- — ả — = 2 

x -*-~Jx 2 -ịx+10-x 

Vậy đồ thị hàm số có 1 đường tiệm cận ngang là 
đường thẳng y = 2. 

Câu 36: Đáp án B. 
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Áp dụng định nghĩa, đồ thị hàm số có một tiệm cận 
đứng là đường thẳng x = l, một tiệm cận ngang là 
đường thẳng y = 2. 

Dạng 2: Bài toán liên quan đến tiệm cận của đồ 

Câu 37: Đáp án c. 

- Đây là hàm số phân thức có bậc của đa thức tử số 
nhỏ hơn bậc của đa thức mẫu số nên có một tiệm cận 
ngàng là y = 0. 

- Để đồ thị hàm số có 3 đường tiệm cận thì đồ thị hàm 
số phải có 2 tiệm cận đứng hay phương trình 
X 2 - 2mx + 4 = 0 có 2 nghiệm phân biệt khác -1 

Ị A'>0 
[(-l) 2 -2.m.(-l)+4*0 
ị\m>2 

í m 2 -4>0 [m<-2 

[l+2m+4*0 5 

m *~2 

Câu 38: Đáp án A. 

Đây là hàm phân thức bậc nhất trên bậc nhất nên đồ 
thị hàm số có 1 tiệm cận ngang là đưòng thẳng y = m, 

1 tiệm cận đứng là đường thẳng X = -3n-l. 

Để đồ thị hàm số nhận trục hoành và trục tung làm 
tiệm cận ngang và tiệm cận đứng thi 
fm = 0 1 

1 =>m+n = ~ĩ 


Hàm số đồng biến ữên R \ {l}. 


thị hàm số chứa tham số. 


• m = 0 
-3n-l = 0 <: 


Câu 39: Đáp án A. 

Tương tự câu 37, đê’ đồ thị hàm số có 3 đường tiệm 
cận thì đồ thị hàm số phải có 2 tiệm cận đứng hay 
phương hình mx 2 - 2x - 3 = 0 là phương trình bậc hai 
có 2 nghiệm phân biệt * 1 


m* 0 

l-3ffl>0oo 

m+l*0 


_1 

m< 3 

m*-ĩ 


Câu 40: Đáp án c. 

Tương tự câu 37, để đồ thị hàm số có 3 đường tiệm 
cận thi đồ thị hàm số phải có 2 tiệm cận đứng hay 
phương trình X 2 +ấx+m = 0 có 2 nghiệm phân biệt 
*-3 

f A'>0 J 4-m>0 Jm<4 

^Ị(_3) 2 + 4.(-3) + m*0 [9-12+m*0^ịm*3 
Câu 41: Đáp án A. 

- Ta có: 


■ Imx 2 +3mx+l .. \| 

lim y = lim- —Ẹ -= lim- 1 


+ —+ — 
X X 2 


.. 4mx 2 +3mx+l 

lim y = lim-—r-= 




- Giải phương trình: r+2 = ũor = -2, 

Vậy đê’ đồ thị hàm số có 3 tiệm cận thì đồ thị hàm số 
phải có 2 tiệm cận ngang là đường thẳng y = 'Im và 
y = -\fm và 1 tiệm cận đứng là đường thẳng X--2 

í m> 0 í m>0 

° [tnx 2 + 3mx +1 > 0 ° |(-2) 2 M+3. (-2) .m +1 > 0 

m >0 1 

1 <»0 < m <^ 


Câu 42: Đáp án A. 
- Ta có: 


Ịĩ_m 

Ịim4l^ = _liml^ = 0 
— ^ 1-1 


lim y = lim 


« X-: 

Vậy đồ thị hàm số có một tiệm cận ngang là đường 
thẳng y = 0. 

- Giải phương trình: X-1 = 0<=>X = 1 
Để đồ thị hàm số có đúng 2 đường tiệm cận thì đồ thị 
hàm số phải có 1 tiệm cận đứng <=> x-1 là phương 
ữình đường tiệm cận đứng của đồ thị hàm số 

khi X = 1 om* 1 

Vậy me(-oo;+oo)\{l}. 

Câu 43: Đáp án A. 

Giải phương trình: x-m = 0ox = m. 

Đê’ đồ thị hàm số có 1 tiệm cận đứng thì đường thẳng 
x = m phải là đường tiệm cận đứng của đồ thị hàm 
số 

<=>mx-l*0 khi X = m om 2 - 1*0 
í m* 1 
Ịm*-1 


Câu 45: Đáp án c. 
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Đây là hàm số phân thức bậc hai trên bậc hai nên đồ 
thị hàm SỐ có 1 tiệm cận ngang là đường thẳng 
y = a-2b =>a-.2b = 0 (l) 

Đồ thị hàm số có đường tiệm cận đứng là đường 


PT X 2 +x-b = 0 có 1 nghiêm X = 1 
'a-2b)x 2 +bx+l*0 khi X = 1 
2-b = 0 ịb = 2 

-2b+b+1 *0^ 




Từ (l) và (2) : 


\a = 4 


Vậy a+2fe = 4+2.2 = 8. 

Câu 46: Đáp án c. 

Đồ thị hàm số có 2 đường tiệm cận đứng 
<=> PT X 2 +ểx+m = 0 có 2 nghiệm phân biệt * 1 
[ A'>0 Í4-m>0 ịm< 4 

|l+4+m?i0 \m+5*0 \m*-5 

Câu 47: Đáp án A. 

Giải phương ữình: x 2 + X - 2 = 


X = 1 

x = -2 


Đồ thị hàm số có 2 đường tiệm cận đứng 

<=>PT x ỉ -2x+m = 0 có 2 nghiệm phân biệt khác 1 và 2 


l-2 + m*0 

- 2 )‘- 2 .(- 2 )+ m , 


l~m>0 
m 5* 1 o • 
m&- 8 


m< 1 


Câu 48: Đáp án c. 

Đây là hàm số phân thức bậc nhất trên bậc nhất nên 
đồ thị hàm số có 1 tiệm cận đứng là đường thẳng 
X = -m. 

Để tiệm cận đứng của đồ thị hàm số đi qua điểm 
M(2;3) thi -m = 2om = -2. 


Câu 49: Đáp án B. 

Giải phương trình: x-m = 0<z>x = m. 

Để đồ thị hàm số có tiệm cận đứng thì phương trình 
2x 2 -3x-m = 0 cólnghiệm x = m 
<=> 2m 2 - 3m + m = 0 <=> 2m 2 - 2m = 0 

Câu 50: Đáp án B. 


Ngọc Huyền LB 

- Áp dụng định nghĩa về tiệm cận, ta thấy đồ thị hàm 
số có một tiệm cận ngang là đường thẳng y = 1; một 
tiệm cận đứng là đường thẳng X = - 1 . 

- Hàm số không có giá trị lớn nhất. 

- Hàm số đồng biến trên (-00; l) \ {—l}. 


Câu 51: Đáp án B. 

Áp dụng định nghĩa về tiệm cận, ta thấy đồ thị hàm 
số có một tiệm cận ngang là đường thẳng y = 2 và 
hai tiệm cận đứng là đường thẳng x = l; x = 2. 

Câu 52: Đáp án B. 

Đây là hàm phân thức bậc nhất trên bậc nhất nên đồ 
thị hàm số có 1 tiệm cận ngang là đường thẳng y = ^ 
2 

và 1 tiệm cận đứng là đường thăng X = 7 
b 

Jạ~2 0 ,M 

Li ỉ *- 2 

.b 

Câu 53: Đáp án B 


Giải phương hình: 4r-m = 0or = j 
Đồ thị hàm số không có tiệm cận đứng 


nĩj - 6 f 

m 2 1_ n [i 

<=>-77--rm = 0<=> 


64 2 


= 0 
I m = 8 


Câu 54: Đáp án B. 

+ Với m = 0 thi y = 0, khi đó không tồn tại tiệm cận. 
+ Với m* 0: Đây là hàm số phân thức bậc nhất trên 
bậc nhất nên đồ thị hàm số có 1 tiệm cận đứng là 
đường thẳng X - 1 và 1 tiệm cận ngang là đường 
thẳng y = 2m. 


Khi đó diện tích tạo bởi 2 đường tiệm cận và 2 trục 
tọa độ là tích khoảng cách tù' gốc tọa độ tới hai đường 
tiệm cận 


=>s = |l.2m| = |2m| = 8 


2m = 8 r m = 4 
2m = -8 m = -4 


Câu 55: (trùng câu 49) 
Câu 56: (trùng VD6) 
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The best or nothing 


Chủ đề 1: Hàm số và các ứng dụng của đạo hàm 


uw. Các dạog đồ thị hàm số thưồng gặp. 

1. Hàm số y = ax 3 +bx 2 +cx+d(a?*0). . 

Dạng của đồ thị hàm số bậc ba y = ax 3 + bx 2 +cx + d{a^ o) 



Các kết quả đáng chủ ỷ vê đồ thi hàm bầc ba: 

Kết quả 1: Hàm số y=ax 3 +bx 2 +cx+d (có y' = 3ax 2 + 2bx + c ) hoặc là có hai 
điểm cực trị, hoặc là không có điểm cực trị nào. 

+ Hàm số có cực trị <=> Aý, = b 2 -3 ac > 0. 

+ Hàm số không có cực trị <=> Ỉ7 2 -3ac < 0 

Kết quả 2: Đồ tíiị hàm số bậc ba luôn cắt trục hoành tại ít nhất một điểm. 

I Kết quả 3: Đồ thị hàm số bậc ba nhận điểm uốn làm tâm đối xúng. 

Lưu ý: Các kết quả trên rất quan trọng trong việc nhận dạng đô thị. 

Các bước nhận biết đồ thị hàm số bậc ba: 

Cho hàm số y = ax 3 + bx 1 + cx + d, (a 5* o) , nhận dạng đồ thị hàm số. 

Ta có các bước làm được biểu thị trong sơ đồ sau: 
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Đáp án D. 


Lời giải 

Nhận thấy đây không phải đồ thị hàm bậc bốn trùng phương, do vậy ta loại 
luôn phương án c. 

Đây cũng không phải parabol nên ta loại A. 

Với B và D: Bình thường ta sẽ tính b 2 -3 ac và xét, tuy nhiên ở đây ta thấy chỉ 
có hai phương ấn, hệ số a của X 3 ở hai phương án lại khác nhau, cho nên ở đây 
ta không cần xét b 2 - 3 ac mà kết luận luôn đáp án D. 

(Bởi ta thường có mẹo: Nếu b 2 - 3ac > 0: khi a > 0 thì đồ thị dạng chữ N, khi 
H<0 thì ngược lại). 

Ví dụ 2: Đường cong ữong hình bên là đồ thị của hàm số nào sau đây? 

A.y = x 3 -3x-l. B. y = -x 3 +3x 2 +1. 

c. y = X 3 - 3x + 1. D. y = -X 3 - 3x 2 - 1. 

. , 4 (Trích đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo-Nam Định) 

Đáp án c. 


Lời giải 
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STUDY TIP: 
Các vấh đề ưu tiên 

1. Hình dáng đồ thị. 

2. Vị trí các điểm cực 
trị. 

3. Khoảng đồng biến, 
nghịch biến. 


Chủ đề 1 : Hàm sô' và các ứng dụng của đạo hàm The best or nothing 

Đây là bài toán phức tạp hon ví dụ 1, bởi ở tất cả các phương án A, B, c, D đều 
là các hàm số bậc ba. Do vậy ta cần xét từng bước một cách kĩ lưỡng. 

Từ mẹo ở cuối ví dụ 1, ta có thể loại luôn hai phương án nhiễu là B, D do hệ số 
a< 0. 

Với hại phương án A, và c ta cổ thể không xét b 2 - 3 ac bởi ta nhận thấy đồ thị 
hàm số ở hình bên đã cung cấp đủ các dữ kiện, giao với hục hoành, ừục 
tung,... 

Nhận thấy vói x=0 thi y=l, do vậy ta chọn c. 

Ở đây ta xét luôn X =0 bởi hai hàm số này khác nhau ở mỗi hệ số d = l và 
d=- 1 . _ 

Ví dụ 3: Cho hàm số y = ax 3 +bx 2 +cx + d có đồ thị như hình vẽ bên. Mệnh đề 
nào dưới đây đúng ? 

A. a<0,b>0,c>0,d<0. B. a<0 r b<0,c>0,d<0. 

c. a>0,b<0,c<0,d>0. Đ. a<0,b>0,c<0,d<0. 

(Trích đê minh họa ĩãn II - BGD&ĐT) 

Đáp án A. 


Phân tích 

Với bài toán nhận dạng đồ thị hàm số, trước tiên ta quan sát những đặc điểm 
sau: 

1. Hình dáng đồ thị: vói hàm bậc ba thì là chữ N hay ngược lại. 

2. Vị trí của hai điểm cực đại, cực tiểu. 

Lời giải 

Ta thấy đồ thị hàm số có dạng chữ N ngược, do vậy hệ số a < 0. Đến đây ta loại 


c. 


Ta có y' = 3 ax 2 + 2 bx +c. Đồ thị hàm số cố hai hoành độ điểm cực trị nằm về hai 


phía của trục tung, do' vậy: 
b 2 -3ac>0 

< c =>c>0 (do a< 0 nên b 2 -3ac>0), đến đây taloạiD. 

-<0 
.a 



Chỉ còn lại A và B. 

Tiếp theo ta có thể xét về vị trí của hai điểm là nằm về hai phía trục hoành thì 
y x y 2 < 0. Tuy nhiên ta thấy nếu xét như vậy khá là lâu, trong khi ta chỉ còn hai 
phương án là A và B, và hai phương án này chỉ khác nhau ở điều kiện của b, do 
vậy ta xét b < 0 và b > 0. 

Nhận thấy nếu b> 0 thì x 1 +x 2 =-^->0 (thỏa mãn, do fl<0 và nhìn vào đồ 
thị ta thấy nếu kí hiệu Xj < 0 < x 2 thi 1^1 < ịx 2 ị nên x 1 +x 2 >0 ): 

Ví dụ 4: Cho hàm số y = ax 3 +bx 2 + cx + d (fl5*0) có đồ thị như hình vẽ dưới 
đây. Khẳng định nào sau đây về dấu của a, b, c, d là đúng nhất ? 

A. a, d>0. B. a>0, c>0>b. 

C.a,b,c,d> 0. D. a, d>0, c<0. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lê Hông Phong) 

Đáp án D. 
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STUDY TIP: 

Ta cần chú ý đến giao 
điểm của đồ thị hàm bậc 
ba với trục Oy từ đó đưa 
ra kết luận về hệ số d. 



STUDYTIP: 

Ta cần chú ý đến giao 
điểm của đồ thị hàm bậc 
ba với trục Oy tù' đó đưa 
ra kết luận về hệ số d và 
các điểm thuộc đồ thị 
hàm SỐ. 


Công Phá Toán - Lóp 12 _ Ngọc Huyền LB 

Lời giải 

1. Do đồ thị hàm số có dạng chữ N và có hai điểm cực trị nên a>0;b 2 -3 ac > 0. 

2. Tiếp theo, hai điểm cực trị của đồ thị hàm số nằm về hai phía của trục Ox, do 

vậy x.x 2 <0o^-<0 =>c<0(do a>0). 

3 a 

3. Tiếp theo ta thấy khi X = Q thi y=d >0 . Từ các kết quả ữên ta chọn D. 


Ví dụ 5: Đồ thị hàm số ở hình bên là của hàm số nào dưới đây? 

A. y = -x 3 + 2x + 2 B.y = -x 3 -x + 2 

c. y = -X 3 +1 D. y = -X 3 + 2 


Đáp án D. 


Lời giải 

Ta loại luôn c bỏi theo đồ thị hàm số thì khi X =0 thì y = 2. 
Với các phưong án A, B, D ta lần lượt xét: 

Với phương án A: ta có b 2 - 3 ac = o 2 - 3.2. (-l) = 6 > 0 (loại) 


Với B, D ta nhận thấy: 

Với phương án B: b 2 - 3 ac = o 2 - 3. (-l). (-l) = -3 < 0 
Với phương án D: b 2 - 3 ac = o 2 - 3. (-l) .0 = 0 


Tuy nhiên nhìn vào đồ thị thì ta thấy đồ thị hàm số đi qua điểm (l; l) nên ta 
loại luôn D, do khi X=1 thi y = 0. 
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Chủ để 1: Hàm số và các ứng dụng của dạo hàm __ The hest or nothing 

2. Hàm số y = ax 4 + bx 2 + c(a ơ).. 

Dạng củá đồ thị hàm số y = ax 4 + bx z + c (a * o) 



Các kết quả đáng chủ ỷ vẻ hàm số bâc bốn trùng phương: 


Kết quả 1: Hàm số trùng phương hoặc có ba điểm cực trị khi [ab < o), hoặc có 
duy nhất một điểm cực trị khi áb > 0. 


Kết quả 2: Đồ thị của hàm số bậc bốn hùng phương nhận trục tung làm ứục 
đối xứng. 

Kết quả 3: Nếu đồ thị của hàm số bậc bốn trùng phương có ba điểm cực ừị thì 
ba điểm cực ữị này tạo thành một tam giác cân tại đinh thuộc trục tung. 


Kết quả 8: (đọc thêm) Đồ thị của hàm số bậc bốn trùng phương cắt trục hoành 


tại bốn diểm phân biệt có hoành độ lập thành một cấp số cộng <=> 


ịab<0;ac>0 



Cho hàm số y = ax 3 + bx 2 + cx+d, ịa 5* o) , nhận dạng đồ thị hàm số. 


Ta có các bước làm được biêu thị ữong sơ đồ sau: 
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The besí or nothing 


STUDYTIP: 

Vê việc xét các điểm 
trên đồ thị ta nên ưu 
tiên xét điểm có hoành 
độ X = 0. Khi đó ta dễ 
dàng nhẩm, đồng thời 
việc phân biệt cũng 
nhanh hơn. 


Chủ để 1: Hàm số và các ứng dụng của đạo hàm 
Lời giải 

Theo thứ tự các bước: Ta thấy ab = (-l).2=-2 < 0, từ đây suy ra đồ thị hàm số 
có ba điểm cực trị, mặt khác a =-l < 0 nên đồ thị hàm số có dạng M. Loại B và 

c. 

Ở đây để tìm nhanh nhất thì ta dựa vào y(o) = -1 từ đây ta chọn D. 


3. Hàm số y = ax + ^ (c ^ 0 , ad - bc o) 
cx+d v ’ 



Các kết quả đáng chủ ý v'ẻ hàm bâc phân thức bâc nhất trên bâc nhất. 

Kết quả 1: Hàm số y = ELtỈL có y' - luôn đồng biến hoặc nghịch biến 

cx + d (cx + đ) 2 

trên từng khoảng xác định (hay nói cách khác là đồng biến hoặc nghịch biến 
trên các khoảng Ị^-oo;--j và Ị--;+co 

Kết quả 2: Hàm số V=——T không có cực trị. 
cx + d 

Kết quả 3: Đồ thị hàm số y = có đường tiệm cận đứng là đường thẳng 
cx + d 

d , _ ữ _ a 

x = ~— và tiệm cận ngang y = —. 
c c 

Kết quả 4: Đồ thị hàm số y = ax + \ nhận giao điểm lị của hai đường 

cx + d ' \ c c) 

tiệm cận làm tâm đối xứng. 

Kết quả 5: Tích hai khoảng cách từ một điểm M bất kì thuộc đồ thị hàm số 

y _ ! E . .Ĩ - ầ đến hai đưcmg tiệm cận của đồ thị đó là một số không đổi và bằng 
cx + d 

bc-ad 
c 2 
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STUDY TIPi 
Với bài toán nhận diện 
hàm phân thức bậc nhất 
nên bậc nhất thi ta nên 
xét tính đồng biến 
nghịch biến, và chú ý 
các đường tiệm cận. 


Kết quả 6: Đưcmg thẳng y=mx+n cắt đồ thị hàm số y = ax + b tại hai điểm 

cx + d 

phân biệt M, N và cắt hai đường tiệm cận của đồ thị hàm số tại A, B thì ta có 



Đáp án D 


Lời giải 

Nhìn vào đồ thị ta thấy hai nhánh của đồ thị hàm số đều đi xuống, tức là hàm 
SỐ nghịch biến trên từng khoảng xác định => ad-bc < 0. Từ đây ta loại được B. 
Tiếp theo, đồ thị hàm Số có tiệm cận đứng X = -1; tiệm cận ngang y = -2, từ 


đây ta loại được A, c. 

Ví dụ 8: Hình vẽ bên là đồ thị của hàm Số y = aX '~ Mệnh đề nào sau đây là 
cx+d 

đúng? 



c. bd>0,ad>0. D. ab<0,ad<0. 

(Trích đẽ thi thủ THPT chuyên ĐH Vinh ữn I) 


Đáp án B 

Phân tích: Đây là bài toán khá tổng quát, việc xác định lời giải của bài này sẽ giúp ta 
kêí luận được tư duy nhận dạng nhanh đô thị hàm phẫn thức bậc nhất trên bậc nhất. 
Lời giải 

Nhận thấy hàm số đồng biến trên từng khoảng xác định, do đồ thị hàm số đi 
lên cho nên ta kết luận ad-bc>0<3>ad>bc 

Tiếp theo ta thấy đường tiệm cận đứng x = -- nằm bên trái trục Oy nên 


<0=>cd>0. 

c 
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chủ đề 1: Hằm sô' và các ứng dụng của dạo hàm _ The best or nothing 

Đường tiệm cận rigang y = - nằm phía trên ữục Ox nên ac> 0. 


Từ đây ta có 


[ a>0;c>0 

«<0;c<0 ra>0;c>0;d>0 

[ d>Q}c>0 [«<0;c<0;íỉ<0 

d<0;c<0 


Mặt khác đồ thị hàm sồ cắt trục Oy tại điểm có tung độ nhỏ hon 0 nên bd< 0. 
Giao của đồ thị hàm số với trục Ox là một điểm có hoạnh độ dương nên 

-->0=>áb<0. 

a 

Từ các dữ kiện trên ta thấy b luôn khác dấu vói a, d nên ta chọn B. 

Ví dụ 9: Cho hàm số y =có đồ thị như hình vẽ: 
cx+d 



Khẳng định nào sau đây là khẳng định đứng? 


ịad <0 

B M>0 

c ịad>ọ 

D. ị ad<0 

Ịỉ7C<0 ’ 

’ \bc> 0’ 

' |bc<0 ’ 

' \bc> 0 


(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Hà Nội) 

Đáp án c. 


Lời giải 

Nhận thấy hàm số đồng biến trên từng khoảng xác định nên ad-bc> 0, từ đây 
ta loạiDbởi ở phưong ánD có ad<0;bc>0=>ad-bc<0. 

Đồ thị hàm số có tiệm cận đứng nằm bên phải trục Oy nên -—<0=>cd>0 

c 

=>c,d cùng dấu. 

Tương tự như bài ví dụ 8, ta suy ra ad > 0. 

Tiếp theo ta thấy đồ thị hàm số cẳt trục Ox tại một điểm có hoành độ dương 

=>--> 0 o ab < 0 =>b trái dấu với a, d. 
a 


Tiếp theo đồ thị hàm số cắt ữục Oy tại một điểm có tung độ âm nên 


b 

d 


<0. 


Vậy từ đây ta suy ra b, c ữái dấu. Tức là bc < 0. Từ đây ta chọn c. 
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Ị Bài tập rèn luyện kỹ năng 

Câu 1: Đồ thị như hình bên là đồ thị của hàm số nào? 


A. y = x 3 - 3x+4. B. 2 / = x 3 -3x 2 . 

c. j/ = x 3 -3x 2 +4. D. \j = oở- 3x. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguỳễn Quang Diêu) 
Câu 2: ĐỒ thị hình bên là của hàm số: 


t y 



A. i/ = -y + x 2 +l. B. y = x 3 -3x 2 +i. 

c. y = x 3 +3x 2 +l. D. y = -x 3 -3x 2 +l. 

(Trích đê thi thử THPT Công Nghiệp - Hòa Bình) 
Câu 3: Cho hàm số y = /(x) xác định, liên tục trên 
đoạn [-2; 2] và có đồ thị là đường cong trong hình 
vẽ bên. Hàm số /(x) đạt cực đại tại điểm nào dưới 
đây? 



A. X = -2. B. X = — 1. 

c. x = l. D. X = 2. 

(Trích đê minh họa lãn 2 BGD&ĐT) 


Câu 4: -Cho hàm số y = /(x) liên tục trên p., có đồ thị 
(c) như hình vẽ bên. 



Khẳng định nào sau đây là đúng? 

A. Đồ thị (c) có ba điểm cực trị tạo thành một tam 
giác cân. 

B. Giá trị lớn nhất của hàm số là 4. 

c. Tổng các giá toị cực trị của hàm số bằng 7. 

D. Đồ thị (c) không có điểm cực đại nhưng có hai 
điểm cực tiểu là (-1;3) và (l;3). 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Quang Diêu) 
Câu 5: Hàm số có đồ thị (hình vẽ sau) là đồ thị của 



(Trích đê thi thử sở GD&ĐT Thanh Hóa) 
Câu 6: Đường cong trong hình dưới đây là đồ thị của 
hàm số nào trong các hàm số dưới đây? 
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chủ đề 1 : Hàm sô' và các ứng dụng của đạo hàm 


The best OI' nothing 



i D. y==-f 

1 9 x-1 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐTNinh Bình) 


Câu 7: ĐỒ thị trong hình bên là của hàm số nào sau 
đây? 



c. y=i 


D.y = 


(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu Un 2) 
Câu 8: Cho hàm sổ y = /(x) có đồ thị (c) như hình 
vẽ. Khẳng định nào sau đây sai? 



A. Đồ thị (c) nhận Oy là trục đối xứng 

B. (c) cắt Ox tại 4 điểm phân biệt 
c. Hàm số có 3 điểm cực trị 

D. Hàm số đạt giá trị lớn nhất tại X = ±yỊĨ 
(Trích đề thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu ĩân 1) 
Câu 9: Cho hàm số y = f(x) xác định và liên tục trên 
R và có đồ thị là đường cong toong hình vẽ bên dưới. 
Hỏi điểm cực tiểu của đồ thị hàm số y = f(x) là điểm 



c. M(0;-2). D. N(2;2). 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hùng Vương - Gia Lai) 
Câu 10: Đường cong hình dưới là đồ thị của một trong 
bốn hàm số dưới đây. 



Hãy chọn phương án đúng. 

A. y = x 3 +2x-l. B. y = x 4 -x 2 -l. 

c. y=-x 4 +x 2 -1. D. y = x 4 +x 2 -l. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Biên Hòa - Hà Nam) 
Câu 11: Đường cong trong hình dưói là đồ thị của 
hàm số nào dưói đây? 



A. y=x 3 —6 x 2 +9x+4 B. y = x 3 +6x 2 +9x-4 
c. y = x 3 -6x 2 +9x—4 D. y = x 3 -4 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Sơn La) 
Câu 12: Đường cong toong hình bên là đồ thị của một 
hàm số toong bốn hàm số được liệt kê ở bốn phương 
án A, B, c, D dưới đây. Hỏi đó là hàm số nào? 
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A. y = x 3 -3x 2 +l B. y = 2x 4 -4x 2 +l 

c. y = -x 3 + 3x 2 +1 D. y = -2x 4 +4x 2 +l 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hạ Long ỉãn 1) 
Câu 13: Đường cong toong hình bên là đồ thị của một 
toong bốn hàm số được liệt kê bên dưới. Hỏi hàm số 
đó là hàm SỐ nào? 



c. y = x 4 +1 D. y=—x 4 +2x 2 +l 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình ỉân 3) 
Câu 14: Trong các hình vẽ sau (Hình 1, Hình 2, Hình 
3, Hình 4), hình nào biểu diễn đồ thị của hàm số 
x + 1 

y -x+l' 


ý 



1 

7 


“ 


_ 


-1 

0 

\ 

7 .? ■ 

0 

/ 

í * 


Hình 1 Hình 2 
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A. Hình 2 B. Hình 1 

c. Hình 3 D. Hình 4 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lam Sơn - Thanh Hóa) 
Câu 15: Cho hàm số /(xì xác định trên T. và có đồ 
thị hàm số y = /'(x) là đường cong toong hình bên. 
Mệnh đề nào dưới đây đúng? 



A. Hàm số /(x) đồng biến trên khoảng (l;2) 

B. Hàm số /(x) nghịch biến trên khoảng (0;2) 
c. Hàm số /(x) đồng biến trên khoảng (~2;l) 

D. Hàm SỐ /(x) nghịch biến trên khoảng (-l;l) 

(Trích đề thi thử THPT chuyên Thái Bình ĩân 3) 
Câu 16: Cho đường cong (r) được vẽ bời nét liền 
toong hình vẽ: 



Hỏi (r) là dạng đồ thị của hàm số nào? 

A. y = -|x| 3 + 3|x| B. y = |x 3 -3x| 

c. y = x 3 -3x D. y = |x 3 |-3|x| 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lam Sơn - Thanh Hóa) 
Câu 17: Cho hàm số y = /(x) có đồ thị y = f'(x) cắt 
trục Ox tại ba điểm có hoành độ a<b<c nhự hình vẽ. 
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Mệnh đề nào dưới đây là đúng? 

A. /00>/00>./« B. /00»/(»)>/(«) 
c- /00 > /00 > /0) D. /00 >/(.)* /0) 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình Un 3) 
Câu 18: Cho hàm số y = ax i +bx 2 +c có đồ thị như 
hình bên. Xác định dấu của a,b,c. 



A. a>0,b>0,c<0 B. a>0,b<0,c>0 

c. a>0,b<0,c<0 D. a<0,b<0,c<0 

(Trích đê thi thử tạp chí TH&TT Un 5) 
Câu 19: Hình dưới là đồ thị của hàm số nào trong bốn 
hàm số được liệt kê ở bốn phương án A, B, c, D sau? 



-2 0 2 * 

A. y = x*-3x+2 B. y = x i -2x 2 +l- 

c. y-x 2 + 2x-3 D. y=-2x 4 +3x 2 -l 

(Trích đẽ thi thử tạp chí TH&TT Un 4) 


The best or nothing 
Câu 20: Cho hàm số y = f[x) có đồ thị như hình vẽ 
bên, các khẳng định sau khẳng đinh nào là đứng? 



A. Hàm số đạt giá trị nhỏ nhất bằng -1 và đạt giá 
trị lớn nhất bằng 3 

B. Đồ thị hàm số có điểm cục tiểu A(-l;-l) và 
điểm cực đại B(l;3) 

c. Hàm số có giá trị cực đại bằng 1 

D. Hàm số đạt cực tiêu tại A(-l;-l) và cực đại tại 
B(l;3) 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lam Sơn) 
Câu 21: Hàm số nào toong các hàm số dưới đây đó đồ 
thị phù hợp với hình vẽ bên: 



A.y = x 3 B . y = x i 

c. y = 4x D. y = x* 

(Trích đê thi thử TtìPT chuyên ĐHSP HN Un 1) 
Câu 22: Cho hàm số y=ax 3 +bx 2 +cx+ã (íỉ í* o) có đồ 
thị như hình vẽ dưới đây. Khẳng định nào sau đây về 
dấu của a, b, c, d là đúng nhất? 
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A. a, d> 0. B. a>0, c>0>b. 

C.a,b,c,d>0. D.a,d>0,c<0. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lê Hông Phong) 
Câu 23: Cho hàm số y = f{x ) có đồ thị hàm số 
y = f'(x) như hình bên. Biết f(a)> 0, hỏi đồ thị hàm 
số y = f[x) cắt trục hoành tại nhiều nhất bao nhiêu 
điểm? 



f. /., 

/-1 \ 

01 X 

/ 4 

\ / 




' A. 4 điểm. B. 3 điểm. c. 1 điểm. D. 2 điểm. 
(Trích đê thi thử THPT chuyên Hưng Yên Un 2) 
Câu 24: Đường cong trong hình bên là đồ thị của hàm 
số nào sau đây? 




/ 


3 


y 

\ 1 / 


Ị -i 0 

■ y 

X 


A. y = x 3 -3x-l. B. y = -x 3 +3x 2 +l. 

c. 1 J=X 3 - 3x+l. ■ D. y=-x 3 -3x 2 -l. 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo - Nam Định) 
Câu 25: Biết rằng đồ thị hàm số y=x 3 +3x 2 có dạng 
như sau: 



Hỏi đồ thị hàm số y = |x 3 + 3x 2 1 có bao nhiêu điểm cực 
trị? 

A. 0 . B. 1 . c. 2. D. 3. 

(Trích đẽ thi thử THPT chuyên KHTN HN lần 3) 
Câu 26: Đường cong toong hình bên là đồ thị của hàm 
SỐ nào toong các hàm số sau? 



c. y=x 4 -2x 2 +l. D. y=—x 4 —2x 2 —1. 

(Trích đê thi thử THPT Phan Đình Phùng Un 1) 
Câu 27: Cho hàm sô' y = f{x) có đô' thi. như hình vẽ 
bên. Xac định tất ca’ ca'c gia' toi. cuầ tham sô' m để 
phưong trinh \f(x)ị = m có đuhg 2 nghiệm thực phân 
biệt. 



■4 


A. m>4;m=0 B. 3<m<4 

c. 0<m<3 D. -4<m<0 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Vĩnh Phúc Un 3) 
Câu 28: Đồ thị sau đây là của hàm số nào? 
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The best or nothing 



A. Ị/ = x 4 — 2x 2 B. y = —\ 

J 3 x+1 

C.y = x 3 + 3x z -4 D. y = 

(Trích đê thi thử sở GD&ĐT Hà Tĩnh) 
Câu 29: Đô' thi trong hihh bên dưới là một hàm số 
trong bôn ham sô' được liệt kê ởbôh phựcmg ah A, B, 
c, D dưới đây. Hol ham sô' đo' la' hám sô' náb? 



„ .. x+1 _ _ x+2 

' y ~x-l ' y x-1 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Vĩnh Phúc Un 3) 
Câu 30: Hình vẽ bên là đồ thị của một hàm trùng 
phương. Giá ữị của m đê’ phương trình \f(x)ị - m có 
4 nghiệm đôi một khác nhau là: 



A. -3 < m < 1 B. m = 0 

c. m=0;m = 3 D. l<m<3 

(Trích đê thi thử THPT chuyên ĐH Vỉnh ữn I) 
Câu 31: Đồ thị sau đây là của hàm số y=x 3 -3x+l. 
Với giá trị nào của m thì phương trình x 3 -3x-m = 0 
có ba nghiệm phân biệt? 



c.-I<mắ3 D. m<-l 

(Trích đẽ thi thử THPT Can ực - Hà Tĩnh) 

Câu 32: Hình vẽ bên là đồ thị của hàm số y = ax+ p 


Mệnh đề nào sau đây là đúng? 



(Trích đê thi thử THPT chuyên ĐH Vinh Un I) 
Câu 33: Hàm số y = -X* + 2x 2 -1 có đồ thị nào trong 
các đồ thị sau: 



A. 


B. 




c. 


D. 


(Trích đẽ thi thủ sở GD &ĐT Lâm Đồng) 
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Câu 34: Đường cong ữong hình vẽ sau là đồ thị của 
một trong 4 hàm số dưới đây. Hỏi đó là hàm số nào? 




(Trích đê thi thử THPT Ngô Sỹ Liên - Bắc Giang Un 2) 
Câu 35: Cho đồ thị hàm số như hình bên. Hãy chọn 
khẳng định sai. 


A-] 

[y 

1 ịs 

\ i 0 

' x> 

\u 

K7 


-4 


A. Hàm SỐ có 3 điểm cực trị 

B. Vói -4 < m < -3 thì đường thẳng y = m cắt đồ 
thị hàm SỐ tại bốn điểm phân biệt 

c. Hàm SỐ đạt cực tiểu tại x = ±l 

D. Đồ thị hàm số có điểm cực đại là (0;-3) 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Lâm Đồng) 
Câu 36: Cho hàm số y = /(x) có đồ thị như hình, vẽ 
bên. Xác định tất cả các giá ữị của tham số m đê’ 
phương trình /(x) = m có 2 nghiệm thực phân biệt. 



A. 0<m<4 B. m = -4; m>-3 

c. 3<m<4 D. 0<m<3 

Câu 37: Hàm số y--oở- 3x 2 +2 có đồ thị nào dưới 
đây? 



(Trích đê thi thử THPT Đông Sơn I - Thanh Hóa) 
Câu 38: ĐỒ thị hình bên là của hàm số: 



(Trích đê thi thử THPT Đông Sơn I - Thanh Hóa) 
Câu 39: Đồ thị như hình bên là của hàm số nào? 



A. y=x?-3x+l B. y = -x 3 + 3x 2 +l 

c. y=-x 3 -3x í -l D.y=x 3 -3x-l 

(Trích đê thi thử THPT Lam Kinh) 
Câu 40: Cho hàm số y = x 3 -6x 2 +9x có đồ thị như 
Hình 1. Khi đó Hình 2 là của hàm số nào dưới đây? 
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The best or nothing 



l 


A. y = |x|-6x z +9|a:| B. y = -x?+6x l -9x 
c. y = |x 3 -6x 2 +9x| D. y =\x\ 3 +6|x| 2 +9\x\ 

(Trích đê thi thử THPT Hai BàTnmg) 
Câu 41: Cho hàm số y = f(x) có đồ thị như hình bên. 
Tìm tất cả các giá trị của tham số m đê’ phương trình 
f[x) = m- 2 có bốn nghiệm phân biệt. 



A. -4<m<-3 B. -4<m<-3 

c. -2<m<-l D. -2 < m < —1 

(Trích đê thi thử sở GD&ĐT Bắc Ninh) 
Câu 42: Biết đường thẳng y = x+ 2 cắt đồ thị hàm số 
2x+l 

y = tại hai điểm phân biệt A, B có hoành độ 

lần lượt . Khi đó X A +X B là: 


X 


A. X A +X B =5. B. =2. 

c. i il +*g=l. D. +X B =3. 

(Trích đê thi thử THPT Quảng Xương 1) 
Câu 43: Đường cong trong hình bên là đồ thị của một 
hàm số trong bốn hàm số được liệt kê ở bốn phương 
án A, B, c, D dưới đây. Hỏi đó là hàm số nào? 




(Trích đê thi thử sở GD & ĐT Bắc Ninh) 
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Câu 1: Đáp án c. 

Đây là dạng đồ thị của phưcmg trình bậc ba: 
y = x 3 +ÌX 1 +cx+ả 

Do hàm số có 2 điểm cực trị (0;4) và (2;0) và 
y' = 3x 2 + 2 bx+c nên ta có: 

[j/'(2) = 0 [12+4b + c = 0 \b = -3 

=>y = x 3 -3x 2 +d 

ĐỒ thị đi qua điểm (0; 4) => d = 4. 

Vậy đồ thi đề bài cho là của hàm số y = x 3 -3x 2 +4. 
Câu 2: Đáp án B. 

Nhận thấy đồ thị có dạng chữ N nên hệ số của X 3 là 
số dương nên ta loại A, D. 

Giả sử hàm số có dạng y = x 3 +bx 2 +cx+d 

=>y' = 3x 2 +2 bx+c 

Hàm số đạt cực trị tại (ũ;l) và (2;0) 

íy'(0) = 0 f c = 0 íc = 0 

1 /( 2 ) = 0 |l2+46+c = 0 [Ỉ7 = -3 

=>y = x 3 -3x 2 +d 

Mà đồ thị đi qua điểm (ũ; l) => 1 = d. 

Vậy y = x 3 -3x 2 +1. 

Câu 3: Đáp án B. 

Ta chi xét hàm số trên đoạn [-2; 2] . 

Nhận thấy tại x = ~l hàm số đổi dấu y' từ dương 
sang âm. Do đó hàm số đạt cực đại tại x = -1. 

Câu 4: Đáp án A. 

Dễ thấy đây là đồ thị hàm bậc bốn. 

Phương án A. Đúng: Đồ thị nhận Oy làm trục đối 
xứng nên 3 điểm cực ừị tạo thành một tam giác cân. 
Phương án B. Sai: Giá trị cực đại là 4 không phải giá ữị 
lớn nhất. 

Phương án c. Sai: Tống các giá trị cực trị là: 

3 + 3 + 4 = 10. 

Phươiĩg án D. Sai: Đồ thị có điểm cực đại là (0;4). 

Câu 5: Đáp án A. 

Nhận thấy đây là đồ thị hàm phân thức y = ~~~Ị 
ad-bc< 0. 

Đồ thị nhận x = -2 là tiệm cận ngang => a = -2. 

Đồ thị nhận y = 1 là tiệm cận đứng => c = 1; d = -1 
=> -2.(—l)-M < 0 <=> b > 2 


Do vậy b = 4. 

Câu 6: Đáp án A. 

Đồ thị của hàm phân thức có dạng y - ax 1 k với 
cx + d 

ad-bc<0. 

Đồ thị nhận x = ĩ làm tiệm cận đứng => - = 1. 

c 

Đồ thị nhận y = 1 làm tiệm cận ngang =>c + đ = 0 

=> a = c = — d nên loại D, B => 1 / = x + b 
J x-1 

Do đồ thị đi qua điểm (0; -2) =>y = ~. 

Câu 7: Đáp án D. 

Đồ thị nhận x = ~ làm tiệm cận đúng =>- = -■! 

Ta loại A, B 

Đồ thị nhận y = \ làm tiệm cận ngang 

£__1 

^ c~ 2 

T72-. .. x-l 

] J ~\-2x' 

ĐỒ thị của hàm phân thức có dạng y = với 

cx+d 

ad-bc > 0 do hàm số đồng biến trên tùng khoảng xác 
đinh, do vậy ta chọn D. 

Câu 8: Đáp án B. 

Dễ thấy đây là đồ thị hàm bậc bốn. 

Phương án A. Đúng. 

Phương án B. Sai: (c) cắt Ox tại 3 điểm phân biệt. 
Plneơng án c. Đúng. 

Phương án D. Đúng. 

Câu 9: Đáp án c. 

Điểm cực tiểu của hàm SỐ là M(0;-2) vì y' đổi dấu 
từ âm sang dương. 

Câu 10: Đáp án B. 

Nhìn vào đồ thị ta thấy: Đây là đồ thị hàm bậc bốn 
nên loại A. 

Hệ số của X 4 phải dương nên loại C. 

Với hai phương án B và D, thử (-l;l) là nghiệm của 
phương trình ở phương án B (không thỏa mãn D). . 
Câu 11 : Đáp án c. 

Nhìn vào đồ thị ta thấy đây là đồ thị hàm bậc 3 dạng: 
y = x* +bx 2 +cx+d. 
ý = 33?+2bx+c . 
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Chủ đề 1: Hàm sô và các ứng dụng của đạo hàm 
Hàm số có 2 điểm cực trị là (l;0) và (3;'-4) 

jy(l) = 0 Í3+2b+c = 0 ■ ịb = -6 

^\y'(3) = 0^[27 + 6b + c = 0^ịc = 9 

=>y = x 3 -6x 2 +9x+d 

Đồ thị đi qua điểm (l;ũ)=> 0 = l-6 + 9 + d <=> đ = -4. 
Câu 12: Đáp án B. 

Đây là đồ thị hàm bậc 4 có hệ số của X 4 dương nên 
loại các phương án A, c, D. 

Câu 13: Đáp án D. 

Đây là đồ thị hàm bậc 4 có hệ số của X 4 âm nên loại 
các phương án A, c. 

ĐỒ thị đi qua điểm (l; 2) nên chọn phương án D. 

Câu 14: Đáp án B. 

lim y = -1 => y = -1 là tiệm cận ngang của đồ thị 

hàm SỐ nên loại phương án C, D. 

limy = -oo; limy = +oo =>x = l là tiệm cận đứng của 

đồ thị hàm SỐ nên chọn phương án B. 

Câu 15: Đáp án B. 

Chú ý đây là đồ thị hàm số y = /'(x). 

Nhận thấy /'(x)>0 với xe(-2;0)u(2;+oo) 

/'(x)<0 vói xe(-oo;-2)u(ũ;2) 

Do vậy hàm số đồng biến hên các khoảng (-2;0) và 
(2; +oo); nghịch biến trên các khoảng (- 00 ; 2 ) và (0;2). 
Câu 16: Đáp án D. 

Nhận thấy đồ thị ban đầu (phần nét đứt) có dạng chữ 
N là đồ thị hàm bậc 3. 

Vi ta xóa phần bên trái trục Oy và lấy đối xứng qua 
Ox nên loại các phương án B, C. 

Nhận thấy xe(-oo;-l), đồ thị đi từ +00 về —2 nên 
chọn phương án D. 

Câu 17: Đáp án A. 

Nhận thấy /(x) đồng biến trên (- 00 ;a) và (b;c) 
nghịch biến trên (a;b) và (c; +00 ) 



[/(«) >/« 

[>W</W 


X 

-00 a b c +00 

y' 

+ 0 0 + 0 

y 



Câu 18: Đáp án c. 

Dễ thấy a > 0 nên loại D. 
y' = 4ax 3 +2 bx 


ý = 0o2xị2ax 2 +b) = 0 

Vì hàm số có 3 điểm cực trị =>2(IX 2 +& = 0 có2nghiệm 
phân biệt => b < 0. 

Với x = 0:y = c=>c<0, chọn phương án c. 


Câu 19: Đáp án B 

Phân tích: Nhận thấy đây là dạng đồ thị của hàm số 
bậc bốn trùng phương, nên phương án A, c loại. Với 
B, c ta thấy. Hàm số ở phương án B có 

\ x = \ 

/’ = 4x 3 -4x = 0«=>| x = -l . Nhìn vào đồ thị thì'ta 
x = 0 


thấy hoành độ hai điểm cực tiểu, cực đại thỏa mãn, 
nên chọn B. 

Câu 20: Đáp án B. 

Phương án A. Sai: Hàm số đạt cực tiểu là -1. 

Hậm số đạt cực tiêu là 3. 

Phương án B. Đúng. 

Phương ăn c. Sai: Hàm số có giá trị cực đại là 3. 
Phương án D. Sai: Hàm số đạt cực tiểu tại X = -1. 

Hàm SỐ đạt cực đại tại X = 1. 

Câu 21: Đáp án A. 

Nhận thấy đây là đồ thị hàm bậc 3 nên chọn phương 
án A. 1 

Câu 22: Đáp án D. 

Nhận thấy a > 0 
y(o) = á =>d>0 


y' = 3flx 2 +2bx+c 
Xét 3ax 2 +2bx+c = 0 (*) 

=>À'>0 (vì hàm Số có 2 điểm cực trị) => b 2 > 3ac 
Giả sử Xj, x 2 là hai nghiệm phân biệt của (*) 


Do 2 nghiệm Xj, X, trái dấu =>^-<0=>c>0(vì a>0) 
3 a 

Câu 23: Đáp án C. 

Dựa vào đồ thị ta thấy: 

/’(x)>0 với xs(fl;b)u(c;+oo) 

/’(x)>0 với xe(-oo;fl)u(b;c) 

/’(x) = 0 có 3 nghiệm phân biệt a,b,c 

Mà y ’ đổi dấu từ âm sang dương khi qua X = a. 

Suy ra: Hàm số / (x) đạt cực tiểu tại x = a. 

Vậy đồ thị cắt trục hoành nhiều nhất tại 1 điểm. 

Câu 24: Đáp án c 

Dễ thấy đây là đồ thị hàm bậc 3 với hệ số của X 3 
dương nên loại B, D. 
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Đồ thị cắt Oy tại điểm có tung độ là 1 nên y(o) = 1. 
Câu 25: Đáp án D. 

Xóa phần đồ thị bên dưới trục hoành và lấy đối xứng 
phần bị xóa qua trục hoành 

Dễ thấy đồ thị hàm số y = |x 3 + 3x 2 | có 3 điểm cực trị. 
Câu 26: Đáp án B. 

Nhận thấy đây là dạng đồ thị hàm bậc 4 có hệ của X 4 
dưong nên loại A, D. 
y(o) = -l nên ta chọn B. 

Câu 27: Đáp án A. 

Ta sẽ xác định đồ thị hàm số y = |/(x)| 

Xóa phần đồ thị bên dưới trục Ox và lấy đối xứng 
phần bị xóa qua Ox 
Đồ thị y = |/(x)| có dạng: 



khi[!!í 

|_m = 0 

Câu 28: Đáp án D. 

Dễ thấy đây là đồ thị hàm phân thức nên loại A, c. 

Vì đồ thị nhận X = 1 làm tiện cận đứng nên chọn D. 
Câu 29: Đáp án D. 

ĐỒ thị nhận y = 1 làm tiệm cận ngang nên loại A, B. 
Đồ thị cắt Ox tại điểm (~2;0) nên chọn D. 

Câu 30: Đáp án c. 

Xác định đồ thị của hàm y = |/(x)| 

Xóa phần đồ thị dưới hục Ox và lấy đối xứng phần bị 
xóa qua Ox 
ĐỒ thị có dạng: 


y 1 

Vv 

\l 


1 

X 

o 



Đểy = \f{x)\ = m có 4 nghiệm phân biệt suy ra Ị- Q. 

Câu 31: Đáp án A. 

Xét phưong trình X 3 - 3x - m = 0 <=> X 3 -- 3x +1 = Í7Ĩ + 1 
Phưomg trình có 3 nghiệm phân biệt khi đường thẳng 
y = m+l cắt đồ thị hàm số y = X 3 -3x + l tại 3 điểm 
phân biệt =>-l<77í+l<3<»-2<7n<2. 

Câu 32: Đáp án D. 

Nhận thấy đồ thị nhận y = a(a>ũ) làm tiệm cận 
ngang =>->0=>íỉC>0(l) 

Đồ thị nhận x = p(p<0) làm tiệm cận đứng nên 
cd< 0(2). 

Từ (l),(2) =>ád< 0. 

Mà đồ thị cắt Ox tại điểm có hoành độ dương suy ra 
ab< 0. 

Vậy chọn D. 

Câu 33: Đáp án D. 

Đây là hàm bậc 4 trùng phương nên đồ thị có dạng 
chữ M hoặc w nên taloại B. 

Do hệ SỐ của X 4 âm nên loại c. 
y (o) = -1 => ĐỒ thị cắt Oy tại (0;-l) nên chọn D. 
Câu 34: Đáp án B. 

Đây là đồ thị hàm Số bậc 4 với hệ số của X 4 dương nên 
loại D, 

Đồ thị đi qua điểm (2;-5) nên chi có B thỏa mãn. 

Câu 35: Đáp án B 
A đúng 

B sai với m = -3. thì y = m cắt đồ thị tại 3 điểm phân 
biệt. 

c, D đúng. 

Câu 36: Đáp án B 

[ m = — 4 
3 

Câu 37: Đáp án A. 

Nhận thấy y (o) = 2 nên loại B, c. 

Hệ số của X 3 âm nên loại D. 

Vậy chọn A. 

Câu 38: Đáp án D. 

Đồ thị nhận y = -2 là tiệm cận ngang nên loại C. 

Đồ thị nhận X = -1 là tiệm cận đứng nên loại B. 

Và đồ thị cặt Oy tại (ũ;l) 

Vậy ta chọn D. 

Câu 39: Đáp án A. 
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Chủ đề 1 : Hàm sô và các úng dụng của đạo hàm 
Nhận thấy đây là dạng đồ thị của hàm bậc 3 vói hệ số 
của X 3 dương nên loại B, c. 

Mà đồ thị cắt Oy tại điểm có tung độ dương nên chọn 

A. 

Câu 40: Đáp án D. 

Nhận thấy phần đồ thị bên trái trục Oy bị xóa đi và 
phần còn lại được lấy đối xúng qua trụ Oy .. 

Suy ra: Đây là dạng đồ thị y = 1*1 + 61*1 +91*1 
Câu 41: Đáp án c. 

Để / (x) = m - 2 có 4 nghiệm phân biệt 
=> -4 < m-2 < -3 <=> -2 < m < -1. 


Câu 42: Đáp án C 

Xét phương trình hoành độ giao điểm của đường 
2x+l 

thắng y = x+2. và đồ thị hàm số V - ———': 

x-1 

vj-9=Í£±1 u 

x+ “ x-1 < ^[(x+2)(x-l) = 2x + l°[x z -^-3 = 0 

Theo Vi-ét ta có: X A +X B = 1. 

Câu 43: Đáp án C 

Do đồ thị hàm số nhận y = 1 là tiệm cận ngang nên 
loại D. 

Đồ thị hàm số nhận X = 1 là tiệm cận đứng nên loại A, 
B. 
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Chủ đề 2: Hàm số lũy thừa, hàm số mũ - hàm số Sogaôt 
. B. Lũy thừa hàm số lũy thừa. 

1. Lũy thừa với số mũ nguyên. 

I a n =a.a.a...a (n thừa số) 

Ị Với n là số nguyên dương lớn hơn 1. Quy ước a 1 =a 

2. Lũy thừa với sô mũ 0 - sô mũ nguyên âm. 

n 1 Với a^0;nnguyên dương thì a° = 1 ; íT" = — 

Chứ ý: 0° và 0'" II n 

lchong co nghía. Lũy thừa với số mũ nguyên có các tính chất tương tự như lũy thừa với các số 

mũ nguyên dương. 

3. Lũy thừa với sô mũ hữu tỷ. 


Cho a là số thực dương và số hữu tỷ r = — , trong đó m 6 7L,n e h ! , > 2 . Lũy 
thừa của a với số mũ r được xác định bởi 

a r =0" = 44“ . 

4. Lũy thừa với sô mũ vô tỉ. 


I Cho a là số vô tỉ, r n là số hữu tỉ và a = lim r u thì a a = lim a r " 


5. Tính chất của lũy thừa với số mũ thực. 

Cho a, b là những số thực dương; m, n là những số thực tùy ý. Khi đó 

"=*•"■'■ (*-)' W' (f) - 

Nếu a > 1 thì d" >a" om>n. 

Nếu a< 1 th ì a m >a" <=>m<n. 

7. Căn bậc n. 

I Vói n là số nguyên dương, căn bậc n của số thực a là số thực b sao cho b n = a. 


Từ định nghĩa, ta thừa nhận hai khẳng định sau đây 
- Khi n là số lẻ, mỗi số thực a chỉ có một căn.bậc n, kí hiệu là 'ỳfã. 



- Khi n chẵn, mỗi số thực dương a có đúng hai căn bậc n, một số dương kí hiệu 
là z[ã, SỐ kia là số đối -’4ã. 

Ghi nhớ 

1. Căn bậc 1 của a là a. 

2. Căn bậc n của 0 là 0 với mọi n nguyên dương. 

3. SỐ âm không có căn bậc chẵn. 

4. Với n là số nguyên dương lẻ, ta có Vã> 0 <=> ÍZ > 0 và yỊã <0 <£> a<0. 

5. '40" = a nếu n lẻ, 40“ = |fl| nếu n chẵn. 
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STUDY TIP: 

Sự khác nhau giữa hàm 
số lũy thừa và hàm số 
mũ, hai hàm này có sự 
khác biệt giữa cơ số và 

1. Hàm lũy thừa có số 
mũ không đổi, cơ số 
biến thiên. 

2. Hàm số mũ có số mũ 
biến thiên, cơ số không 
đổi. 


Chủ đề 2: Hàm sô' lũy thừa, hàm sô' mũ - hàm sô' logarit 
6. Hàm số lũy thừa. 

Hàm số y = x a , với aeS, được gọi là hàm số lũy thừa. 

Ví dụ: y = X; y = x 2 } y = ;... là các hàm số lũy thừa. 

Chủ ý: 

Tập xác định của hàm số lũy thừa y = x a tùy thuộc vào giá trị của a . Cụ thể, 
Với a nguyên dương, tập xác định là K; 

Vói a nguyên âm hoặc bằng 0, tập xác định là R \ {o}; 

Với a không nguyên, tập xác định là (0;+oo). 

a. Đạo hàm: )' = à.* 0-1 . 

b. Dạng của đồ thị hàm số lũy thừa: Xét trên khoảng (0;+oo) thì 
Đồ thị của hàm số lũy thừa y = x a luôn đi qua điểm (l; l). 

Trong hình 2.1 là đồ thị hàm số lũy thừa ữên (0; + 00 ) ứng vói các giá trị khác 
nhau của a. 


c. Bảng tóm tắt tính chất của hàm số lũy thừa y = x a trên khoảng (0;-t-oo). 



a>0 

<x<0 

Đạo hàm 

y' = a.x a ~ l 

y' = a.x“ -1 

Chiều biến thiên 

Hàm số luôn đồng biến 

Hàm số luôn nghịch biến 

Tiệm cận 

Không có 

Tiệm cận ngang là trục Ox, tiệm 
cận đứng là trục Oy. 

Đồ thị 

ĐỒ thi hàm số luôn đi qua điểm 

ĐỒ thi hàm số luôn đi qua điểm 


STUDY TĨP: 

Đẳng thức Vx=x" chi 
xảy ra khi X > 0. Do đó 
hàm số y = r/x không 
đồng nhất với hàm số 

y = x n với neN*. 


II. Hàm số mũ. 

I Cho số thực dương a thỏa mãn 0 < a ^ 1 
Hàm số y = a x được gọi là hàm số mũ cơ số a. 

a. Đạo hàm 

[a x )' = «*.lna 

Đối vói hàm hợp y = a"^ , ta có 

Ịa” J' = a".ĩna.u' 


b. Bảng tóm tắt các tính chất của hàm số mũ y = a x {a > 0;a 5* 1 ). 


Tập xác định 

(-co;+00) 

Đạo hàm 

y' = a x .h\a 

Chiều biến thiên 

a > 1 thì hàm số luôn đồng biến; 

0 < a < 1 thì hàm số luôn nghịch biến. 

Tiệm cận 

Trục Ox là tiệm cận ngang. 

Đồ thị 

Đi qua các điểm (0;l) và nằm phía trên trục hoành 

( 1 Ị = a x >0,Va:e 
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BBB. ỊL@garst: Hàm số tegarit 
PL LsẼpri 

1. Định nghĩa 

I Cho hai số dương a, b với a * 1. Số a t hỏa mãn đẳng thức g ° = b được gọi là 
logarit cơ số a của b và kí hiệu là log n b. ỉa = log n b<=>a a =b I 


. —ó, l = 0.1og n « = 1, 

Cho hai số dương a, b với a * 1, ta có các tính chất sau: J b / „ \ 

a s " = b, log n Ịí! Ị = a 

3. Quy tắc tính logarit 

Cho ba số dương a,b l ,b 1 với a* 1, ta có quy tắc sau: 

b. 

log kb. =log b x +log ii b 2 ; log a -p- = log n b x -log n b 2 ; 

b 2 

log„ Èj“ = a log 0 b,; log„ nỊĨ\ =-log„ ^1 

4. Đổi cơ số 

Cho ba số dương a, b, c với a*l,c*l, ta có log„ — . 

log c fl 

Từ điều trên ta rút ra các công thức đặc biệt: 
ỉog l ,b = ^--,(b*ì) Ị log^ = ilog 0&/ (a^O) 

5. Logarit thập phân, logarit tự nhiên 

Logarit thập phân là logarit cơ số 10, log 10 b thường được viết là logb hoặc 
lgfc. 

Logarit tự nhiên (logarit Neper): Logarit cơ số e được gọi là logarit tự nhiên, 
log e N(N> o), được viết là lnN. 

SL HâPữì aế léqaril 

1. Định nghĩa 

Cho số thực dương a khác 1. Hàm số y = log 0 X được gọi là hàm số logarit cơ 
s oa. 

2. Đạo hàm 

Ị/ = log a x=>Ị/' = -l—; Ị/=ìnx=>y' = ^;y=log a u(x)=i>y , =-^—. 


a >l 3. Bảng tóm tắt các tính chất của hàm số logarit y = log a x[a > 0;« í* l) 


Tập xác định 

(0;H 

Đạo hàm 

yỊ = iầa 

Chiều biến thiên 

a > 1: hàm số luôn đồng biến. 

0 < a < 1: hàm số luôn nghịch biến. 

Tiệm cận 

Trục Oy là tiệm cận đứng. 

Đồ thị 

đi qua các điểm (l;0) và (a;l); nằm phía bên phải trục 
tung. 
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Đồ thị hàm số y= log n X trong hai trưcmg hợp a > 1 hoặc 0 < a < 1 được biểu 
diễn ở hình 2.2. 

IV.' ứng dụng của hàm số mỹ, hàm số logarit trong thực tế. 

a. Dạng toán gửi lãi suất ngân hàng 

Gửi lãi suất / 


Lời giải tổng quát 

Cuối tháng thứ nhất số tiền trong tài khoản là A 1 =a + a.r% = a(l + r%) 

Cuối tháng thứ hai, số tiền ứong tài khoản là 
Ạ, = fl(l + r %)+ fl(l + r%).r% = fl(l + r %) 2 


Dạng 1: Gửi vào ngân hàng một số tiền a đồng với lãi suất r% mỗi tháng 
theo hình thức lãi kép. Gửi theo phương thức không kỳ hạn. Tính số tiền 
lãi thu được sau n tháng. 


STUDYTIP: 

Lãi suất sẽ không được 
cộng dồn tùng tháng để 
tính lãi cho tháng tiếp 
theo trong một kỳ hạn. 
Chỉ được cộng dồn khi 
hết kỳ hạn gửi mà 
người gửi không lĩnh 
tiền thì ngân hàng sẽ tự 
động gia hạn với một kỳ 
hạn mới bằng vói kỳ 
hạn mà người gửi gia 
hạn ữước đó. 


Cuối tháng thứ n số tiền thu được là A n =a(l+r%)" đồng. 
Số tiền lãi thu được sau n tháng là |fl(l+r%)"-q dồngị. 


Ví dụ 1: Ông A gửi 15 triệu đồng vào ngân hàng theo thể thức lãi kép kỳ hạn 1 
năm với lãi suất 7,65% / năm. Giả sử lãi suất không thay đổi. Hỏi sau 5 năm, 
ông A thu được cả vốn lẫn lãi là bao nhiêu triệu đồng? 

A. 15.(ũ,0765) 5 triệu đồng B. 15.[l + 2.(0.0765)] s ữiệu đồng 

c. 15. (l + 0.765) 5 triệu đồng D. 15. (l + 0.0765) 5 hiệu đồng. 

_ (Trích đẽ thi thử THPTNguyễn Tất Thành -Hà Nội) 

Đáp án D. 


Lời giải 

Áp dụng công thức tổng quát ở ữên ta được 


SỐ tiền ông A thu về sau 5 năm là A = 15. ^1 + = 15- (l + 0.0765) 5 

I Dạng 2: Gửi vào ngân hàng một số tiền a đồng với lãi suất x% = r mỗi 
tháng theo hình thức lãi kép. Gửi theo phương thức có kỳ hạn m tháng. 
Tính số tiền cả gốc lẫn lãi A sau n kỳ hạn. 


Từ "STUDY TIP" ở bên ta thấy đưa về một ghi nhớ quan trọng: Trong cùng 
một kỳ hạn, lãi suất sẽ giống nhau mà không được cộng vào vốn để tính lãi 
kép. Ví dụ kỳ hạn là 3 tháng thì lãi suất táng 1 là ar, tháng 2, tháng 3 cũng là 
ar, sau hết kỳ hạn 3 tháng mà không rút ra thì số tiền lãi một kỳ hạn sẽ được 
cộng dồn vào tiền gốc. 

Lời giải tổng quát 

I Sau kỳ hạn thứ nhất, số tiền nhận được là: A, = a + amr = aịĩ+mr ) 

Sau kỳ hạn thứ hai, số tiền nhận được là: 

A 2 =a(l+mr)+aịl+mr).mr =aịl+mrf 


I Sau kỳ hạn thứ n, số tiền nhận được là: Ịạ, =fl(l + mr)”| 
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Đáp án c 


Lời giải 

Sau quý thứ nhất, số tiền ữong tài khoản của người đó là: 

10.(l + 6%) + 20 = 30,6 triệu đồng (do người đó gửi thêm vào 20 triệu). 

Sau quý thứ hai số tiền có trong tài khoản của người đó là 
30,6 + 30,6.6% = 30,6 (l + 6%) triệu đồng. 

Sau 1 năm số tiền người đó thu được là 30,6. (l + 6%) « 36,445 hiệu đồng. 

Do ở đây số thập phân nhỏ hơn phẩy 5 do đó ta chọn 36 triệu đồng là gần 
nhất. 

Trên đây là bài toán có kỳ hạn mà người gửi rút ra đúng kỳ hạn, vậy nếu rút ra 
không kỳ hạn thì sẽ ra sao. Theo quy ước của ngân hàng thì ê ' Nêu người gửi rút tỉên 
trước kỳ hạn trước ngày đến hạn) dù chỉ một ngày thì toàn bộ số tiên lãi của 
người gửi cũng sẽ quy vê lãi suất không kỳ hạn với tiên lãi rất ít thường là 
< 1 %" 

Ta đến vói ví dụ tiếp theo: 

Ví dụ 3: Một bậc nông dân vừa bán một con hâu được số tiền là 20.000.000 
đồng. Do chưa cần dùng đến tiền nên bác nông dân mang toàn bộ số tiền đó đi 
gửi tiết kiệm ngân hàng loại kỳ hạn 6 tháng với lãi suất kép là 8,5% một năm. 
Hỏi sau 5 năm 8 tháng bác nông dân nhận được bao nhiêu tiền cả vốn lẫn lãi 
(làm tròn đến hàng đơn vị)? Biết rằng bác nông dân đó không rút vốn cũng như 
lãi ữong tất cả các định kỳ trước và nếu rút trước thời hạn thì ngân hàng trả lãi 
suất theo không kỳ hạn 0,01% một ngày (1 tháng tính 30 ngày). 

A.31803311 B.32833110 c. 33083311 D.30803311 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Trần Phú - Hải Phòng ĩãn II) 

Đáp án A. 

Lời giải 

Một kỳ hạn có 6 tháng, mà môt năm có 12 tháng với lãi suất là 8,5% một năm, 
do vậy lãi suất một kỳ hạn là -Ệ- % = 4,25%. 

5 năm 8 tháng = 5 năm 6 tháng + 2 tháng = 11 kỳ hạn + 2 tháng. 

Vậy sạu 11 kỳ hạn thi số tiền người đó nhận được là: 

A = 20.000.000 (1 + 4,25%)” đồng 

Vi ngưòi đó rút khi chưa hết kỳ hạn thứ 12, do vậy 2 tháng không còn kỳ hạn 
sẽ được tính theo lãi suất không kỳ hạn 0,01% một ngày, do vậy kết thúc kỳ 
hạn số tiền bác nông dân nhận được là 

B = A. (l + 0.01%) 6 ° « 31803310.72 đồng. 


STUDY TIP: 

Nếu người gửi rút tiền 
trước kỳ hạn thì toàn bộ 
số tiền lãi của người gửi 
quy về lãi suất không kỳ 
hạn theo quy định của 
ngân hàng. 
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Chủ đề 2: Hàm số ỉũỵ thừa, hàm sô' mũ - hàm số logarit 

Dạng 3: Mỗi tháng đều gửi vào số tiền là a đồngtheo thể thứ lãi kép vói 
lãi suất lả x% = r mỗi tháng. Tính số tiền thu áược sau n tháng. _ 

Lời giải tống quát 

Ị Cuối tháng thứ nhất, số tiền nhận được là Aj = a(l + r) 

1 Cuối tháng thứ hai số tiền nhận được là 
I Ạ, = [g(l+r)+g](l+r)=fl(l+r) 2 +g(l+r) 


Cuối tháng thứ n số tiền nhận được là 


A n =a(l+rỴ+aịl+rỴ 1 +a(l+rỴ 2 - 

K..+a(l+r) 

Ị = a(l+r)|jl+r)”' 1 +(l+r)"' 2 +... +lj 1 

. . (l + r) n -1 

-*M- ; 


"Giải thích bước rút gọn ờ trên đó là: 
1+x + x 2 + x 3 +..+x k =s 


Khiđó s.x = x+x 2 +x 3 +...+x k+1 . Từđósuỵra s(x-l) = x k+1 -1 =>s =-— 

/ \ . ,„-1 (l+r)" -1 

X = l+Tvà k = n— 1 thì ta được rút gọn l+(l+r]+... + (l+rj =-- - - " 


Ví dụ 4: Một người gửi tiết kiệm theo thể thức lãi kép như sau: Mỗi tháng người 
này tiết kiệm một số tiền cố định là a đồng rồi gửi vào ngân hàng theo kì hạn 
một tháng vói lãi suất 0,6%/tháng. Tìm ạ để sau ba năm kể từ ngày gửi lần đầu 
tiên người đó có được tổng số tiền là 400 hiệu đồng. (Biết rằng lãi suất không 
thay đổi trong suốt thòi gian gửi) 

A. a = 9.799.882 đồng B. a = 9.292.288 đồng 

c. a = 9.729.288 đồng D. a = 9.927.882 đồng 

(Trích đê thi thử THPT Huỳnh Thúc Kháng) 


Đáp án D 

Lời giải 

Áp dụng công thức tổng quát phía hên thì ta có sau ba năm kể từ ngày gửi 
lần đầu tiên số tiền nhận được sẽ là: 

A = fl.fl + 0,6%). ( 1 + 0 ' 6% ) — = 400.000.000 => a * 9.927.881,582 

1 ' 0 , 6 % 


Ví dụ 5: Ông An gửi gói tiết kiệm tích lũy cho con tại một ngân hàng vói số tiền 
tiết kiệm ban đầu là 200.000.000 VNĐ, lãi suất 7%/năm. Từ năm thứ hai trở đi, 
mỗi năm ông gửi thêm vào tài khoản với số tiền 20.000.000 VNĐ. Ông không 
rút lãi định kỳ hàng năm. Biết rằng, lãi suất định kỳ hàng năm không thay đổi. 
Hỏi sau 18 năm, số tiền ông An nhận được cả gốc lẫn lãi là bao nhiêu? 

A. 1.335.967.000 VNĐ B. 1.686.898.000 VNĐ 

c. 743.585.000 VNĐ D. 739.163.000 VNĐ 

(Trích đê thi thử THPT Lê Quý Đôn - Hà Nội) 
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Phân tích: Đây lại là bài toán khác với bài toán ữên, bởi ban đầu ông đã có sẵn 
vốn ở trong tài khoản, do vậy ta thử làm bài toán này dưới dạng xây dụng mô 
hình công thức như dưới lời giải sau. 

Đáp án A. 

Lời giải 

Sau năm thứ nhất số tiền mà ông An nhận được là 200. (l + 7%) = 214 triệu 
đồng. 

Đầu năm thứ hai, ông An gửi vào 20 ữiệu, nên đến cuối năm 2 số tiền ông 
nhận được là (214 + 20).(l + 7%) triệu đồng. 

Đầu năm thứ 3, ông An gửi vào 20 triệu đồng, nên đến cuối năm thứ 3, số tiền 
ông nhận được là: 

[(214 + 20). (l + 7%) + 20]. (1 + 7%) = (214 + 20 ). (l + 7%) 2 + 20. (l + 7%) 

Đầu năm thứ 4, ông An gửi vào 20 triệu đồng nên đến cuối năm thứ 4, số tiền 
ông nhận được là: 

|(214 + 20). (l + 7%f + 20. (l + 7%)] + 20 Ị. (l + 7%) 

= (214 + 20). (1 + 7%) 3 + 20. (l + 7%f + 20. (l + 7%) triệu đồng. 

Sau năm thứ 18, số tiền ông An nhận được là 

A = (214 + 20). (l + 7%f + 20. (l + 7%). (l + (l + 7%) + (l + 7%f +... + (l + 7%) 1S Ị 

= (214 + 20).(l + 7%) 17 + 20.(1 + 7°/o) Ì 1 - + 7 ỊỊỊ — * 1335.967105 ữiệuđồng. 

Đến đầy ta có công thức tổng quát cho bài toán, vốn có A đồng, bắt đầu từ 
tháng thứ 1 mỗi tháng gửi thêm a đồng với lãi suất r% thì sau n tháng số tiền 

thu được sẽ là: 

Vay lãi suất k' Dạng toán vay lãi suất ngân hàng và dạng toán mua trả góp. 


Lời giải tổng quát 

Cuối tháng thứ nhất, số tiền ngưòi đó còn nợ là Nj = A (l + r ) - a đồng 

Cuối tháng thứ hai, số tiền ngưòi đó còn nợ là 
N 2 = N 1 .(l+r)-a = A(l+r) 2 -ữ(l+r)-l 

Cuối tháng thứ ba, số tiền người đó còn nợ là: 

N 3 =N 2 (l+r)-a = A(l+r) 3 -a(l+rf-a.(l+r)-a 

Cuối tháng thứ n số tiền người đó còn nợ là: 
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Đáp án A. 

Lời giải 

Áp dụng công thức vừa thiết lập ở hài toán tổng quát thì ta có phương ừình 

_ , _(1 + 0,5%)"-1.. _ , _ V 

300.(1 + 0,5%) -5,5.-—-= 0 o300.1,005"-1100.(1,005"-l) = 0 


Ví dụ 7: Ông A vay ngắn hạn ngần hàng 100 triệu đồng, vói lãi suất 12%/ năm. 
Ông muốn hoàn nợ cho ngân hàng theo cách: Sau đúng một tháng kể từ ngày 
vay, ông bắt đầu hoàn nợ; hai lần hoàn nợ liên tiếp cách nhau đúng một tháng, 
số tiền hoàn nợ ở mỗi lần là như nhau và trả hết tiền nợ sau đúng 3 tháng kể từ 
ngày vay. Hỏi theo cách đó, số tiền m mà ông A sẽ phải trả cho ngân hàng ữong 
mỗi lần hoàn nợ là bao nhiêu? Biết rằng, lãi suất ngân hàng không thay đổi 
trong thòi gian ông A hoàn nợ. 

■ ... (Ị- 01 )' 


100.(l,0l) 3 _ _ 

A. m =- Ỵ —— triệu đồng. 


„ 100.1,03 

c. m =—— triệu đong 


( 1 , 01 ) -1 

_ 120 .( 1 , 12 )' 


hiệu đồng 


D. m = ——~—— hiệu đồng. 

( 1 , 12 ) -1 

(Trích đê minh họa tân I môn Toán của BGD&ĐT) 


Đáp án B 

Lời giải 

Lãi suất 12%/ năm nên mỗi tháng lãi suất là 1% một tháng. 

Áp dụng công thức đã chứng minh ở trên thì mỗi tháng số tiền ông A phải trả 


_A(l + r)\ 


(l+r)- -1 


100. (l + 0,0l) 3 .0,01 (l,0l) 3 

(l + 0,0l) 3 -l (l,0l) 3 -l 


LOVEBOOK.VN I 144 











Ngọc Huyền LB 


Công Phá Toán - Lớp 12 

c. ứng đụng trong đời sống xã hội. 

Theo nghiên cứu thì hằng năm dân số thế giới tăng theo hàm mũ theo thời gian 
có dạng như sau: = PịoỴe kl trong đó p(o) là dân số tại thời điểm chọn 

làm mốc, p(f) là dân số thế giới sau í năm, và /c là hệ số được xác định theo 
từng khoảng thời gian. 

Ta có ví dụ về hàm tăng trưởng dân số ở bài toán sau: 

Ví dụ 8: Dân số thế giới được ước tính theo công thức s = A.e r N trong đó: A là 
dân số của năm lấy mốc tính, s là dân số sau N năm, r là tỷ lệ tăng dân số 
hằng năm. Cho biết năm 2001, dân số Việt Nam có khoảng 78.685.000 người và 
tỷ lệ tăng dân số hằng năm là 1,7% một năm. Như vậy, nếu tỉ lệ tăng dân số 
hằng năm không đổi thì đến năm nào dân số nước ta ở mức khoảng 120 triệu 
người? 

A. 2020. B. 2024. c. 2026. D. 2022. 

___ (Trích đê thi thử THPT Kim Liên - Hà Nội) 

Đáp án c. 

Lời giải 

Áp dụng công thức đã cho thì ta có 120 000 000 = 78 685 000.e 1,7%,N 

= 120000000 = f 120000 000 ^ 

78685000 ' ' y 78685000 J 

f 120000000 "l 

1 78685000 

o N = v " 24,82583545 * 25 

1,7% 

Như vậy sau 25 năm, tức là năm 2026 thì dân số nước ta ở mức khoảng 120 
triệu người. 

Đọc thêm: Hàm sô’tính độ gia tăng dân số thếgiới trên càng vê sau có độ chính xác không 
nhĩẽu nên để dự đoán các năm tiếp theo, ta cập nhật lại mốc thời gian và tính toán. Các hàm số 
mũ và logarit thểhiện một cách rất rõ ràng mức độ biến thiên của các đại lượng đặc trimg 
tương ứng trong từng dạng. 

d. ứng dụng trong khoa học kĩ thuật. 

Ị Trong vật lý, khái niệm nghiên cứu phóng xạ rất quen thuộc và trở thành ngành 
I đóng vai ữò quan trọng trong sự phát triển của thế giới các năm trở lại đây. 

Ị Trong chưcmg trình Vật lý lớp 12, chúng ta cũng đã làm quen với dạng toán về 
I phóng xạ, bài toán xác định tuổi của gỗ, xác định thời gian tồn tại,... 

I Bài toán thường gặp như sau: 

I Giả sử tại thời điểm dầu, một loại chất phóng xạ có khối lượng m 0 thì công 
I thức để tính khối lượng chất phóng xạ còn lại sau thời gian í là m(f) = m a .e~ kt 
với k gọi là hằng số phóng xạ phụ thuộc vào tùng loại chất. 

Chu kì bán rã là khoảng thòi gian mà chất phóng xạ chi còn lại một nửa lượng 
chất ban đầu được tính bằng công thức: T = . 

Ví dụ 9: Bom nguyên tử là loại bom chứa Uranium-235 được phát nổ khi ghép 
các khối Uranium-235 thành một khối chứa 501<g tinh khiết. Uranium-235 có 
chu kỳ bán rã là 704 triệu năm. Nếu quả bom ban đầu chứa 641<g Uranium-235 
tinh khiết và sau t triệu năm thì quả bom không thể phát nổ. Khi đó t thỏa 
mãn phương trình: 
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A. — = í—ì™ 

64 1.2 J 

B .ẺẾJấÝ 

50 UJ 

c. — = (2)™ D. — = (2)704 

50 w 64 w 

(Trích đê thi thử THPT Nguyễn Văn Linh) 

Đáp án A. 

Lời giải 


Ở đây, sau t triệu năm quả bom không thể phát nổ, tức là trong khoảng thời 
gian í hiệu năm đó thà quả bom không nổ, quả bom nổ vào năm thứ t hiệu 
tính từ thòi điểm ban đầu. 

Do chu kì bán rã của ,Uranium - 235 là 704 triệu năm nên ta có 

in2 , ln2 

704 = => k = =^7 

k 704 

ln2 1 ln2 ( gQ 

Sau t triệu năm quả bom không phát nổ nên 64.e 704 = 50 <=> e 704 - 


0^ = Í6- hỉ )™ 

64 ' > 



Ví dụ 10: Ngưòi ta tìm được trong một mẫu đồ cổ một lượng Cacbon và xác 
định được nó mất 25% lượng Cacbon ban đầu của nó. Hỏi mẫu đồ cổ đó bao 
nhiêu tuổi, biết chu kì bán rã của 14 c là 5730 năm. 

A. 2378 năm B, 11460 năm c. 2371 năm D. 11461 năm 
Đáp án A 


Lời giải 

Giả sử tại thời điểm ban đầu thì mẫu đồ cổ có chứa lượng Cacbon là m 0 và tại 


thời điểm t (tính từ thời điểm ban đầu), khối lượng đó là mịt ) thì ta có 


-ln2 f -ln2 ( o -ln2 f 

mịt) = m 0 .e 5730 <=>75%mp = m 0 e 5730 o 2 = e 5730 


lní^ì.5730 

of = — ^ _ —«2378 năm. 

-In2 


e. ứng dụng khác. 

[Đọc thêm] 

a. Trong đời sông, một loại logarit được ứng dụng rất nhiêu đó là logarit nhị 'phẫn 
(logarit với cơ sô'2). Trong tin học, hệ nhị phân được dùng xuyên suốt trong tất cả 
các nội dung lí thuyêí và ứng dụng. Những bài toán có độ phức tạp được đánh giá 
theo đại lượng là Big - o thường có giá ừị là log 2 n 

b. Bài toán vật lý về chu là bán rã cũng có xuất hiện dạng logarit này. 


Ví dụ 11: Trong tin học, độ hiệu quả của một thuật toán tì lệ thuận với thời 
gian thực thi chương trình tương ứng và được tính theo công thức 

với n là số lượng dữ liệu đưa vào và pịn) là độ phức tạp của 

thuật toán ứng với giá trị n. Biết rằng một thuật toán có độ phức tạp là 
p (n)=log 2 n và khi n = 300 thì để chạy nó, máy tính mất 0,02 giây. Hỏi khi 
n = 90000 thì phải mất bao lâu để thực thi chương trình tương ứng? 

A. 3 giây B. 2 giây c. 1 giây D. 0,06 giây 
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Công Phá Toán - Lóp 12 
Đáp án A. 


Ngọc Huyền LB 


Phân tích 

1. Thời gian tỉ lệ thuận với độ hiệu quả. 

2. Cho thời gian khi n = 300, tính thời gian khi n = 90000. Vậy ta dùng biểu 
thức tì lệ, từ đó tìm ra thời gian chạy khi n = 90000. 

Lời giải 

Với n = 300 thì độ hiệu quả của thuật toán là E ( 300) = - -- - - tì . 

K log 2 300 


Vói n = 90000 thì độ hiệu quả của thuật toán là 


£(90000) = 


90000 


300 2 


300 300 

2 log 2 300 


= 150.£(300). 


log 2 90000 log 2 300 2 
Vì tốc độ chạy của chưong trình tì lệ thuận với độ hiệu quả của thuật toán nên 
t _E(300).150_ 


0,02 £(300) 


-=>t = 3giây. 


Ví dụ 12: Cường độ một trận động đất được cho bởi công thức 
M = log A - log A 0 , với A là biên độ rung chân tối đa và A 0 là một biên độ chuẩn 
(hằng số). Đầu thế kỷ 20, một trận động đất ở San Francisco có cường độ đo 
được 8 độ Richter. Trong cùng năm đó, trận động đất khác ở Nhật Bản có cường 
độ đo được 6 độ Richer. Hỏi trận động đất ở San Francisco có biên độ gấp bao 
nhiêu lần biên độ trận động đất ở Nhật Bản? 

A. 1000 lần B. 10 lan c. 2 lần D. 100 lần 

(Trích đê thi thử "Sở GD- ĐT Hưng Yên; THPT chuyên Lam Sơn - Thanh Hóa; THPT Can 

____ Lộc-Hà Tĩnh") 

Đáp án D. 


Lời giải 

Nhận thấy ở San Francisco trận động đất có cường độ là: 

=logAj -logA 0 = log^- = 8 

A) 

Ở Nhật Bản, trận động đất có cường độ là: 

M 2 =log^- = 6 

Khi đó 8 - 6 = log : j- - log^- o 2 = log^ 1 <=> ~ = 10 2 = 100. 

Aq A q a^ a, 

Ví dụ 13: Cường độ của ánh sáng đi qua một môi hường không lchí, chẳng hạn 
như nước, sưong mù,... sẽ giảm dần tùy theo mức độ dày của môi hường và 
một hằng số p gọi là khả năng hấp thu tùy thuộc môi hường theo công thức 
như sau: 1 = I 0 .e _l “ với X là độ dày của môi hường đó, với X tính bằng mét. Biết 
rằng môi trường nước biển có (1 = 1,4. Hãy tính xem cường độ ánh sáng giảm 
đi bao nhiêu lần từ độ sâu 2 m xuống đến độ sâu 20 mĩ 

A. e' 25 - 2 _ B.e 25 - 2 _ c.e 12 ' 6 _ D. ẹ- 12 - 6 _ 

Đáp án B 


Phân tích 

Đây là bài toán yêu cầu tìm tì lệ giữa cường độ ánh sáng giữa hai độ sâu. Sau 
đó kiểm ha cách rút gọn biểu thức lũy thừa. 
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Lời giải 

- Ở độ sâu 2 m thì cường độ ánh sáng là íj = 4 .e~ ụ ' 2 

- Ở độ sâu 20m thì cường độ ánh sáng là I 2 = I 0 .e~ ụ ỉ0 . 

Khi đó ta có tỉ SỐ ^ = e 18ụ = e 25 ' 2 

I 2 e~ Wụ ự*)™ e~ m 

Cũng với bài toán như ở ví dụ 3, thì ta có bài toán ngược như sau để kiêm tra 

cách giải phương trình mũ. _ 

Ví dụ 14: Cường độ của ánh sáng đi qua một môi trường không khí, chẳng hạn 
như nước, sương mù,... sẽ giảm dần tùy theo mức độ dày của môi trường và 
một hằng số ụ. gọi là khả năng hấp thu tùy thuộc môi hường theo công thức 
như sau: I = í 0 .e~ ụx vói X là độ dày của môi hường đó, với X tính bằng mét. Biết 
rằng môi trường nước biên cường độ ánh sáng giảm đi e 25 ' 2 lần từ độ sâu 2 m 
xuống đến độ sâu 20 m, tìm hằng số p là khả nâng hấp thu ánh sáng hong môi 
hường nước biển? 

Lời giải 

Từ ví dụ 3, ta có phương hình sau: e 18M = é 25 ' 2 => |i = 1,4 

Ngoài các bài toán trên, ta có một sốbàỉ toán đơn giản ứng dụng khác của 

hàm sô'mũ và hàm sốlogarìt như sau: 

Ví dụ 15: Chi phí tổng cộng của một công ty được tính như sau c (í) = 90 - 50e~ f 
(tỉ VNĐ) với t là thòi gian tính bằng số năm kể từ khi công ty thành lập. Chi phí 
công ty đã chi ra sau 10 năm xấp xi: 

A. 89 tỉ VNĐ B. 90 tỉ VNĐ 

c. 1101233 tỉ VNĐ D.1101232 ti VNĐ 

Đáp án B. 

Lời giải 

Đây là bài toán khá đơn giản khi ta chỉ cần thay số vào. 

Chi phí công ty phải chi ra hong 10 năm là 
C(l0) = 90 - 50.ẽ- 10 «90 

Ví dụ 16: Một nghiên cứu đã cho thấy một nhóm học sinh được cho xem cùng 
một danh sách các loài động vật và được kiểm ha lại xem họ nhớ bao nhiêu % 
mỗi tháng. Sau t tháng, khả năng nhớ trung bình của nhóm học sinh được tính 
theo công thức M(f) = 75 - 20.1n(í + l),f >0(%). Hỏi sau khoảng bao lâu thì 
nhóm học sinh nhớ danh sách đó là dưới 10%? 

A. 24 tháng B. 25 tháng C.23 tháng D. 22 tháng 

Đáp án B 

Phân tích: Bài toán là ứng dụng của giải phương trình logarit. 

Lời giải 

Ta có 75-20.1n(t + l) = 10<=>20.1n(í + l) = 65<=>ln(í + l) = ^ 
oí=e 4 -1«24,79 tháng. 
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Ngọc Huyền LB 


Bài toán tiếp theo đưa ra hàm sô'trong đó chứa các hàm sô'mũ tự nhiên. Trong 
ví dụ này, ta cân chú ý cách giải phương trình mũ, chú ý tính chất 
e a =e b <^>a—h. 


e=g=3 




Ví dụ 17 (đọc thêm): Một thành phố có các đường dây điện được treo giữa các 
cột điện liên tiếp cách nhau 60 (đon vị) ở bên đường, đoạn dây giữa hai cột điện 
tạo nên một đường cong thường được gọi là các mắt xích tiếp nối nhau. Khi đó, 

giảsửđồthị hàmsốy = 30^e 60 +e 60 j, (-30 <x < 30) là đồ thị của đường cong 

dây điện (mắt xích) giữa hai cột điện. Biết rằng khoảng cách giữa điểm thấp 
nhất trên đường mắt xích và hung điểm của đoạn thẳng nối hai đỉnh của cột 
điện được gọi là độ trùng của dây điện (nếu độ hùng dây vượt quá 8 đon vị thì 
sẽ vượt ra khỏi ngưỡng an toàn). Hỏi ờ thành phố này độ trùng của dây là bao 
nhiêu đon vị độ dài? 

A. 7,7 đon vị B. 7 đon vị c. 8 đon vị D. 8,7 đon vị 


Đáp án A. 

Lời giải 

Bài toán là sự kết hợp kiểm tra giữa khảo sát hàm số, tìm GTNN của hàm số, 
kiểm tra các tính chất của hàm mũ. Để tính được độ trùng của dây thì ta tìm 
tọa độ điểm thấp nhất trên đồ thị hàm số trong đoạn [-30; 30] . 

Gắn hệ trục tọa độ như hình vẽ bên. 


nán là sự kết hợp kiểm tra giữa khảo sát hc 
ì tra các tính chất của hàm mũ. Để tính đưc 
!ộ điểm thấp nhất trên đồ thị hàm số trong 
hệ trục tọa độ như hình vẽ bên. 

Ta có y’ = 30 -j-e 6ữ -~je 60 =ị.[ e 60 -e 60 1 

J [60 60 J 2 [ J 

Ooeấ _ e ~ẳ = 0o4 = 4ox = 0 


y' = 0oe “-e “ =0oị = ~ox = 0 
J 60 60 


Nhận xét, khi X =0 thi y = 30.(e° + e° Ị = 60 (đon vị). 

Kí hiệu như hình vẽ ta có: 

Tung độ của điểm p bằng với tung độ điểm M, N. Do vậy ta chỉ cần tìm tung 
độ của N. 

Mặt khác N nằm trên đồ thị hàm sọ y -30 Ịe 60 +e 60 j, (-30 < X < 30 ], do vậy 

y N = y (30) = 30. ịe® + É® j * 67,7 (đơn vị) 

Vậy độ trùng dây điện là 67 ,7 - 60 = 7,7 (đon vị). 
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Chủ đề 2: Hàm sô' lũy thừa, hàm sô' mũ - hàm sô' logarit 

Bài tập rèn luyện kỹ năng 


1. Bài toán lãi suất ngân hàng 
Câu 1: Ông B gửi vào ngân hàng số tiền là 120 triệu 
đồng với lãi suất định kỳ hàng năm là 12%/năm. Nếu 
sau mỗi năm, ông không đến ngân hàng lấỵ lãi thì 
tiền lãi sẽ cộng dồn vào vốn ban đầu. Hỏi sau đứng 
12 năm kể tò ngày gửi, số tiền lãi L (không kể vốn) 
ông sẽ nhận được là bao nhiêu? (Giả sử ữong thời 
gian đó, lãi suất ngân hàng không thay đổi). 

A. L = 12.10 7 [(l,12) 12 -l] (VNĐ) 

B. L = 12.10 7 [(l,12) I2 +l] (VNĐ) 
c. L = 12.10 7 .(l,12) 12 (VNĐ) 

D. L = 12.10 7 .0,12 (VNĐ) 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Lâm Đồng) 
Câu 2: Một nguời gửi tiết kiệm vói lãi suất 8,4 % năm 
và lãi hàng năm đuợc nhập vào vốn, hỏi sau bao 
nhiêu tháng ngưòi đó thu đuợc gấp đôi số tiền ban 
đầu (lấy giá ữị quy tròn)? 

A. 96 B.97 c. 98 D.99 

(Trích đê thi thử THPT Bảo Lâm) 
Câu 3: Anh Phúc đầu tư 100 triệu đồng vào một công 
ty theo thê’ thức lãi kép vói lãi suất 15% một năm. Giả 
sử lãi suất hàng năm không thay đổi. Hỏi sau 3 năm, 
số tiền lãi của anh Phúc gần nhất vói giá trị nào sau 
đây? 

A. 52,1 hiệu B. 152,1 triệu 

c. 4,6 triệu D. 104,6 triệu 

(Trích đê thi thử THPT Phạm Hồng Thái - Hà Nội) 
Câu 4: Một người gửi tiết kiệm theo thể thức lãi kép 
như sau: Mỗi tháng người này tiết kiệm một số tiền 
CỐ định là a đồng rồi gửi vào ngân hàng theo kì hạn 
một tháng với lãi suất 0,6%/tháng. Tìm a để sau ba 
năm kể từ ngày gửi lần đầu tiên người đó có được 
tổng số tiền là 400 hiệu đồng. (Biết rằng lãi suất 
không thay đổi trong suốt thời gian gửi) 

A. a = 9.799.882 đồng B. a = 9.292.288 đồng 
c. a = 9.729.288 đồng D. a = 9.927.882 đồng 

(Trích đê thi thử THPT Huỳnh Thúc Kháng) 
Câu 5: Một bà mẹ Việt Nam anh hùng được hưởng 
số tiền là 4 triệu đồng trên một tháng (chuyển vào tài 
khoản của mẹ ở ngân hàng vào đầu tháng). Từ tháng 
1 năm 2016 mẹ không đi rút tiền mà để lại ngân hàng 
và được tính lãi suất 1% trên một tháng. Đến đầu 
tháng 12 năm 2016 mẹ rút toàn bộ số tiền (gồm số tiền 


của tháng 12 và số tiền đã gửi từ tháng 1). Hỏi khi đó 
mẹ lĩnh về bao nhiêu tiền? (Kết quả làm tròn theo đơn 
vị nghìn đông). 

A. 50 triệu 730 nghìn đồng 

B. 50 triệu 640 nghìn đồng 

C. 53 triệu 760 nghìn đồng 

D. 48 triệu 480 nghìn đồng 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Lương Văn Tụy) 
Câu 6: Một người gửi vào ngân hàng 100 triệu đồng 
với lãi suất 0,5% một tháng, sau mỗi tháng lãi suất 
được nhập vào vốn. Hỏi sau một năm người đó rút 
tiền thì tổng số tiền người đó nhận được là bao nhiêu? 

A. 100.(l,005) 12 (triệu đồng) 

B. 100.(1+12 X 0,005) 12 (triệu đồng) 

c. 100x1,005 (triệu đồng) 

D. 100.(l,05) 12 (triệu đồng) 

Câu 7: Bác Bình cần sửa lại căn nhà vói chi phí 1 tỷ 
đồng. Đặt kế hoạch sau 5 năm phải có đủ số tiền trên 
thì mỗi năm bác Bình cần gửi vào ngân hàng một 
khoản tiền tiết kiệm như nhau gần nhất bằng giá trị 
nào sau đây, biết lãi suất ngân hàng là 7%/ năm và lãi 
được nhập vào vốn. 

A. 162 triệu đồng B. 162,5 triệu đồng 

c. 162,2 triệu đồng D. 162,3 triệu đồng 

(Trích đê thi THPT Yên Hòa - Hấ Nội) 
Câu 8: Biết rằng khi đỗ vào trưòng đại học X, mỗi sinh 
viên phải nộp một khoản tiền lúc nhập học là 5 triệu 
đồng. Bố mẹ Minh tiết kiệm để đầu mỗi tháng đều 
gửi một số tiền như nhau vào ngân hàng theo hình 
thức lãi kép. Hỏi mỗi tháng, họ phải gửi số tiền là bao 
nhiêu (làm tròn đến hàng nghìn) để sau 9 tháng, rút 
cả gốc lẫn lãi được 5 triệu đồng, biết lãi suất hiện tại 
là 0,5%/ tháng. 

A. 542.000 đồng B. 555.000 đồng 

c. 556.000 đồng D. 541.000 đồng 

(Trích đê thi thử THPT Phan Đình Phùng - Hà Nội) 
Câu 9: Chị Minh vay ngân hàng 300 triệu đồng theo 
phương thức trả góp đê’ mua nhà. Nếu cuối mỗi 
tháng, bắt đầu từ tháng thứ nhất chị Minh trả 5,5 triệu 
đồng và chịu lãi số tiền chưa trả là 0,5% mỗi tháng 
(biết lãi suất không thay đổi) thì sau bao lầu, chị Minh 
trả hết số tiền trên? 
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A. 64 tháng B. 54 tháng 

c. 63 tháng D. 55 tháng 

(Trích đê thi thử sở GD&ĐT Bắc Ninh) 
Câu 10: Một sinh viên X trong thời gian học 4 năm đại 
học đã vay ngân hàng mỗi năm 10 triệu đồng với lãi 
suất 3%/ năm (thủ tục vay một năm 1 lần vào thời 
điểm đầu năm học). Khi ra trường X thất nghiệp chưa 
trả được tiền cho ngân hàng nhưng chịu lãi suất 8%/ 
năm. Sau 1 năm thất nghiệp, sinh viên X cũng tìm 
được việc làm và bắt đầu trả nợ dần. Tính tổng số tiền 
sinh viên X nợ ngân hàng trong 4 năm đại học và 1 
năm thất nghiệp? 

A. 46.538.667 đồng B. 43.091.358 đồng 
c. 48.621.980 đồng D. 45.188.656 đồng 

(Trích đê thi thử THPT Tiên Du - Bắc Ninh) 
Câu 11: Một người vay ngân hàng 40 triệu đồng để 
mua một chiếc xe vói lãi suất là 0,85%/tháng và hợp 
đồng thoả thuận là trả 500 ngàn đồng mỗi tháng. Sau 
một năm mức lãi suất của ngân hàng được điều chinh 
lên là 1,15%/tháng và người vay muốn nhanh chóng 
hết nợ nên đã thoả thuận trả 1 triệu 500 ngàn đồng 
trên một tháng (trừ tháng cuối). Hỏi phải mất bao 
nhiêu lâu người đó mói trả dứt nợ. 

A. 31 tháng B. 43 tháng 

c. 30 tháng D. 42 tháng 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Bạc Liêu) 
Câu 12: Theo hình thức lãi kép, một người gửi 100 
triệu đồng vào ngân hàng với lãi suất 1,75% (giả sử 
lãi suất trong hằng năm không đổi) thì sau hai năm 
người đó thu được số tiền là: 

A. 103351 triệu đồng B. 103530 triệu đồng 
c. 103531 triệu đồng D. 103500 triệu đồng 
(Trích đê thi thử THPTchuyên Vị Thanh-Hậu Giang) 
Câu 13: Ông Pep là một công chức và ông quyết định 
nghỉ hưu sớm trước hai năm nên ông được nhà nước 
trợ cấp 150 triệu. Ngày 17 tháng 12 năm 2016 ông đem 
150 triệu gửi vào một ngân hàng với lãi suất 0,6% một 
tháng. Hàng tháng ngoài tiền lưcmg hưu ông phải 
đến ngân hàng rút thêm 600 nghìn để chi tiêu cho gia 
đình. Hỏi đến ngày 17 tháng 12 năm 2017, sau khi rút 
tiền, số tiền tiết kiệm của ông Pep còn lại là bao 
nhiêu? Biết rằng lãi suất toong suất thời gian ông Pep 
gửi không thay đổi. 

A. (50.1,006 12 + 100) triệu 

B. (250.1,006"-100) triệu 
c. (50.1,006"+100) triệu 
D. (l50.1,006 l2 -100) triệu. 


Ngọc Huyền LB 
(Trích đê thi thử THPT chuyên Hạ Long lãn I) 
Câu 14: Anh Thành vay 20 triệu đồng của ngân hàng 
đê’ mua laptop và phải trả góp toong vòng 3 năm với 
lãi suất 1,1% mỗi tháng. Hàng tháng anh Thành phải 
trả một số tiền cố định là bao nhiêu để sau 3 năm hết 
nợ? (làm tròn đến đon vị đồng) 

A. 673808 đồng. B. 674808 đồng, 

c. 675808 đồng. D. 676808 đồng. 

(Trích đê thi thử lân I-SỞ GD&ĐT Vũng Tàu) 
Câu 15: Một người mỗi tháng đều đặn gửi vào ngân 
hàng một khoản tiền T theo hình thức lãi kép với lãi 
suất 0,6% mỗi tháng. Biết sau 15 tháng người đó có số 
tiền là 10 triệu đồng. Hỏi số tiền T gần với số tiền nào 
nhất toong các số sau? 

A. 535.000 đồng B. 635.000 đồng 

c. 613.000 đồng D. 643.000 đồng 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Trãi - Hải 
Dương) 

Câu 16: Một người gửi tiết kiệm ngân hàng, mỗi 
tháng gửi 1 triệu đồng, vói lãi suất kép 1% trên tháng. 
Gửi được hai năm 3 tháng người đó có công việc nên 
đã rút toàn bộ gốc và lãi về. Số tiền người đó rút được 
là: 

A. 100.Ịjl,0l) 27 -lị triệu đồng 

B. lOl.Ị^Ol) 26 -lj triệu đồng 
c. 101.Ị^(l,0l) 27 -lj triệu đồng 
D.100.[(l,0l)“ -lj triệu đồng 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Vĩnh Phúc Un 3) 
Câu 17: Một người gửi tiết kiệm với lãi suất 8,5% 
/năm và lãi hằng năm được nhập vào vốn. Hỏi để sau 
3 năm người đó thu được cả vốn lẫn lãi tối thiểu 500 
triệu đồng thì số tiền cần gửi lúc đầu ít nhất là bao 
nhiêu đồng? (làm tròn đến đon vị trăm nghìn đồng). 
A. 391.400.000 đồng B. 391.500.000 đồng 
c. 391.600.000 đồng D. 391.300.000 đồng 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lê Quý Đôn) 
Câu 18: Một người gửi tiết kiệm với lãi suất 6,5%/năm 
và lãi hàng năm được nhập vào vốn. Hỏi khoảng bao 
nhiêu năm người đó thu được gấp đôi số tiền ban 
đầu? 

A. 11 năm. B. 9 năm. 

c. 8 năm. D. 12 năm. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Quang Diêu) 
Câu 19: Một người gửi tiết kiệm 10000000 (đồng) vào 
một ngân hàng với lãi suất 0,56%/tháng. Giả sử cuối 
mỗi tháng người đó phải rút ra 200000 (đồng) để trả 
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Chủ đề 2: Hàm sô lũy thừa, hàm sô mũ - hàm số logarit 
tiền điện. Hỏi số tiền còn lại của người đó sau 1 năm 
là bao nhiêu (làm tròn sau dấu phẩy ba chữ số). 

A. 8217771,484 (đồng) B. 8217771,483 (đồng) 
c. 8217772,484 (đông) D. 8217772,483 (đồng) 
(Trích đê thi thử THPT chuyên Sơn La) 
Câu 20: Bạn Hùng trúng tuyển vào đại học nhung vì 
không đủ nộp tiền học phí Hùng quyết định vay ngân 
hàng trong 4 năm mỗi nam 3.000.000 đồng để nộp học 
với lãi suất 3%/năm. Sau khi tốt nghiệp đại học Hùng 
phải trả góp hàng tháng số tiền T (không đổi) cùng 
với lãi suất 0,25%/tháng bong vòng 5 năm. Số tiền T 
mà Hùng phải bả cho ngân hàng (làm tròn đến hàng 
đơn vị) là: 

A. 232518 đồng B. 309604 đồng 

c. 215456 đồng D. 232289 đồng 

(Trích đê thỉ thử THPT Trần Hưng Đạo-Ninh Bình) 
Câu 21: Ông An bắt đầu đi làm vói mức lương khởi 
điểm là 1 triệu đồng một tháng. Cứ sau ba năm thì 
ông An lại được tăng lương 40%. Hỏi sau tròn 20 năm 
đi làm tổng tiền lương ông An nhận được là bao 
nhiêu (làm tròn đến hai chữ số thập phân sau dấu 
phẩy)? 

Á. 726,74 triệu đồng B. 716,74 triệu đồng 
c. 858,72 triệu đồng D. 768,37 triệu đồng 
(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu) 
Câu 22: Kể tù' năm 2017 giả sử mức lạm phát ở nước 
ta vói chu kỳ 3 năm là 12%. Năm 2017 một ngôi nhà 
ở thành phố X có giá là 1 tỷ đồng . Một người ra 
trường đi làm vào ngày 1/1/2017 vói mức lương khởi 
điểm là p triệu đồng / 1 tháng và cứ sau 3 năm lại 
được tăng thêm 10% và chi tiêu hàng tháng là 50% 
của lương. Vói p bằng bao nhiêu thì sau đứng 21 năm 
đi làm anh ta mua được nhà ở thành phố X, biết rằng 
mức lạm phát và mức tăng lương không đổi.( kết quả 
quy tròn đến chữ số hàng đơn vị) 

A. 9.588.833 đồng B. 11.558.431 đồng 

2. Bài toán tăng trưởng dân số. 

Câu 26: Số lượng của một loại vi khuẩn A bong một 
phòng thí nghiệm được tính theo công thức 
s(í) = s(o).2 f , trong đó s(o) là lượng vi khuẩn A lúc 
ban đầu, s(f) là số lượng vi khuẩn A có sau t phút. 
Biết sau 3 phút thì số lượng vi khuẩn A là 625 nghìn 
con. Hỏi sau bao lâu, kể từ lúc đầu, số lượng vi khuẩn 
Ấ là 10 triệu con? 

A. 48 phút B. 19 phút 

c. 7 phút D. 12 phút. 

(Trích đê minh họa ĩãn II -BỘGD&ĐT) 


The best or nothing 

c. 13.472.722 đồng D. 12.945.443 đồng 
(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Văn Trỗi Un 3) 
Câu 23: Một người gửi tiết kiệm 10000000 (đồng) vào 
một ngân hàng với lãi suất 0,56%/tháng. Giả sử cuối 
mỗi tháng người đó phải rút ra 200000 (đồng) đê’ trả 
tiền diện. Hỏi số tiền còn lại của người đó sau 1 năm 
là bao nhiêu (làm tròn sau dấu phẩy ba chữ số). 

A. 8217771,484 (đồng) B. 8217771,483 (đồng) 

c. 8217772,484 (đông) D. 8217772,483 (đồng) 
(Trích đê thi thử THPT chuyên Sơn La) 
Câu 24: Ông Năm gửi 320 biệu đồng ở hai ngân hàng 
X và Y theo phương thức lãi kép. Số tiền thứ nhất gửi 
ở ngân hàng X vói lãi suất 2,1% một quý trong thời 
gian 15 tháng. Số tiền còn lại gửi ở ngân hàng Y với 
lãi suất 0,73% một tháng bong thời gian 9 tháng. Tổng 
lợi tức đạt được ở cả hai ngân hàng là 27507768,13 
đồng (chưa làm bòn). Hỏi số tiền ông Năm lần lượt 
gửi ở ngân hàng X và Y là bao nhiêu? 

A. 120 biệu và 200 biệu 

B. 180 triệu và 140 biệu 

C. 140 triệu và 180 biệu 

D. 200 triệu và 120 biệu 

(Trích đê thi thử THPT Can Lộc - Hà Tĩnh) 
Câu 25: Bạn Hùng trúng tuyên vào trường đại học A 
nhưng vì do không đủ nộp học plú nên Hùng quyết 
định vay ngân hàng bong 4 năm mỗi năm vay 
3.000.000 đồng đê’ nộp học phí vói lãi suất 3%/năm. 
Sau khi tốt nghiệp đại học bạn Hùng phải bả góp 
hàng tháng số tiền T (không đổi) cùng với lãi suất 
0,25%/tháng bong vòng 5 năm. Số tiền T hàng tháng 
mà bạn Hùng phải bả cho ngân hàng (làm bòn đến 
kết quả hàng đơn vị) là: 

Â. 232518 đồng. B. 309604 đồng. 

c. 215456 đồng. D. 232289 đồng. 

(Trích đê thi thử THPT Quảng Xương I) 


Câu 27: Dân số thế giới được ước tính theo công thức 
s = A.e r N bong đó: A là dân số của năm lấy mốc 
tính, s là dân số sau N năm, r là tỷ lệ tăng dân số 
hằng năm. Cho biết năm 2001, dân số Việt Nam có 
khoảng 78.685.000 người và tỷ lệ tăng dân số hằng 
năm là 1,7% một năm. Như vậy, nếu ti lệ tăng dân số 
hằng năm không đổi thì đến năm nào dân số nước ta 
ở mức khoảng 120 biệu người? 

A.2020. B.2024. c. 2026. D. 2022. 

(Trích đê thi thử THPT Kim Liên - Hà Nội) 
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Công Phá ĩoán - Lổp 12 

Câu 28: Kết quả thống kê cho ở thòi điểm 2013 dân số 
Việt Nam là 90 triệu người, tốc độ tăng dân số là 
1,1%/năm. Nếu mức tăng dân số ổn định ở mức như 
vậy thì dân số Việt Nam sẽ gấp đôi (đạt ngưỡng 180 
triệu) vào năm nào? 

A. Năm 2050 B. Năm 2077 

c. Năm 2093 D. Năm 2070 

(Trích đê thi thử trường THPT chuyên Lam Sơn) 
Câu 29: Tỉ lệ tăng dân số hàng năm ở Việt Nam duy 
trì ở mức 1,06%. Theo số liệu của Tổng cục thống kê, 
dân số Việt Nam năm 2014 là 90.728.600 người. Với 
tốc độ tăng dân số như thế thì vào năm 2050 dân số 
Việt Nam là: 

A. 160.663.675 người B. 132.616.875 người 
c. 153.712.400 người D. 134.022.614 người 
(Trích đẽ tin thử tân I - THPT Lương ThếVinh) 
Câu 30: Ngày 1/7/2016, dân số Việt Nam khoảng 91,7 
triệu người. Nếu ti lệ tăng dân số Việt Nam hàng năm 
là 1,2% và tỉ lệ ổn định 10 năm liên tiếp thì ngày 
1/7/2026 dân số Việt Nam khoảng bao nhiêu hiệu 
người? 

A. 104,3 ữiệu người B. 103,3 triệu người 
c. 105,3 triệu người D. 106,3 triệu ngưòi 

(Trích đê thi thử THPT Tiên Du sốl) 
Câu 31: Biết dân số Việt Nam vào năm 2005 vào 
khoảng 80 hiệu người. Tỉ lệ tăng dân số vào khoảng 
1,5% mỗi năm. Tốc độ tăng trưởng dân số theo công 
thức s = A.e'", toong đó n là số năm, A là dân số tù 
thời điểm tính, r là tỉ lệ gia tăng dân số. Hỏi khoảng 
bao nhiêu năm sau, dân số đạt 100 triệu ngưòi? 

A. 15 năm B. 10 năm 

c. 23 năm D. 20 năm 

(Trích đê thi thử THPT Việt Nam - Ba Lan) 
Câu 32: Kết quả thống kê cho ở thời điểm 2013 dân số 
Việt Nam là 90 triệu người, tốc độ tăng dân số là 
1,1%/năm. Nếu mức tăng dân số ổn định ở mức như 
vậy thi dân số Việt Nam sẽ gấp đôi (đạt ngưỡng 180 
triệu) vào năm nào? 

A. Năm 2050 B. Năm 2077 

c. Năm 2093 D. Năm 2070 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lam Sơn - Thanh Hóa) 
Câu 33: Tỉ lệ tăng dân số hàng năm của In-đô-nê-xi-a 
là 1,5%. Cuối năm 1998, dân số nước này là 
212.942.000 người. Dân số của In-đô-nê-xi-a vào năm 
cuối năm 2017 là: 

A. 134 190 551 (người) B. 278.387.730 (người) 
c. 219.093.477(người) D. 282.563.546 (người) 
(Trích đê thi thử THPT Nguyễn Văn Trỗi) 


Ngọc Huyền LB 

Câu 34: Dân số thế giới được ước tính theo công thức 
s = Ae“' trong đó A là dân số của năm lấy làm mốc, 
s là dân số sau n năm, i là tỷ lệ tăng dân số hằng 
năm. Theo thống kê dân số thế giới tính đến tháng 
01/2017, dân số Việt Nam có 94,970,597 người và có tỉ 
lệ tăng dân số là 1,03%. Nếu tỷ lệ tăng dân số không 
đổi thì đến năm 2020 dân số nước ta có bao nhiêu 
triệu người, chọn đáp án gần nhất. 

A. 98 triệu người. B. 100 triệu người, 
c. 102 triệu người. D. 104 triệu người 

(Trích đê thi thử THPT chuyên KHTN tân 3) 
Câu 35: Ngày 1/7/2016, dân số Việt Nam khoảng 91,7 
triệu người. Nếu ti lệ tăng dân số Việt Nam hàng năm 
là 12% và tỉ lệ ổn định 10 năm liên tiếp thì ngày 
1/7/2026 dân số Việt Nam khoảng bao nhiêu triệu 
người? 

A. 104,3 triệu người B. 103,3 triệu người 
c. 105,3 triệu người D. 106,3 triệu người 
(Trích đê thi thử THPT chuyên ĐHSP HN ĩắn 1) 
Câu 36: SỐ lượng của loại vi khuẩn A trong một 
phòng thí nghiệm được tính theo công thức 
s(í)=s(o).2', toong đó s(o) là số lượng vi khuẩn A 
lúc ban đầu, s(t) là số lượng vi khuẩn A có sau t phút. 
Biết sau 3 phút thì số lượng vi khuẩn A là 625 nghìn 
con. Hỏi sau bao lâu, kể tù lúc ban đầu, số lượng vi 
khuẩn A là 10 triệu con ? 

A. 48 phút. B.19phút. 

c. 7 phút. D. 12 phút. 

(Trích đê minh họa tân 2- BGD&ĐT) 
Câu 37: Số lượng của một loài vi khuẩn trong phòng 
thí nghiệm được tính theo công thức S(í) = Ae rt , toong 
đó A là số lượng vi khuẩn ban đầu, s(f) là số lượng 
vi khuẩn có sau t (phút), r là tỷ lệ tăng trưởng ()• > o), 
t (tính theo phút) là thời gian tăng trường. Biết rằng 
số lượng vi khuẩn ban đầu có 500 con và sau 5 giờ 
có 1500 con. Hỏi sao bao lâu, kể từ lúc bắt đầu, số 
lượng vi khuẩn đạt 121500 con? 

A. 35 (giờ). B. 45 (giờ), 

c. 25 (giờ). D. 15 (giờ). 

(Trích đê thi thử THPT Phan Đình Phùng tân I) 
Câu 38: Với mức tiêu thụ thức ăn của toang toại A 
không đổi như dự định thì lượng thức ăn dự trữ sẽ 
hết sau 100 ngày. Nhung thực tế, mức tiêu thụ thức 
ăn tăng thêm 4% mỗi ngày (ngày sau tăng 4% so với 
ngày trước đó). Hỏi thực tế lượng thức ăn dự trữ đó 
sẽ hết sau khoảng bao nhiêu ngày? (làm tròn số đến 
hàng đon vị). 
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Chủ đề 2: Hàm số lũy thừa, hàm sô' mũ - hàm sô' logarit 
A. 43 ngày B. 41 ngày 

c. 40 ngày D. 37 ngày 

(Trích đê thi thử íân I - THPT Chu Văn An) 
Câu 39: Biết rằng tì lệ lạm phát hàng năm của một 
quốc gia từ 1994 đến 2004 là không thay đổi và bằng 
a%. Một xe ôtô đổ đầy bình xăng năm 1995 hết 24,95 
USD, vẫn ô tô đó đổ đầy bình xăng năm 2001 hết 33,44 
USD. Giá xăng biến động không bị tác động bởi yêu 
tố gì khác ngoài tỉ lệ lạm phát. Khi đó ta có: 

A 5,5 <«<6,5 B. 4,5<«<5,5 

c. 3,5<«<4,5 D. 6,5<fl<7,5 


The best or nothing 
(Trích đê thi thử THPT Hàn Thuyên ũn I) 
Câu 40: Một ngưòi mỗi tháng đều đặn gửi vào ngân 
hàng một khoản tiền T theo hình thức lãi kép với lãi 
suất 0,6% mỗi tháng. Biết sau 15 tháng người đó có số 
tiền là 10 triệu đồng. Hỏi số tiền T gần với số tiền nào 
nhất trong các số sau? 

A. 535.000 đồng B. 635.000 đồng 

c. 613.000 đồng D. 643.000 đồng 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Trãi - Hải 
Dương) 


3. Công thức tính khối lượng chất phóng xạ bị phân rã trong Vật Lý cũng cho ta một 
ví dụ vê hàm sô mũ với biến sô là thời gian t, tức là biến liên tục. 

nitơ 14. Gọi p(f) là số phần trăm cacbon 14 còn lại 


Câu 41: Bom nguyên tủ' là loại bom chứa Uranium- 
235 được phát nổ khi ghép các khối Uranium-235 
thành một khối chứa 50kg tinh khiết. Uranium-235 có 
chu kỳ bán rã là 704 triệu năm. Nếu quả bom ban đầu 
chứa 64kg Uranium-235 tính khiết và sau t triệu năm 
thì quả bom không thể phát nổ. Khi đó t thỏa mãn 
phương trình: 



(Trích đê thi thử THPT Nguyễn Văn Linh) 
Câu 42: Một khu rừng có trữ lượng gỗ là 4.10 5 m 3 . Biết 
tốc độ sinh trưởng của cây trong rừng là 4%/ năm. 
Sau 5 năm thì khu rừng đó có số m 3 gỗ là 
A. 8.10 5 B. 6.10 5 

C. 4,8.10 5 D. 4.(10,4) 5 

(Trích đê thi thử THPT Đôhg Đa - Hà Nội) 
Câu 43: Các loài cây xanh trong quá trình quang hợp 
sẽ nhận được một lượng nhỏ cacbon 14 (một đồng vị 
cacbon). Khi một bộ phận của cây đó bị chết thì hiện 
tượng quang hợp cũng sẽ ngưng và nó sẽ không nhận 
thêm cacbon 14 nữa. Lượng cacbon 14 của bộ phạn đó 
sẽ phân hủy một cách chậm chạp, chuyển hóa thành 

4. Một số ứng dụng khác. 

Câu 45: Một người quan sát một đám bèo phát triêh 
trên mặt hồ thì thấy cứ sau một giờ diện tích của đám 
bèo lớn gấp 10 lần diện tích đám bèo trước đó, với tốc 
độ tăng không đổi thì sau 9 giờ đám bèo ấy phủ kín 
mặt hồ. Hỏi sau bao nhiêu giờ thi đám bèo ấy phủ kín 
một phần ba mặt hồ? 


trong một bộ phận của một cây sinh trưởng từ í năm 
trước đây thi p(f) được cho bời công thức: 

p(t) = 100.(0,5)5^0 (%). 

Phân tích một mẫu gỗ từ một công trình kiến trúc cổ, 
người ta thấy lượng cacbon 14 còn lại trong gỗ là 
65,21(%). Hãy xác định niên đại của công trình kiến 
trúc đó. 

A. 3574 năm B. 3754 năm 

c. 3475 năm D. 3547 năm 

(Trích đẽ thi thử Tạp chí Toán học & Tuổi trẻ tân V) 
Câu 44: Gọi N (t) là số phần trăm cacbon 14 còn lại 
trong một bộ phận của một cây sinh trưởng từ í năm 

trước đây thl ta có công thức Nịt) = 100 .( 0 , 5 )^ Aị%) 
vói A là hằng số. Biết rằng một mẫu gỗ có tuổi khoảng 
3574 năm thì lượng cacbon 14 còn lại là 65% . Phân 
tích mẫu gỗ từ một công trình kiến trúc cổ, người ta 
thấy lượng cacbon 14 còn lại trong mẫu gỗ đó là 63%. 
Hãy xác định tuổi của mẫu gỗ được lấy tù' công trình 
đó. 

A. 3674 năm B. 3833 năm 

C. 3656 năm D. 3754 năm 

(Trích đê thi thử THPT Đông Sơn I) 


10 3 _ 9 

A.3 B. C.9-log3 D. ——— 

3 5 log3 

(Trích đê thi thử THPT Gia Viễn B) 
Câu 46: Cường độ một trận động đất được cho bởi 
công thức M = log A - log A ữ , với A là biên độ xung 
chấn tối đa và A 0 là một biên độ chuẩn (hằng số). Đầu 
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thế kỷ 20, một ữận động đất ờ San Frandsco có cường 
độ đo được 8 độ Richter. Trong cùng năm đó, trận 
động đất khác ở Nhật Bản có cường độ đo được 6 độ 
Richer. Hỏi ửận động đất ờ San Francisco có biên độ 
gấp bao nhiêu lần biên độ trận động đất ở Nhật Bản? 
A. 1000 lần B. 10 lần 

c. 2 lần D. 100 lần 

(Trích đê thi thử "Sở GD- ĐT Hưng Yên; THPT chuyên 
Lam Sơn - Thanh Hóa") 
Câu 47: Một người thả 1 lá bèo vào một cái ao, sau 12 
giờ thì bèo sinh sôi phủ kín mặt ao. Hỏi sau mấy giờ 

thì bèo phủ kín i mặt ao, biết rằng sau mỗi giờ thì 

lượng bèo tăng gấp 10 lần lượng bèo trước đó và tốc 
độ tăng không đổi. 

A. 12-log5 (giờ). B. — (giờ), 
c. 12-log2 (giờ). D. 12+ln5 (giờ). 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Biên Hòa - Đồng Nai) 
Câu 48: Một lon nước soda 80°F được đưa vào một 
máy làm lạnh chứa đá tại 32° F. Nhiệt độ của soda ở 
phút thứ t được tính theo định luật Newton bởi công 
thức T(í) = 32 + 48.(0,9) 1 . Phải làm mát soda trong 

bao lâu để nhiệt độ là 50°F ? 

A. 4 phút. B. 1,56 phút, 

c. 2 phút. D. 9,3 phút. 

Câu 49: Một nguồn âm đẳng hướng đặt tại điểm o có 
công suất truyền âm không đổi. Mức cường độ âm tại 
điểm M cách o một khoảng R được tính bởi công thức 

L m = log -^2 (Ben) với k là hằng số. Biết điếm o thuộc 

đoạn thẳng AB và mức cường độ âm tại A và B lần 
lượt là L a = 3 Ben và L B = 5 Ben. Tính mức cường độ 
âm tại trung điểm AB (làm tròn đến hai chữ số sau 
dấu phẩy). 

A. 3,52 Ben B. 3,06 Ben 

c. 3,69 Ben D. 4 Ben 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu) 
Câu 50: Chuyện kể rằng: Ngày xưa, có ông vua hứa 
sẽ thưởng cho một vị quan món quà mà vị quan đươc 
chọn. Vị quan tâu: "Hạ thần chi xin Bệ hạ thưởng cho 
một hạt thóc thôi ạ! Cụ thể như sau: Bàn cò vua có 64 
ô thì với ô thứ nhất thần xin thêm 1 hạt, ô thứ 2 thì 
gấp đôi ô đầu, ô thứ 3 lại gấp đôi ô thứ 2,... ô sau 
nhận số hạt thóc gấp đôi phần thưởng dành cho ô liền 
hước". Giá trị nhỏ nhất của n để tổng số hạt thóc mà 
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vị quan xin từ nô đầu tiên (tù' ô thứ 1 đến ô thứ n) lớn 
hơn 1 triệu là 

A. 21 B. 19 c. 18 D. 20 

(Trích đê thi thử THPT chuyên ĐHSP HN) 
Câu 51: Giả sử cứ sau một năm diện tích rừng của 
nước ta giảm X phần hăm diện tích hiện có. Hỏi sau 
4 năm diện tích rừng của nước ta sẽ là bao nhiêu phần 
diện tích hiện nay? 

A. l-1-LÌ B.100% 

UooJ 

c. 1 -^- D. Íl--í-ì 

Ị00 V 100 ) 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái.Bình lần 2) 
Câu 52: Một bể nước có dung tích 1000 lít. Người ta 
mở vòi cho nưóc chảy vào bê) ban đầu bê’ cạn nước. 
Trong giờ đầu vận tốc nước chảy vào bể là 1 lít/lphút. 
Trong các giờ tiếp theo vận tốc nước chảy giờ sau gấp 
đôi giờ liền trước. Hỏi sau khoảng thời gian bao lâu 
thì bể đầy nước (kết quả gần đúng nhất). 

A. 3,14 giờ B. 4,64 giờ 

c. 4,14 giò D. 3,64 giờ 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình lần 3) 

Câu 53: Áp suất không khí p (đo bằng milimet thủy 
ngân, kí hiệu mmHg) tại độ cao X (đo bằng mét) so 
vói mực nước biển được tính theo công thức 
p = P 0 e xl , trong đó P 0 =760 mmHg là áp suất không 
khí ở mức nước biên, l là hệ số suy giảm. Biết rằng ở 
độ cao 1000 mét thì áp suất không khí là 672,71 
mmHg. Hỏi áp suất ở đỉnh Fanxipan là bao nhiêu? 

A. 22,24 mmHg. B. 519,58mmHg. 

c. 517,94 mmHg. D. 530,23 mmHg. 

(Trích đê thi thử THPT Phan Đình Phùng lần I) 
Câu 54: Một công ty thời trang vừa tung ra thị trường 
một mẫu quần áo mới và họ tổ chức quảng cáo ữên 
truyền hình mỗi ngày. Một nghiên cứu thị ữường uy 
tín cho thấy, nếu sau t lần quảng cáo được phát trên 
truyền hình thì số phần trăm người xem quảng cáo 

mua sản phẩm này là: p = -— ^9.9 ị %). Hỏi cần 
F l+49e~°' 015 ' ’ 

phát quảng cáo trên truyền hình tối thiểu bao nhiêu 
lần để số người xem mua sản phẩm đạt hơn 80%? 

A. 356 lần B. 348 lần 

c. 352 lần D. 344 lần 

(Trích đê thi thử THPTLý Thái Tổ- Bắc Ninh) 
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Chủ đề 2: Hàm sô lũy thừa, hàm sô' mũ - hàm số logarit 

. Hufông dẫn giải ehs tiết 


1. Bài tập lãi suất ngân hàng 

Câu 1: Đáp án A. 

Số tiền lãi L ông B nhận được sau 12 năm là: 

L = a(l+r%J-a 
= 12.10 7 (l+0.12) 12 -12.10 7 

= 12.10 7 [(1.12) I2 -iỊ 

Câu 2: Đáp án D. 

Giả sử: số tiền ban đầu đem gửi là a(đồng) 

Từ yêu cầu bài ra thì số tiền thu được là 2a(đồng) 

Vì một năm lãi suất là 8,4 % , mà một năm có 12 tháng 

nên số lãi một tháng là: r = = 0.7% 


_ _ A s r% 

(l+r%)[(l+r%) 5 -l] 

10.10 8 .7% 

(1+7%)[(1+7%) 5 -iỊ 

= 162514667.7 
Câu 8: Đáp án A. 

Đây là bài toán dạng 3: 

Khoản tiền hằng năm bác Bình cần phải gửi vào ngân 
hàng là a thì 

, . (l+r)" -1 . 

a(l+r).i— -= 5.10 6 


Ta có: 2a = ữ(l+?•%)" 


<=>2 = (1+0.7%)” 

<=> n = log, 007 2 «99 
Câu 3: Đáp án A. 

Sau ba năm số tiền lãi của anh Phúc là: 

l=aị(l+r%Ỵ-ĩị 

= 10.10 7 |jl+15%) 3 -lj = 52087500 đồng 
Câu 4: Đáp án D. 

Số tiền người này gửi mỗi tháhg là: 

Aj% 

(l+r%)[(l+r%)*-l] 

40.10 7 .0.6% 

(1 + 0 . 6%)[(1 + 0 . 6 %) 3 ' 12 - i ] 

= 9927881.582 » 9927882 
Câu 5: Đáp án A. 

Số tiền mẹ Linh là: 


A, 2 =fl(l+r%). 


(l+r%)”-l 

' Ẩ +a 


. (l+l%f-l . 
= 4.10 6 (l+1%) >— -ựị- -+4.10 6 

= 50730012.05 


Câu 6: Đáp án A. 

Sau một năm tổng số tiền người đó lấy được là: 

A ỉĩ =íỉ(l+r%) 12 
= 10.10 7 (l+0.5%) 12 
= 10.10 7 .(1.005) 12 
Câu 7: Đáp án B. 

Khoản tiền hằng năm bác Bình cần phải gửi vào ngân 
hàng là: 


5.10 6 .0,005 
l,005.(l,005 9 -l) 


« 542.000 đ. 


Câu 9: Đáp án A. 

Ta có số tiền mỗi tháng chị Minh phải ữả ngân hàng. 
là: 


_. 3Ọ0.10 6 .(l+0.5%)".0,5% 

5.5.10 6 =- ; -1.-. --- 

(l+0.5%)"-l 

n 1,0Ọ5" 

° 3 1,005”-1 

<=>1,005“ = — 

8 

<=>H = log 1005 1,375 «64 
Câu 10: Đáp án A. 

Số tiền sinh viên X vay ngân hàng toong thời gian đi 
học là: 

, , (l+r%í'-l 

A = fl(l+r%). 

= 10.10 6 .(l+3%) j 1+ ^ — 
v . ’■ 3% 

Số tiền sinh viên phải trả cho ngân hàng là: 

T = A(l+r,%) = A(l+8%) = 46538666,75 
Câu 11: Đáp án c. 

Số tiền người đó cần trả sau một năm là: 

._ U2 _. fl + 0,85%) 12 -1 

40.10 6 (1 + 0,85%) -5.10 5 --- 

v ’■ 0,85% 

= 37987647,49 = B 

Sau đó, thời gian hoàn trả đủ tiền cho ngân hàng là: 

,. /V1 _(1+1,15%)" -1 

B (l +1,15%) -15.10 5 . ^-= 0 

o B.1,0115" = 15■ 10 5 . <=> n « 30 

0,0115 
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Vậy người đó cần 42 tháng để trả hết nợ ngân hàng 
Câu 12: Đáp án c. ' ' 

Số tiền người đó thu được sau hai năm là: 

A = a.(l+r%)" =100.10 6 .(l+l,75%) 2 =103530625 


(đồng) 

Câu 13: Đáp án A. 

Sau một năm số tiền tiết kiệm còn lại của ông Pep là: 

, (l + r%)" -1 

L = Aịl+r%) -a ±—- 

v ’ r% 

.(1+0,6%V 2 -l 

= 150.10 6 (l + 0,6%) - 6.10 5 i- 

v ' 0,6% 

= 153721208,4 


Câu 14: Đáp án c. 

Hàng tháng, số tiền anh Thành phải trả là: 

A(ĩ+r%Ỵ.r% 
a= (l+r%)--l 
_ 20.10 6 .(l+l,l%) 312 .l,l% 

( 1 + 1 , 1%)“*-1 

= 675807,3033 


Câu 15: Đáp số B. 

Số tiền mỗi tháng người đó gửi vào ngân hàng là: 


Ar% 

(l + r%)[(l+r%)*-lj 


10 . 10 6 . 0 , 6 % 

(l+0,6%)[(l+0,6%) 15 -lj 


= 635301,4591 


Câu 16: Đáp án c. 

SỐ tiền người đó rút được là: 


A= ẴP 1+rt ‘>" -1 ] (1+r%) 

= 101.10 6 [(l,0l) 27 -lỊ 


Câu 17: Đáp án B. 

Số tiền ban đầu ít nhất là: 


a = ----- - = .. 500 :1° 6 = 391454049,2 
(l + r%)" (1+8,5%) 

Câu 18: Đáp số A. 

Do số tiền thu được gấp đôi số tiền ban đầu nên ta có: 
. A ,2 a 

, h ( 2 ) .. u 

ln(l+r%) ln(l+6,5%) ln(l,065) ~ 

Câu 19: Đáp án A. 

Số tiền của người đó còn lại sau một năm là: 


, (l + r%y -1 

L = A(l+r%) -a ±—- 

_ B , __ _ c (1 + 0,56%) 12 -1 

= 10.10 6 .(l+0,56%) -2.10 5 ——- 

v ’ 0,56% 

= 8217771,484 
Câu 20: Đáp án D. 

Số tiền Hùng vay ngân hàng để đi học là: 

0«.( 1+ 3%).íh^ 

SỐ tiền Hùng phải trả cho ngân hàng mỗi tháng là: 

T = . -= 232288,5852 

(l + r%)” -1 

Câu 21: Đáp án D. 
a = 1 triệu, r = 40%. 

- 3 năm đầu số tiền ông An nhận được là 36a. 

- 3 năm thứ 2 số tiền lãi ông An nhận được là 

36ữ(l + r). 

- 3 năm thứ 3 số tiền lãi ông An nhận được là 

36fl(l+r) 2 . 


- 3 năm thứ n, số tiền lãi ông An nhận được là 
36ữ(l+r)""\ 

Vi chu kì tăng lưcmg là 3 năm một lần nên ta có: 
20 = 3.6+2. 

Vậy số tiền ông An nhận được sau 20 năm là: 
36.100.^(1+?-)* +24.«.(l+r) 6 = A 

=>A = 36.10 6 .£(l + 40%) + 24.10 6 (l+40%) 6 

= 768367104 (đồng). 

Câu 22: Đáp án D. 
a = 1 tỉ, r t = 12%;r 2 = 10%; r 3 = 50%. 
n'= 21 năm nên chu kì 3 năm =>n = 7. 

Sau 21 năm, ngôi nhà có giá thành là 
A = fl(l+rJ' =10 9 (l+12%) 7 =10 9 .1,12 7 (đồng). 

Khi đó: Số tiền người đó kiếm được sau 21 năm là: 

A-36[r|(l + r.r-,,.r|(l + ,„)'] 

o36.P§(l+r a )*(l-r 3 ) 

A 10 9 .1,12 7 

36.1(1+0* (l-r 3 ) 36.ị(l+12%)* (l-50%) 
= 12945443,25 (đồng) 
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Câu 23: Đáp án A. 

Đặt số tiền của người đó là A. 

Sau tháng đầu tiên số tiền còn trong ngân hàng của 
người đó là: A (l+r) - a đồng 


Sau tháng thứ hai số tiền còn trong ngân hàng của 
người đó là: 


(•A(l+r)-«Ị.(l+r)-a = A(l+r) 2 -«.(l+r)-« 


Sau tháng thứ n, số tiền còn trong ngân hàng của 
người đó là: 

A(l + r)"-«[l + (l + r) + ... + (l + rr 1 ] 


= A(l+r)" -a. 


' l-(l+r) 


= Aịl+rỴ +a. 


H 1+r )" 


Vậy SỐ tiền còn lại của người đó sau một năm là: 

.,12 _ . l-(l + 0,056) 12 

10 7 .(l +0,056) +2.10 5 .— „„1“ =8217771,484 

v ’ 0,056 


2. Bài toán tăng trưởng dân số 

Câu 26: Đáp án c. 

Số lượng vi khuẩn ban đầu là: 

S(o) = ^Ệl = Ế^. (nghìn vk) 

Thời gian để số lượng vk đạt 10 triệu con tính từ lúc 
ban đầu là: t = log 2 ^-ỊjỊjỊ j = log 2 128 = 7 (min) 

Câu 27: Đáp án c. 

Dân SỐ nước ta ở mức khoảng 120 triệu người sau: 

„ Kir 

N = —^ M 24,825835 năm = 25 năm. 

Câu 28: Đáp án B. 

Thời gian kể từ thời điểm 2013, dân số đạt 180 triệu 

người là: N = -— = 63,359 (năm) 
ln(l+l,l%) . 

Câu 29: Đáp án B. 

N = 36 năm; r= 1,06%; A = 90728600 người 

Dân số VN năm 2050 là S = A(l+r) N =132616875 

(người). 

Câu 30: Đáp án B 

Ti lệ lạm phát hằng năm chính là % tăng của năm sau 
so với năm trước: 

Do vậy sau năm thứ nhất, thì giá xăng sẽ là 

24,95.(1 + «%) 


Câu 24: Đáp án c. 

Giả sử số tiền gửi ở ngân hàng X và Y lần lượt là X 
đồng và Y đồng. Khi đó: 

x(l + 2,l%) 5 +Ỵ(l + 0,73%) 9 = 27507768,13+320.10 6 (l). 
X+Y = 320.10 6 (2) 

,,,, [x = 140.000.000 

( M '^ jy = 180.000.000 (đồng) 

Câu 25: Đáp án D. 
a = 3.10 6 (đồng); r a = 3%;r 2 = 0,25%. 

SỐ tiền Hùng vay ngân hàng là: 

A = -Ịjl+r 1 )"’ -l](l+r) = 12927407,43 (đồng). 

Số tiền Hùng trả ngân hàng mỗi tháng là: 

_ Ar, (T+r„V' 2 _. 

r = , 2v ' 27 = 232288,5852 (đồng) 

(l+r 2 )"-l 


Bài toán này tương tự như bài toán lãi kép. Từ đây ta 
có: 

Dân số VN ngày 1/7/2026 là: 91,7 (l +1,2%) 10 = 103,3 
(triệu người). 

Câu 31: Đáp án A. 

Dân số đạt 100 triệu người sau: 

H£Ị fnim , 

n = —^—-4- »15 (năm). 

Câu 32: Đáp án B. 

Thòi gian kể từ thời điểm 2013, dân số đạt 180 ữiệu 
người là: M = = 63,359 (năm) 

Câu 33: Đáp án D. 

Dân số Indonesia vào cuối năm 2017 là: 

A = 212942000(1+1,5%) » 2822563546 (người). 

Câu 34: Đáp án A. 

Dân số nước ta năm 2020 là: 
s = 94970597(l+l,03%) 3 = 98 (triệungười). 

Câu 35 : Đáp án B 

Dân số VN ngày 1/7/2026 là: 91,7(l + l,2%) 10 =103,3 
(triệu người). 

Câu 36: Đáp án c. 

Số lượng vi khuẩn ban đầu là: 

s (°) = “ể^ = ^r ( n gWn vk) 
w 2 3 8 
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Thời gian đê’ số lượng vk đạt 10 triệu con tính từ lúc 
ban đầu là: t = log 2 = log 2 128 = 7 (min) 


Câu 37: Đáp án D. 

Tỷ lệ tăng trưởng của vi khuẩn là: 

441 

r = — 4 ^ = -^ = 0,3662%. 
t 5.60 

Hiời gian để số lượng vi khuẩn đạt 12150000 



Câu 38: Đáp án B. 

Gọi lượng thức ăn tiêu thụ ban đầu không đổi như dự 
định là X. Thì lượng thức ăn dữ trữ là: A = lOOx 


Ngọc Huyền LB 

Thực tế lượng thức ăn tăng thêm 4% sau mỗi ngày, tức 
là: 

lOOx = x + x.{l + 4%) + X. (1 + 4%) 2 + ... + X. (1 + 4%)" 
l-(l + 4%)’ ,+1 , . , _, 

0100 = ~ ĩ ~Ẹ~ + iíy ^ n = ỉo ^ ( 5 ) “ 41 ngày 


Câu 39: Đáp án A. 

Ta có 33,44 = 24, 95.(1 + a°/of <=> a = 5% 


Câu 40: Đáp án B. 

r = 0,6%;n = 15 (tháng), A = 10 triệu. 
Theo bài ra ta có: 


T = 


. A.r 

( 1 + ,)[( 1 + ,■)•-!] 


= 635301,4591 (đồng) 


3. Công thức tính khối lượng chất phóng 

Câu 41: Đáp án B. 

Ta có: = 50 kg-, m 2 = 64/cg- 

Suy ra: m 2 = M7 1 .2* o 64 = 50.2™ <=> ^ = Qy° 4 . 


ạ bị phân rã trong vật lí 

T = 3574 năm 

Màu gỗ có tuổi khoảng 3574 năm thì lượng c 14 còn 
lại là 65% 

Suy ra: 65 = 100.2^ 


Câu 42: Đáp án c. 

Sau 5 năm khu rừng có: 

A = 4.10 5 (l + 4%) 5 = 4,8666.10* (m 3 ). 

Câu 43: Đáp án D. 

Ta có: 65,21 = 100.(0,5)5^0 

02” =0,06521 <=>í ~3546,8 (năm) 

Câu 44: Đáp án B. 

4. Một số -ứng dụng khác 
Câu 45: Đáp án c. 

Giả sử điện tích ban đầu của đám bèo là H. 
=>10« = fl(l+r)=>(l+r) = 10 

Thời gian bèo phủ kín ^ mặt hồ là: 

ịa.l0 9 =a.l0" =0^=10" 

3 3 

<=> « = logỉ^- => loglO 9 -log3 = 9-log 3 ịh). 
Câu 46: Đáp án D. 

Biên độ động đất ở San Francisco là A r 
Biên độ động đất ở Nhật Bản là A 2 . 

Có: 


—j = logO,65oA = 


log 2 0,65 
Tuổi của mẫu gỗ được lấy là: 


3574 
log 2 0,65 


3574 

log 2 0,65 


•log 2 0,63 = 3833,287419 (năm) 


+)8 = logA 1 -logd 0 ^A ] =10 (8+lo ^ ) 

+) 6 = log A 2 - log A 0 =>A 2 = 10 (6t '° E ^ 

Suy ra: Ạ = -- = 100 => Ạ = 100A,. 

A 2 10 (b + io sAj } 10 - 2 

Câu 47: Đáp án A. 

Sau 12h bèo phủ kín mặt ao với lượng bèo tăng mỗi 
giờ gấp 10 lần trước đó => A = ÍỈ.10 12 . 

Do tốc độ tăng không đổi nên để phủ kín ì mặt ao, ta 
có công thức: 

|A = |a.l0 12 = ÍỈ.10" <=> M = 12-log5(/ĩ) 

Vậy chọn A. 

Câu 48: Đáp án D. 
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Chủ đề 2: Hàm sô lũy thừa, hàm số mũ - hàm số logarit 
Theo công thức bài đưa ra, ta cầi 
sô đa ở nhiệt độ 50° F là: 

t = log p^] 8 32 j^9,3 (phút) 

Câu 49: Đáp án A 
L A =lod-,L B =lo ê ị 


^>-z í = J^r- = 10=>R„ =10R b . 

r b Vio l « 4 8 

Giả sử I là trung điểm AB 
R a +R„ 11 R b 
2 ■ 

10 l ".4 


Theo công thức bài đưa ra, ta cần thòi gian để làm mát 


>R, =- 


Í>L, =log- 


121 


»3,519(b). 


Câu 50: Đáp án B. 

SỐ thóc ở các ô từ 1 đến n lần lượt là 1,2,4,8,16,...,2" 
= 2 


í> Đây là 1 cấp số nhân với 


*fci 


" l-CỊ 1-2 v > 

Yêu cầu bài toán S" > 10 6 <=> 2^2" -l) > 10 6 . 

o2"-l>^o2">^+l 
2 2 

on>logỊ^y+lỊs 18,93. 

Câu 51: Đáp án D. 

Giả sử diện tích rừng hiện nay của chứng ta là a 
Số rừng nước ta sau 1 năm là a-a.x% = aịl-x%) 
Số rừng nước ta sau 2 năm là: 


a(l-x%)-a(l-x%)x = a(ĩ-x°/of 
Số rừng nước ta sau n năm là aịl- x%) . 

Vậy: Sau 4 năm diện tích rừng của nước ta so với hiện 



Câu 52: Đáp án c. 

Lượng nước chảy vào bê’ lập thành một dãy số cấp số 
nhân nên ta có lượng nước chảy vào bể sau nỊmin) 


là: s„ = 


l-q 


ịu^óOUt 
vói ịq = 2 
["(*) 


Theo bài ra: s„ = 1000 (lít). 


=> 1000 = 60(2"-l)on = log 2 y = 4,14(/i) 

Câụ 53: Đáp án c. 

Đỉnh íanxipan cao 3143 mét so với mực nước biến. 
Tại độ cao 1000 m có: 

672,71 = P 0 e 1000 ' oi = 


Tại độ cao 3143 m: 


p = p 0 . e 3143 -' 


672,71 _ p/ ml 


. _ 672,71.e 3143 ' _ 

<=> p =- lim -= 517,94 mmHg. 

e 

Câu 54: Đáp án c. 

Để đạt yêu cầu đề bài p(%) > 8ũ(%). 

100 1 4 

^ l+49.e" <) ' 015 ' > ° l+49.e-°' 015 ' > 5 ■ 

ol+49.e-°' 01SÍ <7»í>351,87 . 

4 
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STUPY TIP: 

Chú ý: Với phương 
ữình dạng |a ĩ< =ml với 
0 < a * 1 chú ý xét dấu 

+ Nếu m <; 0 thì 
phương trình vô 
nghiệm. 

Nếu m>0thì 
a x = m o X = log n m 


w. Phương trình mũ, logarit. 

Một số tính chất cơ bản cần biết về các phương trình mũ, logarit: 

1. Phương trình a* =m,ữ<a=tl 

-Nếu m< 0 thì phưong trình vô nghiệm. 

-Nếu m> 0 thì phương trình có nghiệm duy nhất là X = log 0 m. 

2. Phưcmg trình log 0 x = m,0<a^l luôn có nghiệm duy nhất 1 à x = a m . 


Ví dụ mở đầu: 

Giải các phương trình sau: 



a) 10* =1. 

b) 2* = 8. 

c) 4* =-4. 

d) e* = 5. 

e) 3* =2. 

f) 3* = —. 

’ 27 

S)(fJ= 9 . 

h) 5^- Sx+l = l. 


Lời giải 


a. 10* =lor = logl = 0. 

b. 2*=8o;t = log 2 8 = 3. 

c. 4* = -4 vô nghiệm, vì 4* > 0 với \/x e 

d. e? =5ox=ln5. 

e. 3* = 2<=>x = log 3 2. 

f - 3X= ^ < »* = lo g3Ị^) < »* = lo g3 3 ~ 3 =- 3 • 
g• = 9<=>x = logj 9ox = -log 2 9«=>x = -21og 2 3. 

h. 5* 2-5 ** 1 = 1 c>x 2 -5x+ 1 = log s l-»x 2 -5x + l = 0<=>x = . 

1. Các phirơng pháp giải phương trình, bất phương trình mũ logarit. 
p. Đyo VỂ Eùng ES sế= 


Dạng 1: Giải phương trình mũ logarit bằng phương pháp đưa về cùng 
cơ số. 

Dụng các phép biến đổi về lũy thừ và logarit bằng phương pháp đưa 
về một trong các dạng sau: 




(Nếu cơ số a không đổi) 


« = 1 

fo<«*i 

\f(x) = g(x) 

l ' ) -“ ,( ' ) °|(« > -° l )[/W- g (,)]=0 <Nế " CO8ốfltha5 ' đổi) 


Í 0<íỉ*l 

f(x) = g(x) ( V là kí hiệu hoặc) 

/(x)>0vs(x)>0 
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chủ để 2: Hàm scí lũy thừa, hàm sô' mũ - hàm sỏ logarit _ The best or nothing 

Chú ý: Đây là phương pháp cơ bản để giải phương ữình dạng này, nhưng chỉ 
giải được một số không nhiều các phương trình, đối với phương trình logarit, 
hoặc phương trình mũ có cơ số chứa ẩn thì nên đặt điều kiện để phương ửình 
có nghĩa rồi mới biến đổi. 

Độc giả hay nhầm khi áp dụng các nhóm công thức sau: 

Nếu 0<a*l,b 1 b 2 >0 thì: 

a. log„(ỉự7j) =log„|&JI +log„|& 2 |. 

b. log„ ệ- = log„ 1^1 -log„|b 2 |. 


c. log„ b ỉk =2k.log a ịb\,keZ + ,b^0 



Ngoài ra ta có thể nhập biểu thức log 4 (x -1) - 3 vào máy tính và CALC từng 
giá trị từ đó đưa ra kết quả, tuy nhiên đây là bài toán đon giản, việc sử dụng 
máy tính làm cho bài toán trở nên lâu hon. 

Dạng 1 là dạng toán khá đơn giản, nên ta sẽ làm luôn bài tập tự luyện: 

Câu 1: Nghiệm của phương trình x log4 +4 logx = 32 là 

A. X = 100. B. X=10; X=100. c. X = 10. D. X=20; X = 100. 

Câu 2: Nghiệm của phương trình 3 X ~ 4 = là 

A. x = ị. B. x = l. C.X = J. D. x = -. 

3 7 6 

Câu 3: Nghiệm của phương ữình 5^*^ =25 3xHÍ là 

14 _ 7 

A. x = l. B. x = 2. c. x=±f. D. x = —- 

5. 5 

Câu 4: Tập nghiệm của phương trình = 125 Zx bằng 

C.Ị-ỈỊ. D.Ị-iỊ. 

Câu 5: Gọi Xj,x 2 lần lượt là hai nghiệm của phương trinh 7 X+1 = Ịyj • Kbi đó 
x z +x 2 bằng 

A.3. B.4. C.5. D.6. 

Câu 6: Nghiệm của phương trình 5 X+1 -5* =2.2 X +8.2 X là 

A. x = log 5 4. B. x=log 5 ^. c. x = l. D. x = log s ^. 

Câu 7: Phương trinh 7.3 X+1 -5 X+2 = 3 X+4 -5 X+3 co' nghiệm la' 

A. x = -l. B. x = l. c. x = -2. D. x = 2. 

Câu 8: Phương trinh 7 lgx - 5 ,gx+1 = 3.5' 8 "- 1 - 13.7 lgx ” 1 có nghiêm là 


LOVEBOOK.VN I 162 





Công Phá Toán - Lớp 12 


Câu 9: Nghiệm của phương trình 8 * +1 = 0,25.ỊV2j là 

A. x = -l;x = ị. B. x = -l,x = -ị. c. X = 1,X = - 

7 7 

Câu 10: Nghiệm của phương trình 0,125.4 2x ~ 3 = ílà 


Câu 11: Nghiệm của phương trình 


Câu 12: Tích hai nghiệm của phương hình a/3.243 x+s = ỉ. 9 x+2 là 

A.-M B.-M. C-M. D 

41 41 41 41 

Câu 13: Cho các phương ữình: (l):3 x+2 +3 x - 2 =0; (n):3 xVl =^ 6 ; (ni):5 x " 2 =2 2 ~ x . 
Khẳng định nào sau đây là đúng? 

A. (ì) và (li) đều vô nghiệm và (m) có nghiệm duy nhất. 

B. (ì) và (ni) đều vô nghiệm và (li) có nghiệm duy nhất, 
c. (II) và (m) đều vô nghiệm và (ì) có nghiệm duy nhất. 

D. Cả 3 phương trình (ì), (li), (in) đều vô nghiệm. 

Câu 14: Giải phương ữình (x+2) x x 5 = (x+2) x+1 °, ta được tập nghiệm là 
A. {— 1;-5;3}. B. {-1;5}. c. {-1;3}. D. {-l;-3;5}. 

Đáp án 


Loại 1: Phương trinh dạng pịa f ^ j = 0 

Đặt t = a f ( x \ịt > o) . Phương trình trở thành pịtì = 0 



Ví dụ 2: Phưong trình 9' T - 3.3 X + 2=0 có hai nghiệm là Xj , x 2 với x 1 <x 2 . Giá 
trị của A = 2x x + 3x 2 là 

A. 0 B. 41og 3 2 C.31og 3 2 D. 2 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Thanh Hóa) 
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STUDY TIP: 
Chú ý: Ở đây ta có thể 
nhẩm nhanh được 
9* = 3 2x và nhập máy 
tính giải phương trình 
bậc hai với các hệ số 
a=l;b=-3;e=2. 


STUD.ỵ TIP: 
Chú ý: Cho phương 
trình 

a.m 2x +b.m x + c = 0 


nếu phương trình có hai 
nghiệm phân biệt thi 
tổng hai nghiệm của 
phương trình là 


x 1 +x 2 =log I 


(f) 


Chủ dể 2: Hàm sô' lũy thừa, hàm sôí mũ - hàm số logarit 


Lời giải 

Nhận thấy ở đây chính là 3* 

Vậy nếu đặt 3* =í thì phương trình ữở thành t 2 - 3t + 2 = 0 o I 

Lúc này ta được Í=lo3*=lox=0 
f = 2o3* = 2 o X = log 3 2 


Vậy A = 2x 1 + 3x 2 = 31og 3 2. 

Ví dụ 3: Tính tổng T tất cả các nghiệm của phương trình 4* -8.2* +4=0. 

A. T = l. B. T = 2. c. T = 8. D. T = 0. 

__'__ (Trích đê thi thử sở GD & ĐT Hà Nội) 

Đáp án B. 


Lời giải 

Cách T. Ở đây nhiều độc giả sẽ bấm máy tính giải phương trình sau đó công 
hai nghiệm vào như sau: 

2* = 4 + 2^3 o X = log 2 (4 + 2^) 

4*-8.2*+4 = 00 ) J 

2 * = 4 - 2V3 o * = log 2 (4 - 2V3) 

Sau đó ta có T = log 2 Ị4 + 2 70 j + log 2 Ị 4 - 2-^3 Ị = 2 


Nhận xét: Đây là cách giải khá dài, mà lại không nắm bắt được cách suy luận 
nhanh, thụ động vào máy tính vói nghiệm lẻ. 

Cách 2: 

Ta thấy phương trình hỏi tổng các nghiệm của phương trình tức là x ĩ +x 2 . 


Mặt khác ta lại có 2* 1 .2* 1 = 2* I+ * 2 

Mặt khác nếu coi phương trình đã cho là phương trình bậc hai đối vói 2* thì 
4 

ta suy ra ngay 2* 1 .2* 2 = Y = 4 (định lý Viet cho hai nghiệm của phương hình 
bậc hai). 

Vậy từ đây ta có 2*'.2* 2 =4 = 2 2 o*j +x 2 =2. 

Bài tập rèn luyện kĩ năng: 

Câu 1: Nghiệm của phương trình e 6x - 3e 3x + 2 = 0 là 

A. x = 0; X = ịln2. B. x = -l; X = ịln2. 

3 3 

c. X=-1; X=0. D. Đáp án khác. 

Câu 2: Nghiệm của phương trình 3 2+x + 3 2_x = 30 là 

A. X = 0. B. Phương trình vô nghiệm, 

c. x = 3 D. x = ±l. 

Câu 3: Giải phương hình (7 +4^3 j - 3 .Ị 2 - 73 Ị + 2 = 0, ta có tập nghiệm bằng 
A. {-2;2}. B. {l;0}. c. { 0 }. D. {l;2}. 

Câu 4: Phương trình 5 X_1 +5.0,2 X " Z =26 có tổng các nghiệm là 

A. 4. B. 2. c. 1. D. 3. 

Câu 5: Phương trình 3 1+x + 3 1_x =10 

A. có hai nghiệm âm. B. vô nghiệm. 

c. có hai nghiệm dương. D. có một nghiệm âm và một nghiệm dương. 

Câu 6: Phương trình 3 2x+1 -4.3 X +1 = 0 có hai nghiệm Xj,x 2 toong đó Xj<x 2 , chọn phát 
biểu đúng. 
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A. 2Xj+x 2 =0. B.Xj+2x 2 =-1. c. Xj+x 2 =-2. D. x r x 2 =-l. 

Câu 7: Phương trình 4 5<2 " x +2* 2 - x+1 =3 có nghiệm 

A. x=l;x = 2. B. x=— 1; x=l. c. x=0; x=l. D. x = -l; x = 0. 

Câu 8: Phương trình 2 x2 " x _2 2+x-x2 =3 có tổng các nghiệm bằng 

A. 1. B.o. c.-l. D.-2. 

Câu 9: Cho phương trình log 4 (3.2 X -lj = x-l có hai nghiệm x 2 ; x 2 . Tổng Xj + x 2 bằng 

A. log 2 (6-4^). B.2. ' C.4. D. 6 + 4>/2. 

4 A ? __ 4. 4-2 o . 

Câu 10: Tích hai nghiệm của phương trình 2 - 2.2 X +1 = 0 bang 

A. -9. B. -1. c. 1. D. 9. 



Lời giải 

Cách 1: 

Điều kiện: x>2 

Ta có pf o21og 4 Ịx (x -1) j + 3^1og 4 (x-1) 2 -2log 4 X = 4 
<=>21og 4 (x-l) + 3ự21og 4 (x-l)-4 = 0 

(ở đây ta biến đổi log 4 (x 2 -xỴ- log 4 (x(x -1)) = log 4 X + log 4 (x-l)) 

Vậy phương hình đã cho trở về dạng tổng quát, coi phương trình ữên là 
phương trình bậc hai với ^21og 4 (x-ì), lúc này bấm máy giải phương trình 

bậc hai ta được: ự21og 4 (x-l) =1 olog 4 (r-l) = ịoj: = 3. Vậy ta chọn A. 

Cách 2:Với các bài toán tìm xem nghiệm của phương trình này có nằm ừong 
khoảng đã cho hay không, ta có thể nhanh chóng áp dụng định lý: 

"Nếu hàm số y = f (x) liên tục ữên đoạn [a; b~j và /(«)./(&)< 0 thì tồn tại ít 
nhất một điểm ce[íi;ỉ)Ị sao cho f(c) = 0." 

Vậy như ở chủ đề 1, tôi đã giới thiệu về chức năng TABLE của máy tính cầm 
tay là lập ra các giá trị của hàm số trong một bảng. Ở đây ta sử dụng TABLE 
để xét xem hàm số có đổi dấu trong khoảng cho trước không. 

Do đề bài cho khoảng hẹp, nên ở đây ta chỉ cần xét khoảng (l; 4 ) là có thể bao 
hàm được hết các phương án A, B, c, D. 
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Chủ đề 2: Hàm sô' lũy thừa, hàm sô'mũ - hàm sô' logarit 


Dùng máy tính nhập ỊmODeỊ ỳ: TABLEỊ lúc này nhập 
Fx = 21og 4 (X 2 - x) + 3^21og 4 (x-l) - 21og 4 X - 4 


STUPYTIP: 
Chú ý: Nếu nhập vào 
máy tính log a X 2 máy 
sẽ nhận dạng thành 

(l°g a x) 2 . 



Lưu ý: Ở đây ta nhập ^21og 4 (X-l) vào máy mà không nhập <Jlog 4 (X-l) 2 
bởi ở đây dấu mũ hai máy sẽ nhận ià (log 4 (x - chứ không phải nghĩa 
như ban đầu. 

Ấn 2 lần = bỏ qua Gx. 

Lúc máy hiện START? ấn 1= 

END? 4= 

STEP? 0.5= 

Máy hiện như hình bên. Lúc này ta thấy X = 3 là nghiệm của phưomg trình. 
Tuy nhiên với các bài toán khác ta có thể thấy hàm số đổi dấu khi đi qua 3 thì 
ta cũng có kê’ kết luận được phương án A. 

Ví dụ 5: Cho phương trình log 3x+7 ịếx 2 + 12x + 9) + log 2x+ 3 Ịýx 2 + 23x + 2l) = 4. 
Số nghiệm của phương trình trên là 

A. 2 B. l C.0 D. 3 

Đáp án B. 

Lời giải 


3 

Điều kiện: <X&-1. Phương trình đã cho tương đương vói: 

log 3x+7 (2x + 3) 2 + log 2x+3 [(2* + 3)(3x + z)]=4 
o21og 3x+7 (2x + 3) + log 2xư (3x + 7)-3 = 0(2) 

Do log 3x+7 (lx + 3).logj 2x+3 j (3x + 7) = 1, nên nếu đặt í=log 3x+7 ịlx + 3), t * 0 


STUPYTIP: 

Chú ý: Ta cần chú ý xét 
điều kiện của bài toán 
giải phương trình 
logarit để loại nghiệm. 


ttti°s M (3*+7)=L 

Do đó phương hình ( 2 ) ữở thành: 

, ■„ \t=r 

2t + --3 = 0o2f 2 -3í + l = 0<=> 1 

t t=é 

L 2 

t =1 <s> log 3x+7 ịlx + 3)=1 <=> x = -ị 
í = |ọlog 3x+7 (2x + 3) = ỉo(2x + 3) z =3x + 7o 



Đến đây nhiều độc giả có thể chọn A, hoặc D. Tuy nhiên so với điều kiện xác 
định thì x = -2;x = -4 không thỏa mãn. Do vậy phương trình có nghiệm duy 


nhất x = -ị. 

4 

Ị Nhận xét: Nếu trong phưorÍLg trình có các số hạng log^ x ) g(x) và log s ( x ) f(x) 
I thì ta có điều kiện tương ứng là 0 < /(x) 5* 1, 0 < g(x) 5* 1. Lúc đó nếu đặt 
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STUDY TIP: 

Chú ý: Khi đã hiểu bản 
chất của dạng toán, ta 
có thể bỏ qua các bước 
đặt và giải luôn phương 
trình bằng máy tính. 


Công Phá Toán - Lđp 12 


Ngọc Huyền LB 


Loại 3: Phương trình dạng m.ẳ f ^ + n.ịabỴ^ + p.b 2f ^ = 0 (hoặc 
m.ẳ f ^ + n.ẩ f ( x \b f ^ + p.a f ^ x \b 2f ^ + q.b ĩf ^ = 0 ) 

Cách giải: Chia hai vế cho b 2f ^ (hoặc b 3f ^ ) rồi đặt t = í^-1 (f >o). 


I Ví dụ 6: Tìm tích tất cả các nghiệm của phương trình 

43 4oO^) +9 _ 4 .og (l 0x) =13 6 l + .o gI 


c. 1 


D 1 
10 


(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu tân 1) 


Đáp án c. 


Lời giải 


Điều kiện X > 0 . 

Ta có 4.3 los ( 100l! l+9.4 bs ' 10l )=13.6 w ” B -'' 

O4.3 2,08(lũl) +9.2 21os(10 *> -13.(2.3) 1O8(10r) =0 

O4.(3 ,08 ( 10v) ) 2 _ 13 . 3 M^)_ 2 io S (i ta ) + 9 ^iog(i0,)Ị 2 =0 


Với bài toán tự luận thông thường thì ta thường thực hiện đặt t, , tuy nhiên ta 
có thể thấy đây là dạng phương trình đẳng cấp bậc hai, do vậy nếu ta nhập 
các hệ số vào máy ta sẽ được kết quả là tỉ số giữa hai biến. 

Vậy đến đây ta có thể sử dụng ỊmODeỊ |5:EQn| chọn giải phương trình bậc hai 

9 

và lần lượt nhập các hệ số fl = 4;b = -13; c = 9 thì ta được hai nghiệm là: -ị và 1. 


Tức là 


3 .o g(l 0,) = | 2 .og(l0,) 0 3 >osW -2 = 2 .o g (l0,)-2 0 log ( 10jc ) = 2 o X =10 
3 log(lOx) =2 lo g (xoq o;c = J L 


Vậy tích các nghiệm của phương trình là 10 .^ = 1 . 

Bài tập rèn luyện lã năng: 

Câu 1: Phương trình 9* +1 -6* +1 =3.4* có bao nhiêu nghiệm? 

A. 4. B. 3. c. 2 . D. 1. 

Câú 2: Phương tành 64.9* -84.12* +27.16* =0 có nghiệm là 

A. x = l;x = 2. B. x = X = -J- c. x = -l; x=-2. D.Vônghiệm. 

16 4 

Câu 3: Phương trình 6.2 2 * -13.6* +6.3 2 * =0 có tập nghiệm là tập con của tập 

A. Ị-|;-1;4 ;sỊ. B. |-|;-1;|;2Ị. c. {-4;-3;l;0}. D. {-2;-l;l;3}. 

Câu 4: Phương triìih 4 * + 6 - T = 9 - r co' nghiêm la' 

A - x = ỉ °ẽ Ểiì ị B - * =lo S|(4^} 

c - x = l0 g^Ị I • D - * = l0 §3 (4^)- 

Câu 5: Phương trình 3.8* + 4.12* -18* - 2.27* = 0 có tập nghiệm là 

A. {1} B. {-l;l}. c. {0;l}. D. 0. 
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chúng ta cần biến đổi 
chia hoặc nhân hai vế 
vói một đại lượng sao 
cho thỏa mãn bài toán 
tổng quát. 


Chủ đề 2: H,àm sô" lũy thừa, hàm sô" mũ - hàm sô" logarit 


Câũ 6: Nghiệm của phương trình: 4 lo S2 Zx -x lofe6 =2.3 l ° Sỉi * 1 là 


c. x = ~. D. Vô nghiệm. 


Loại 4: Phương trinh dạng m.a f ^ + m.b f ^ + p = 0, với ab = l 
Cách giải: Giả sử a> 1, ta đặt t = a f ( x \t>0, khi đó = 1. 

Ví dụ 7: Phưcmg trình ^3 + -s/õỊ +16.^3 - Võ j = 2 X+3 có nghiệm 

A. X=1 B. x = log 3 _^j4 c. ;c = log 3+ ^4 D.o 

2 ■ 2 


Đáp án c 

Phân tích: Do ở vế phải của phương trình chưa về dạng hằng số và 

13 - v5 1(3 + v5 1 = 4 # 1 , nên ta phải biến đổi sao cho mất X ở vếphải đồng 
STUDY TIP: \ /\ J 

Chú ý: Vói các bài toán (3-^5) (3 + S) 

chưa đứng dạng cơ bản, thời -———-. -——— - = 1 . Vậy ta sẽ chia cả hai vế của phương trình cho 2 X . 

chúng ta cần biến đổi 2 2 

ĩ.rvỉ ơiải 



Lời giải 

Chia hai vế của phương trình cho 2 X , ta được 

íỉ±^ĩ +16 .fcẩí =8 M 


ễ±!ỄT,(*>0)Jễ=2»Ĩ_1 


Khi đó phương trình (*) trở thành: f + -^- = 8of z -8í + 16 = 0oí = 4. 

Với í = 4 thì j =4 » I=lo ẽ^ 4 ' 

Bài tâp rèn liiyên kĩ năng. 

Câu 1: Phương trinh Ị^/õ+VÌĨ j +ị^5 ->/24 j =10 co'nghiệm la' 

A. x = ±2. B. x = ±l. c. x = ±4. D. x = 

Câu 2: Phương trình Ị-v/ĩĩ-l) +ỊV 2 +lj -2yfĩ = 0 có tích các nghiệm bằng 

A. -1. B. 1 . c. 0. D. 2. 

Câu 3: Phương trình Ị3 + V 5 Ị + (3 - y/E Ị = 7.2 X có tập nghiệm là 


Câu 4: Phương trình + +{ 2 -^/ 3 ^ = m có nghiệm khi 

A. me(-oo;5). B. me (-co; 5]. c. me (2;+00). D. me[2;+oc 


















Công Phá Toán - Lớp 12 Ngọc Huyi 

E„ PSiysnig phóp Isiprig hÉo. 

Loại 1: Phương trinh dạng a f ^'.b g ^ = c, với a,b,c> 0. 

Cách giải: Ta lấy logarit hai vế cơ số a đưa về phương trình dạng 
f(x) + g{x).\o% a b = log„ c. 

Loại 2: Phương trinh dạng a° Ễb ( x+c ì = X 

Ví dụ 8: Phương trình 3* -2 .5* -1 .7* =245 có nghiệm là: 

A. x=2 B. JC=3 c. x=-2 D. x=.-3 


Do hai vế của phương trình đều dương nên lấy logarit cơ số 3 hai vế ta được 
log 3 (3 I - 2 .5 I - 1 7 I ) = log 3 (7 2 .5) 

Ot-2+(ĩ-l)log 3 5 + xlog 3 7 = 21og 3 7 + log 3 5 
o(x-2)log 3 105 = 0o;c = 2. 

Bài tâp rèn luyên kĩ năng. 

Câu l:Giải phương trình 3 4 * =4 3 ', ta có tập nghiệm là 

A. jlo gỉ (log 3 4)j. B. |log ỉ (log 3 2)| c. |lo gi (log 4 3)| D. Ịlog^ (log 3 ế)Ị 

Câu 2: Nghiệm của phương trình 3 X_1 .5 x = 15 là 

A. x = l. B. x = 2; x = -log,5. c. x = 4. D. x = 3; x = log,5 


Câu 3: Phương trinh 3 X 2 .5 * = 15 có một nghiệm dạng x = -log a b, vói avằblằ cắc số 
nguyên dương lớn hơn 1 và nhỏ hơn 8. Khi đó a+2b bằng 

Ấ.13. B.8. C.3. D.5. 

Câu 4: Nghiệm của phương trình 9.x l08,x = X 2 là 

A. x = 12. B.x = 9. c. x = 6. D. x = 3. 

Câu 5: Nghiệm của 4 X -3 2 = 3 2 -2 2x_1 cũng là nghiệm của phương trình 
A. 2x 2 +x-3 = 0. B. 2x 2 -5x + 3 = 0. 


A. 2x 2 +x-3 = 0. 
c. 3x 2 -5x + 2 = 0. 


B. 2x -5x + 3 = 0. 
D. 3x 2 -5x-2 = 0. 


□. PEiyBng phnp BÙ dụng lính áen đậu EÙB hàm iấ 

Phương trình đưa được về dạng f{ù) = f{y ). 

Cách giải: Sử dụng tính chất: Cho hàm số y = f[x) đơn điệu trên tập 
D. Khi đó fịu) = fịv)<z>u = v với mọi u,veD. 

Các dạng khác: 


Ví dụ 9: Phương trình 2? x + 9 3 2x + X 2 + 6 = 4 213 + 3* * 2+5x có số nghiệm là 


Đáp án A. 

Lòi giải 

Phương trình đã cho tương đương vói 
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Chủ đề 2: Hàm số lũy thừa, hàm sô' mũ - hàm sô' logarit _ 

y?~ x + 9 3 ~ 2x +x z +6 = 4 2x ~ 3 + 3 1 -* 2 + 5x 

<=> +x 2 -x-3 x ~ ỵ2 .= 2 4x ~ 6 +4 x-6-3 6 ~ 4x (*) 

Xét hàm sỐ/(í) = 2 t +f -3-‘ 

Có /'(f) = 2 í .ln2 + l+3- f .ln3>0 / Vf eK nên hàm số /(í) đồng biến trên 1 . 
Khi đó (*)<=>/Ị* 2 -xỊ = /(4x-6)<=>x z . — ac = 4 jc — 6 <=> . 

VỊ. Các bài toán biến đổi logarit. 

PL Tính mậl isepril IhPB mội logariK dã Ehos 


I Bài toán: Cho a = log fl X với Q<a,x,y và a&l. Tính log n y theo a . I 



STUPYTĨP: 

Chú ý: Ta biến đổi 
logarit cần tìm về cùng 
cơ số vói logarit đã cho. 


Ta CÓ log^ 15 = T^logg 15 

Đến đây trở về bài toán gốc, ta có 15 = 3.5 => log 5 15 = 1 + l.a = 1 + a 


Ví dụ 2: Nếu log3 = a thì — ì—— bằng 
log 81 100 


Đáp án D 

Lòi giải 

Ta thấy cơ số của log3 là 10. Do vậy ta sẽ biến đổi 
ĩ -l ĩ5s = .o g ,„81 = ỉ.og8 1 = 21o g 10 = 2 1! . 


Bước 1: Quy các logarit đã cho về một cơ số nếu cần. 

Bước 2: Phân tích các cơ số và đối số về dạng thừa số nguyên tố. 
Bước 3: Biểu diễn theo logarit đã cho. 
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Ví dụ 3: Nếu a = log 30 3 và b = log 30 5 thì 

A. log 30 1350 = 2a+b+ 2. B. log 30 Ị350 = fl+2fe+l. 

c. loggp 1350 = 2a+b+l. D. log 30 1350 = a + 2b + 2. 

Đáp án c 

Lời giải 


Do đã cùng cơ số nên ta phân tích 1350 về dạng thừa số nguyên tố: 
Ta có 1350 = 3 3 .2.5 2 


Ta thấy số 2 xuất hiện ở đây là không hợp lý, do vậy ta sẽ biến đổi, do cơ số 30 
nên ta có thể biến đổi như sau: 1350 = 3 2 .5. (2.3.5) = 3 2 .5.30 


Iog 3 o(3)+A 
Ũ.3230075075 

log 3ũ (5)*B 

0.4731974454 


log 3ũ íl35ỗ)-2A-> 

0 


Lúc này ta có 

log 30 1350 = log 3ũ (3 Z .5.30) = log 3ũ 3 2 + log 30 5 + log 30 30 =2a + b + l 
c. Sử dung máy tính cầm tay. 

Trong các dạng toán biểu diễn logarit ta có thể sử dụng lệnh SHIFT STO (gán 
giá trị) để giải quyết bài toán này. 

Trong ví dụ 3 ở trên ta có thể giải quyết như sau: 

Nhập loga, 3 |SHIFTỊỊsTO| a 
N hập log 30 5 ỊsHIFt| ỊstÕỊ B. 

Lúc này hai giá trị đã được gán vào máy tính. Ta lần lượt thử từng phương 
án. 


Với C: Nhập vào máy log 30 1350 -2A-B-1 máy hiện 0, thỏa mãn, chọn c. 


Bài tập rèn luyện kĩ năng: 

Câu 1: Biểu diễn log 36 24 theo a=log 12 27 ta được 


A. log 36 24 
c. log 36 24 = 


9-a 


6-2a 
9+a 
= 6+2a 

Câu 2: Nếu a = log 2 3 và b = log 2 5 ửù 


BIo *» 24 =M- 

D. log 36 24 = -^-. 
636 6-2a 


A. log 2 ^360=1+ịa+ìb. B. log 2 ^/36Õ=|+ia+|b. 

c. log 2 ^6Õ=|+|a+|b. D. log 2 $ỉ6Õ=-|+ịa+ịb. 

2 3 6 6 2 3 

Câu 3: Cho hai số a,b > 0 thỏa mãn a 2 + b 2 = 7ab. Hệ thức nào sau đây đúng? 
A. 31og(a+b) = ỉ(loga+logb). B. log(a+b) = ^(loga+logb). 

c. 2(loga+logb) = log(7ab). D. log^^j = |(loga + logb). 

Câu 4: Nếu.log 27 5 = a; log 8 7 = b; logj3 = c thì log 12 35 bằng 


^ 3b+2ac g 3b+3ac £ 3b + 2ac 

c+2 ‘ ' c+2 ' ' c+3 


D. 


3b+3ac 
c + 1 


1B II 2C ~~1I 3P 11 4B 
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Bài tập rèn luyện kỹ năng 


Dạng 1: Các dạng toán tìm tập xác định, các 
Câu 1: Tập xác định của hàm số: 
i/ = ^ln(x-l) + ln(x+l) là: 

A. (l;+oo). B. Ị-oo 

c. 0. D. [V2;4<x>Ị. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Quang Diêu) 
Câu 2: Đạo hàm của hàm số y = Ịr 2 +lje I+1 tại ln3 là: 

A.3e(l+ln 2 3) 2 B. 3eln 2 3 

C.3e(l + ln3) D.3e(l+ln3) 2 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Thanh Hóa) 
Câu 3: Tính đạo hàm của hàm số y = ìnịl+'Jx+ĩ^. 

A.J/' = 


bài toán đồ thị, và tính chất của các hàm logarit. 

Câu 7: Tìm tập xác định D của hàm số y = logỊx 2 -4j. 

A. D = (-oo;-2]u[2;+oo) 

B. D = (-oo;-2)u(2;+oo) 
c. D = (2;+oo) 

D. D = (-2;2) 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Ninh Bình) 
x+1 


B. y' 


1 _ 

2s/x+ĩ(l + yfx+ĩỴ 
1 

~ l + yỊx+ỉ 


yfx + ĩịl + \fx + ĩj 
t 2 

D ' y,= ^ĩĩ(u^ĩỴ 

(Trích đê minh họa ĩãn 2 BGD&ĐT) 
Câu 4: Tập xác định của hàm số: 

y = (x+3y -ị/5-x là: 

A. D = (-3;+oo) B. D=(-3;5) 

c. D = (-3;+«))\{5} D. D = [-3;5] 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo - Ninh Bình) 
Câu 5: Khẳng định nào sau đây là đúng? 

A. Hàm số y = lnỊxỊ có đạo hàm tại mọi X * 0 và 

B. log 0ũ2 (x-l)>log ũ02 x<=>x-l<x. 

c. Đồ thị của hàm số y = log 2 X nằm phía bên toái 
trục tung. 

D. limlog 2 x = -«5. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Quang Diêu) 
Câu 6: Ham sô' y = \l3-2 x+1 “4 r co' tâp xac đinh la': 
A. K. B. [0;+oo) . 

c. t-3;l]. D. (-oo;0]. 

(Trích đê thi thử THPT Ngô Gia Tự - Vĩnh Phúc) 


Câu 8: Tính đạo hàm của hàm í 
Ị-2(s + l)ln3 


A. y' = ± 


y'= 


c Ị-2(£+Ị)Ịn9 D 

* 3 X * 3 * 

(Trích đê thi thử sở GD&ĐT Lâm Đồng) 
Câu 9: Cho a là số thực dưong khác 1. Xét hai số thực 
x 1 ;x 2 . Phát biểu nào sau đây là đúng? 

A. Nếu a Xị <a Xỉ thì (a-l)(xj-x 2 )<0 

B. Nếu a x ' <a Xí thì (a-l)(xj-x 2 )>0 

C. Nếu a x ' < a Xí thì x t < x 2 

D. Nếu a x ' < a x * thì x ỉ > x 2 

(Trích đê thi thử THPT chuyên ĐHSP - HN) 
Câụ 10: Tính đạo hàm của hàm số 


Ị-(x+l)ln3 

3 2 * 

Ị-2(x + l)ln3 


Câụ 10: Túáh 
y = log s (x 2 +x+l). 


(x? +X+Ì)ln5 
C. y' = (2x + l)ln5. 


B. y 

D. y' = 


2x + l 
x 2 +x + l' 


\x c +x+l)ln5 
(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Quang Diêu) 
Câu 11: Cho ba số thực dương a,b,c khác 1. Đồ thị 
các hàm số y = «*, y = b x , y = c x được cho toong hình 
vẽ bên. Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 



D. c<a<b. 

(Trích đê minh họa ĩãn 2 BGD&ĐT) 
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Câu 12: Hàm số y = xln|x| có đạo hàm là: 


A.ln|x| B.- c.l+ln|x| D. 1 


(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Thanh Hóa) 
Câu 13: Tập xác định của hàm số y = ịlx-lỴ là: 



(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Thanh Hóa) 


Câu 14: Cho a là số dương khác 1, h là số dương và 
a là SỐ thực bất kì.Mệnh đề nào dưới đây đúng? 

A. log n b a = — log„ b. B. log n b a =alog 0 b. 


C. log na b = — log n b. D. log n „ b = alog n b. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hùng Vương - Gia Lai) 

r . X ~\~3 

Câu 15: Tập xác định của hàm số y = log 2018 ^—— là: 

A.(-oo; -3)u(2; +oo) B.R\{2} 

C. (-3; 2) D. [-3; 2) 


(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Thanh Hóa) 
Câu 16: Tính đạo hàm của hàm số y = ìnịlx - X 2 j với 
0<x<2 là: 

A -y , = Ệzị B. y' = (2-2x)(2x-x 2 ) 

c. y' = ——.- D. y' = 2x-x 2 

J Ix-x 1 J 

(Trích đẽ thi thử Sở GD&ĐTLâm Đồng) 
Câu 17: Tìm mệnh đề sai trong các mệnh đề sau: 

A. Hàm số y = 2 3 ~ z nghịch biến trên K 

B. Hàm số y = log 2 ịx 2 +l) đồng biến trên R 
c. Hàm số y = log 1 (x 2 +l) đạt cực đại tại x = 0 


D. Giá trị nhỏ nhất của hàm số y = 2 x +2 2 * x bằng 4 
(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu lẫn 2) 

Câu 18: Tập xác định của hàm số y = x 3 là: 

A. [0;+°o) B. R 

C I\|ũ) D. (0;+oo) 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Đại học Sư Phạm - HN) 
Câu 19: Hình vẽ bên là đồ thị các hàm số 
y = x“,y = x b ,y = x c trên miền (ũ;+oo). Hỏi trong các 
số a,b,c số nào nhận giá trị trong khoảng (ũ;l)? 


Ngọc Huyền LB 



(Trích đê thi thử THPT chuyên Hưng Yên ỉãn 2) 
Câu 20: Tính đạo hàm của hàm số y = 7 X . 

A. y' = x.7 x ~ l B. y' = 7 x 

C - y, = B D. y'=7 x .]n7 

(Trích đẽ thi thử THPT chuyên Hạ Long tân 1) 
Câu 21: Đường cong trong hình dưới đây là đồ thị của 
một hàm số trong bốn hàm số được liệt kê ở bốn, 
phương án A, B/C, D dưới đây. Hỏi hàm số đó là hàm 
số nào? 



, C. y = log 2 X D. y = -log 2 x 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình lần 2) 
Câu 22: Chọn khẳng định sai ữong các khẳng định 
sau đây. 

A. Nếu ba số thực X, y, z có tôhg không đổi thì 
2016 I / 2016 y ,2016 z có tích không đổi 

B. Nếu ba số thực x,y,z theo thứ tự’ là ba số 
hạng liên tiếp trong một cấp số nhân thì 
logx,logy,logz theo thứ tự là ba số hạng liên tiếp 
ữong một cấp số cộng 

C. Đạo hàm của hàm số y = ln|2x -1| trên 



D. Mỗi hàm số y = a x ,y = log n X đồng biến trên 
tập xác định khi a > 1 và nghịch biến trên tập xác 
định khi 0 < a < 1 ( a là hằng số) 

(Trích đê thi thử tạp chí TH & TT Tân 5) 
Câu 23: Khẳng định nào sau đây là sai? 
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A. 2017* > -4- <=> X > -1. 

2017 

B. Hàm số y = log 2 2x xác định khi X > 0 

c. Đồ thị hàm số y = 2* và y = đối xứng nhau 

qua hục tung. 

D. Nếu ln(x-l)(x-2) = ln(x-l) + ln(x-2)thì X 
phải nghiệm đúng bất phương trình (x -1) (x - 2) > 0 

(Trích đê thi thử tạp chí TH&TT tân 3) 
Câu 24: Tìm các giá trị của m để hàm số: 
y = log 7 [(m-l)x 2 + 2(m-3)x+l] xác định Vx e ]R, 
ta có kết quả: 

A. m>2 B. 2Sfflắ5 

c. 2<m<5 D. l<m<5 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lam Sơn- Thanh Hóa) 
Câu 25: Cho a > 0, a* 1 và X, 1 / là hai số dương. 
Khẳng’định nào dưới đây là khẳng định đúng? 

A. log„ (x+y) = log„ X+log„ y 

B. log„ (x+y) = log 0 x.log 0 y 
c. log„ (xy) = log„ x+log„ y 
D. log„ (xy) = log, x.log a y 

(Trích đê thi thử sở GD&ĐT Ninh Bình) 
Câu 26: Tim tập xác định D của hàm số: 

/(x) = hW-x 2 -x+2. 

A. D = (-2;l) B. D = [-2;l] 

c. D = (-oo;-2)u(l;+oo) D. 

D = (-=o;-2]u[l; + cc) 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Sơn La) 
Câu 27: Điều nào sau đây không đủ để suy ra 
log 2 x+log 2 y = 10? 

A. y = 2 10 -‘° Sí * B. log 2 (xy) = 10 

c. log 2 X 3 +log 2 \f =30 D. X = 

(Trích đê thi thử tạp chí TH&TT Tần 5) 
Câu 28: Hàm số nào trong các hàm số dưới đây có 
đồ thị phù hợp với hình vẽ bên: 

2 


-2 



The best or nothing 


A.y = e x B. y = c x 

c. y = log # x D. y = log 0 5 x 

(Trích đê thi thử THPT chuyên ĐHSP HN tân 1) 
Câu 29: Cho a,p là các số thực. Đồ thị các hàm số 
y = x“,y = x fl trên khoảng (0;+oo)được cho trong 
hình vẽ bên. Khẳng định nào đây là đúng? 



c. 0<a<l<p. D. a<0<l<p. 

(Trích đê thithửTHPT chuyên ĐH Vinh lần 1) 
Câu 30: Tính đạo hàm của hàm số y = log 2017 Ịx 2 +1). 


A. y' = - 


c. y' = 


B. y' = - 


x 2 +l)ln2017 


+l)ln2017 D ' y (x 2 +l) 


Câu 31: Tập xác định của hàm số y = —Ị====s là: 
A. R\{10} B. [I0;+oo) 


c. (Inl0;+oo) D. (l0;+oo) 

(Trích đê thi thử tạp chí Toán học & Tuổi trẻ ữn 5) 
Câu 32: Hàm số nào sau đây có đạo hàm là: 
y'=3 x h\3+7x 6 . 

A. y = 3*+x 7 B. y = 3*+7* 


c. y = x 3 +x 7 D. y = x s +7* 

(Trích đê thi thử tạp chí Toán học & Tuổi trẻ Un 5) 
Câu 33: Hỏi đồ thị của hai hàm số y = a x và y = log n X 
(vói 0 < a # 1) đối xứng với nhau qua đường thẳng 
nào dưới đây? 

A. x = 0 ’ B. y = x 


c. y = -X D. y = l 


(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Phú Thọ) 
Câu 34: Đạo hàm của hàm số 

y = log 3 (x+l)-21n(x-l) + 2x tại điểm x = 2 bằng: 


A. ị 
3 

c. —-1 

31n3 


B. —ỉ—+ 
31n3 

D. —ỉ— 
31n3 


2 
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(Trích đê thi thủ THPT chuyên Phan Bội Châu lân 1) 
Câu 35: Tim tập xác định của hàm số: 


-Ịogọ.al*- 1 ) 


4 ? 


A.(4; + „) 

B -H] 

c. (2;+«) 

D. (-2; 4] 


(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Phú Thọ) 
Câu 36: Tìm tập xác định của hàm số: 
y = log 3 (x 2 -5.;c+6Ị là: 

A. D = (-oo;2)u(3;+oo) B. D = (2;3) 
c. D = [2;3] D. D = (-oo;2]u[3;+oo) 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Lâm Đồng) 
Câu 37: Kết qua’ tính đao ham nao sau đây sai? 

A. (e 5l )'=e 5 \ B. (2 1 )'=2*ln2. 


C-M-T D -M-ẳ3- 

(Trích đê thi thử THPT Ngô Gia Tự - Vĩnh Phúc) 
Câu 38: Tìm tập xác định của hàm số: 

y = ịx 2 -ếx+3j. 

A. s. \ {l; 3} B. (-<»; 1] u [3; +co) 

c. R D. (-co;l)u(3; + oo) 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hạ Long tân 1) 

^ 7»\ A/ /2 \a/2 

Câu 39: Tính đạo hàm của hàm số y = (X + X +1) . 

A. y' = (x 2 +x+lj^ lnV2 

B. y' = 4i(x 2 +x+íf ~' 

c. y^^+x+iy^ln^+x+l) 

D. y' = 4ĩ(2x+ì)(x ĩ +x+ìf~' 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hạ Long tân 1) 


II, Dạng 2: Các phép biến đổi mũ, logarit 
Câu 1: Biết log 27 5 = a, log 8 7 = b, log 2 3=c thì log 12 35 
tính theo a, b, c bằng: 

A 3(b+ac) 3b+2ac 

c+2 ' c+1 

c 3b+2ac D 3 (b+ac) 

c+2 ' ' c+1 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Quang Diêu) 
Câu 2: Vói các số thực dương a,b bất kì. Mệnh đề nào 
dưới đây đúng? 

A.ln(flb) = lna + lnfc. B. ln(flb) = lna.lnb. 

c. = D. ln^ = lnb-lnữ. 

b ìnb b 

(Trích đê minh họa tân 2 BGD&ĐT) 
Câu 3: Với các số thực dương a,b bất kì. Mệnh đề nào 
dưới đây đúng? 


A. log 2 

[*] 

Ị = l + 31og 2 ữ-log 2 b. 

B. log 2 | 

?) 

= l + -log 2 fl-log 2 b. 

c. log 2 | 

:?) 

= l + 31og 2 ữ+log 2 b. 

D. log 2 

ìĩ 

1 = 1+1 log 2 a +log 2 b. 


(Trích đê minh họa tân 2 BGD&ĐT) 


Câu 4: Cho số thực a thoả mãn 0 < a * 1. Kết quả rút 

gọn của biểu thức A = — x —là : 

A.a B. 1 -a c. 1 + a D.2 a 

(Trích đê thi thử sờ GD&ĐT Thanh Hóa) 

Câu 5: Cho biểu thức p.*£CT,*>0. 

Mệnh đề nào dưới đây đúng? 

A.p = x*. B. p = x“. 

c.p = x™. D.P = x ĩ . 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Quang Diêu) 
Câu 6: Cho log3 = m; ln3 = 7ĩ. Hãy biểu diễn ln30 
theo m và n. 

A. In30 = —+ 1 B. In30 = — +n 

m n 

c. In30 = ^^ D. In30 = — +n 

n m 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo - Ninh Bình) 
Câu 7: Xét các số thực a,b thỏa mãn a >b >1. Tìm giá 

trị nhỏ nhất P mhì của biểu thức P = log 2 + 31og i) Ị^j. 

A - P min= 19 - B. Pj n j n = 13. 

c. P min =14. D. P min =15. 

(Trích đê minh họa tân 2 BGD&ĐT) 
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Câu 8: Cho hai số dương a,b thỏa mãn a 1 +Ỉ7 2 = 7ab. 
Chọn đẳng thức đứng. 

A. log^Ệ = ị(lo ẽ a+lo ẽ b) 

B. logữ+logb = ^log7íỉfe 
c. logfl 2 +logb 2 =log7ab 

D. loga+logfo = ỹlog(a z +& 2 Ị 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu) 
Câu 9: Cho a = log 4 3 ,b = log^ 2. Hãy tính log 60 -v/Ĩ50 


A. log.^*- 1 2 * ỉb+ab 

B. Iog 60 ^ỊíEõ =• 


c. log 60 >/Ĩ5Õ = i. 
D. log 60 VĨ5Õ = 4, 


2 l+4fe + 2flb 
l + fr + 2gfr 
l+4b+4ab' 
ĩ l+b+2ab 


4 l+4b+2ab 
l+b+2ab 


'í+4b+4ab' 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Biên Hòa - ưông Nai) 
Câu 10: Cho a, b dương và g*l . Các khẳng định nào 
sau đây đúng: 

A. log n 3 (a.b) = 3 + 31og n b 

B. log n 3(g.b) = |+|log„Ỉ7 


D. log^3 (ữ.b) = 31og n b 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Lâm Đồng) 
Câu 11: Nếu (0,lgf<(0,lgf và log íl |<log i) ự= thì: 


Ja> 10 

ịb< 1 ' 

Í0<g<10 

\b>l 


|0<g<10 

[0 < b < 1 ' 
jg>10 
■ |0<fe<l' 


(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Quang Diêu) 
Câu 12: Cho a = log 30 3 ,b = log 30 5. 

Biểu diễn log 30 1350 theo a và b. 

A. a+2Ỉ7+l B. 2(« + b) 

c. 2a+b+l D. Kếtquảkhẩc 

(Trích đê thi thử tạp chí Toán học & Tuồi trẻ lãn 5) 
Câu 13: Với các số thực dương X, y bất kì. Mệnh đề 
nào dưới đây đúng? 

log 2 * 
log 2 y' 


A. log 2 


B. log 2 (x + y) = log 2 x + log 2 y. 


c. log 2 Ị^j = 21óg 2 x-log 2 y. 

D. log 2 (xy) = log 2 xlog 2 y. 

(Trích đê thỉ thử THPT chuyên Nguyễn Quang Diêu) 
Câu 14: Tính log 36 24 theo a = log 12 27 là: 

A.#^ B.|±4 

6—2g 6 + 2g 

C. ———■ D.p^r 

6+2 a 6-2 a 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Thanh Hóa) 
Câu 15: Cho số thực a thoả mãn 0<a*l và biểu thức 
[cớ Ị %ỉ có giá trị là : 

A. 16 B. 12 c. 9 D. 3 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Thanh Hóa) 
Câu 16: Nếu a = log 12 3 thì khẳng định nào dưới đây 
là khẳng định đúng? 

. ,_io_3a-l „ ,_ 1 3a+l 

A. log,.18 = ^-— B. log 24 18 = ——— 

624 3+g &24 g-3 

c. log 24 18=ặiỊ D. log 24 18 =~ 

3-a 3—a 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐTNinh Bình) 

Câu 17: Viết biểu thức p = ỷỊxÃỊx [x > o) dưới dạng 

lũy thừa với sổ mũ hữu tỷ. 

A. p = x“ B. p = x™ 

c. p = x 2 D. p = x* 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu ĩân 1) 

.. „ (.*)■*“ _ 

Câu 18: Rút gọn biểu thức: p = A-g-i — [a > o). Kết 

quả là: 

A. 1 B. a 6 c. g 4 D. 4 

a 

(Trích m thi thử THPT Trần Hưng Đạo - Ninh Bình) 
Câu 19: Cho n > 1 là một số nguyên. Giá trị của biểu 

thức -—-—-+-—-—-+...+-—-—- bằng 
log 2 n! log 3 n! log„n! 

A. 0. B. n. c. nì. D. 1. 

(Trích dê thỉ thử tạp chí TH&TT Tân 7) 
Câu 20: Cho các số dương a,b,c,d. 

Biểu thức: S = ln^+ln—+ln4+ln— bằng: 

b c d a 

A. 1 B.0 

c. ln(g&cđ). D. ínỊj + - + ^+-j 

(Trích đê thi thử THPT chuyên ĐHSP - HN) 
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Cân 21: Cho a,b là các số hữu tì thỏa mãn 

log 2 ầ/ 360 = ỉ + íỉ.log 2 3 + b. log 2 5. Túửi a+b. 

A. a+b = 5 B. a+b=0 

c. a + b=4 D. a+b=2 

2 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình lần 2) 
Câu 22: Cho a- log 2 m với m>0 và m* 1 và 
A = log m (8m) . Khi đó mỗi quan hệ giữa A và a là: 

A. A = — B. A = (3 + ữ)a 

a 

c. A=— . D. A=(3-a).a 

a 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Lâm Đồng) 

ịMỉlĩ 

Câu 23: Tính giá trị của biểu thức p = ——. 

A. 2 1 " 24 ®. B. 2". c. 8. D. 2. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Biên Hòa - Đong Nai) 
Câu 24: Cho biểu thức p = 'ịx^x-Ịx : V?, với X > 0. 
Mệnh đề nào dưới đây đúng? 

A . P = x ĩ B. P = x ĩ 

c. p = x* D. p = x 2 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Sơn La) 
Câu 25: Nếu log 8 a + log 4 b 2 = 5 và log 4 íỉ 2 +log 8 fc = 7 
thì giá ữị của ab bằng 

A. 2 9 . B. 2 18 . c. 8. D. 2. 

(Trích đê thi thử tạp chí Ttì&TT ĩân 7) 
Câu 26: Cho P = log m 16m và a = log 2 m với m là số 
dương khác l.Mệnh đề nào dưới đây đúng? 

A. p = 3-a 2 . B. p = —. 

a 

c. p=—. D. P=3+a.'Jã. 

a 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hùng Vương - Gia Lai) 


Câu 27: Tính giá trị của biểu thức: 

p = log n2 (a w b 2 ) + log^ ị~=j + log^ (r 2 ) 

A. p = 2 B. P = 1 c. p=s D. p = v2 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu ĩãn 1) 
Câu 28: Mọi số thực dương a,b. Mệnh đề nào đúng? 

A. log 3 a < log 3 b <=> a > b 

B. log 2 (ữ 2 +b 2 ) = 21og(í! + fc) 
c. log n2+1 fl>log a2+1 & 

D. log 2 a 2 =|log 2 íỉ 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo - Ninh Bình) 
Câu 29: Cho số thực a thỏa mãn íỉ 2 - 5a + 6 < 0. Khẳng 
định nào dưới đây là khẳng định đúng? 

A. a 3S >c? S B. a 2S >a' m 

c. ỷfă*=-aĩlã D. yfã* =-a 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Ninh Bình) 
Câu 30: Tính giá trị của biểu thức: 

T=log 4 (2- 2016 .2 16 .^). 

-3999 

A- T = _?zzz. B. T = -2016 

4 

c . T= — D. Tkhông xác định 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình lãn 2) 
Câu 31: Cho log 9 X = log 12 y = log 16 [x +1/). Giá trị của tì 

số - là: 

y 

A. 3 -Ạ. B. ĩiậ-. 

2 2 

c D -Ị-Vs 

2 2 

(Trích đê thi thử tạp chí TH&TT ĩẵn 7) 
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Chủ dề 2: Hàm sô lũy thừa, hàm sô mũ - hàm số logarit 

Dạng 3: Giải phương trinh và bất phương trình mũ, logarit. 


Câu 1: Cho biểu thức P = ỹxạ/x 2 V?, với X * 0. 
Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. p = xi B.P = :Ẫ 

c.p = xi ' D. p = ề' 

(Trích đê minh họa ĩân 2 BGD&ĐT) 
Câu 2: Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số thực 
m để phương trình 6*+(3-x)2*-;?ỉ = 0 có nghiệm 
thuộc khoảng (ũ;l). 


, 4 

A. m tùy ý. B. m*-ị. 



(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Quang Diêu) 
Câu 9: Um tất cả các giá trị của tham số thực m để 
phương hình sau có đúng 3 nghiệm thực phân biệt 
9** - 2.3 i2+1 + 3m -1=0. 

A. m = ^. B. 2<m<^. 

3 3 

c. m = 2. D. m< 2. 


A. [3;4]. ( B. [2;4]. c. (4;10). D, (3;4). 
Câu 3: Giải phương trình: 3* -8.3 5 +15 = 0 

• A. p = 

|_x = log 3 25 ’ 

ch? 0R . 

[x = log 3 25 

(Trích đê thi thử THPTNgô Gia Tự - Vĩnh Phúc) 
Câu 4: Cho hàm số /(x) = log 3 (x 2 -2x). Tập nghiệm 
s của phương trình /"(x) = 0 là: 

A. s = 0 B. S=Ịl±V2Ị 

c. S = {0;2} D. s = {l} 

(Trích đẽ thi thử THPT Trần Hưng Đạo - Ninh Bình) 
Câu 5: Phương trinh 

2log 9 X + log 3 (lo - x) = log 2 9.log 3 2 co' hai nghiệm. 
Tích cu’a hai nghiêm đo'băng 

A. 10 . B. 4. c. 9 . D. 3 . 

(Trích đê thi thử THPTNgô Gia Tự - Vĩnh Phúc) 
Câu 6: Tập nghiệm của bất phương trình 

ỊV5-2p<(>/5+2Ị X là: 

A. (-oo;-l]u[0;l]. B. [-1;0]. 

c. (-oo;-l)u[0;+oo). D. [-l;0]u(l;+oo). 


(Trích đê thi thử THPT chuyên Biên Hòa - Đồng Nai) 
Câu 7: Phương trình ị3+yỊE^ +Ị3-VõỊ = 3.2* có 
nghiệm là: 



(Trích đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo - Ninh Bình) 
Câu 8: Txm tất cả các giá trị thực của tham số m để.bất 
phương trình 9* -2(m + l).3*-3-2jn>0 nghiệm 
đúng với mọi xe 



(Trích đê thỉ thử THPT chuyên Biên Hòa - Đồng Nai) 
Câu 10: Bất phương trình: 
31og 3 (x-l)+log^j(2x-l)<3 có tập nghiệm là: 

A.(l;2] B.[l;2] c. [-|;z] D- 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo - Ninh Bình) 
Câu 11: Tổng bình phương các nghiệm của phương 

trình 5 3x_z =^j bằng: 


A. 0. B. 5. c. 2. D. 3. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Quang Diêu) 
Câu 12: Tìm tập nghiệm s của bất phương trình 
log 1 (x+l)<logj(2x-l). 

A. S = (2;+oo). B. S = (-oo;2). 

CS -(H D - s=( -w)- 

(Trích đê minh họa Un 2 BGD&ĐT) 
Câu 13: Tim tổng tất cả các nghiệm của phương trình 
3 2+I +3 2_x =30. 


A. 3 B. Ị? c. 0 D. ị 

3 3 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu Un 1) 


Câu 14: Nghiệm của bất phương trình 




là: 


A. X < -1 B.0<x<2 c.x>2 D.xắO 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Thanh Hóa) 


Câu 15: Phương trình 9 1 -3.3* + 2 = 0 có hai nghiệm 
là Xj, x 2 với Xj < x 2 . Giá trị của A = 2Xj +3x 2 là 


A. 0 B. 41og 3 2 c. 31og 3 2 D. 2 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Thanh Hóa) 
Câu 16: Phương trihh 5 2 * +1 -13.5*+6 = 0 co' hai 
nghiêm la' Xj , x 2 , khi đo', tong Xj + x 2 băhg: 


A. l-log 5 6. B. -2 + log 5 6. 

c. 2-log s 6. D. -l+log s 6. 


(Trích đê thi thử THPT Ngô Gia Tự - Vĩnh Phúc) 
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Câu 17: Bất phưcmg trình max jlog 3 X, logj x|<3 có 
tập nghiệm là 

A. (-oo;27). B. (8;27). 

c * (s ;27 ]‘ D ' ( 27;+00 )- 

(Trích đê thi thử tạp chí TH&TT tân 7 ) 
Câu 18: Tìm tập nghiệm của bất phưcmg trình 
log 2 (x-3) + log 2 xă:2. 

A.(3;+co)- B.(-co;-l]u[4 ;+ oo)- 

c. [4;+oo). D.(3;4]: 

(Trích đê thi thử THPT Ngô Gia Tự - Vĩnh Phúc) 
Câu 19: Phương trình (2 x +l)+log 3 (4 x +5) = l có 

tập nghiệm là tập nào sau đây? 

a -M b -{ 3 -ẹ} c.Ịỉ;sj D.{0;1} 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu tân 1) 
Câu 20: Tìm các giá ửị thực của tham số m đê’ phương 
trình 16 x+1 + 4 X_1 -5m = 0 có nghiệm duy nhất. 

A. m = 0 B. m<0 

c. m > 0 D. Không có giá trị nào của m 

(Trích đẽ thi thử sở GD&ĐT Phú Thọ) 
Câu 21: Phương hình: log 2 x.log 4 xlog 6 X 
= log 2 xlog 4 X+log 2 x.log 6 X+log 4 x.log 6 X có tập 
nghiệm là: 

A. {l}. B. {2;4;6}. C. {l;12}. D. {l; 48}. 

.(Trích đê thi thử tạp chí TH&TT tân 7) 
Câu 22: Giải phương trình: 

X ĩ .5 x ~ 1 -(3 X -3.5 X - I )x+2.5 X - 1 -3 X =0. 

A. x=ĩ,x=2 B. X=0,X=1 

C. x = ±ĩ D. x = ±2 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo.-Ninh Bình) 
Câu 23: Tìm tất cả các giá trị của m để phương ữình 
log 5 (25 x - log 5 mj = X có nghiệm duy nhất. 

A. m = -i B. m = l 

€ 

' m> 1 

c. 1 D. m>l 

m= fs 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu tân 1) 
Câu 24: Tìm tập nghiệm s của bất phương trình: 
log 1 (2x-3)>log ỉ (x + l). 


A.S = (4; + co) B - S= (f ;4 ) 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Sam La) 
Câu 25: Cho hàm số fịx) = 2 X ~ 1 .5* 2 ~ 3 . Khẳng định nào 
sau đây là khẳng định đúng? 

A. /(x)<10o(x-l)ln2 + (x 2 -3)ln5<ln2 + ln5 

B. f[x)< 10 <=>(%- l)log 2+ ịx 2 - 3) log 5 < log 2+log 5 

C. /(x) < 10 X -1+(x: 2 - 3)log 2 5 < 1 + log 2 5 

D. /(*) < 10 o (x -l)log 5 2 + (x 2 - 3)log 2 5 < log 2 5 +1 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hạ Long tân Ị) 
Câu 26: Giải phương trình 3*.2** =1. Lời giải sau đây 
sai bắt đầu tù' bước nào? 

Bước 1: Biến đổi 3L2 1 * = 1 <s> 3 X (2 X Ỵ = 1 
Bước 2: Biến đổi 3 X .(2 X j’=l«(3.2 X Ỵ = 1 
Bước 3: Biến đổi (3.2 1 ) 1 =lo(3.2 l )‘ =(3.2 X )° 

Bước 4: Biến đổi (3.2* Ỵ. =(3.2 X Ị° <=> X =0 
Bước 5: Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm 
duy nhất X = 0 

A. Bước 2 B. Bước 3 

c. Cả 5 bước đều đúng D. Bưóc 4 

(Trích đê thi thử tạp chí Toán học & Tuổi trẻ lãn 5) 
Câu 27: lìm tất cả các giá trị thực của tham số m để 
bất phương hình sau có nghiệm: 

(Wĩ+Vx+12) < m. log 5 ^ 3. 

A. m>2S B. fflầ 2S 

c.m> 121og 3 5 D. 2 n/ 3 <m < 121og 3 5 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình lần 2) 
Câu 28: Tập nghiệm của phương trình: 

log 2 (x 2 -1) = log 2 2x là 

A. Ịỉ^Ị B. {2,4}. 

c. ịl-y/ĩ-A+slĩ.} D. Ịi + n/ĨỊ 

(Trích đê thi thử THPT chuyên ĐHSP - HN) 
Câu 29: Gọi là tập nghiệm của bất phương trình: 

ịx 2 +2x+iy +1 <1. Hỏi khẳng định nào sau đây là 
khẳng định đúng? 

A. (-2;-l)cQ B. [ũ;l]czC 

c. [-2;3] cfi D. [0;+oo) c n 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Phú Thọ) 
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Chủ đề 2: Hàm sô lũy thừa, hàm sô mũ - hàm số logarit 
Câu 30: Tìm số nghiệm của phương trinh: 

log^x.log 3 x.log 9 x=8. 

A. 2 B. 0 c. 1 D. 3 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình lân 2) 
Câu 3Ị: Tập nghiệm của bất phương trình: 

(2^-l).lnx 2 <0 là 
A. (-2;-l)u(l;2) B. {l;2} 

c. (l;2) D. [l;2] 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Đại học Sư Phạm - HN) 
Câu 32: Số nghiệm thực phân biệt của phương trình 

2 " +2** =4 là 

A. 1 B. 2 C.3 D. 0 

(Trích đẽ thi thử THPT chuyên ĐHSP-HN) 

Câu 33: Phương trình 3*.5 1 =15 có một nghiệm 
dạng X = -log„ b vói a, b là các số nguyên dương thuộc 
khoảng (l; 8). Khi đó a+2b bằng: 

A. 5 B. 8 c. 3 D. 13 

(Trích đê thi thử.sở GD&ĐT Thanh Hóa) 
Câu 34: Gọi Xj,x 2 là hai nghiệm của phương trình 
log 2 x-31og 2 x+2 = 0. Giắ trị biểu thức p = x\+x\ 
bằng bao nhiêu? 

A. 20 B. 5 c. 36 D. 25 

(Trích đê thỉ thử THPT chuyên Phan Bội Châu ĩân 1) 
Câu 35: Cho hàm số y = logj ịx 2 -2x). Tập nghiệm 

của bất phương trình y' > 0 là: 

A.'(-oo;l) B. (-oo;0) c. (l;+oo) D. (2;+oo) 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu lãn 2) 


The best or nothing 
Câu 36: Tìm tích tất cả các nghiệm của phương trình 

43 iog(i00^) +9 4 iog(wd =13 gMagx 


A. 100 B. 10 c. 1 D. 

10 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu ĩân 1) 
x.ỉog x 3.1og 7 x+l 


Câu 37: Cho log M0 63 = 


log^ 3.1og 3 5.1og 7 x +xlog 7 X +1 


A. x = 2 B. x = 4 c. x = 3 D. x = 5 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Lâm Đồng) 
Câu 38: Tìm tập nghiệm s của phương trình 
log 2 (x 2 -4x+3) = log 2 (4x-4) 

A. s = {l;7}. B. s = {7}. 

c. s = {l}. D. s = {3;7}. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hùng Vương - Gia Lai) 
Câu 39: Số nghiệm thực của phương hình 
log(x-l) 2 =2 là 


A. 2. B. 1. 

c. 0. D. một số khác. 

(Trích đê thi thử tạp chí TH&TT Un 7) 
Câu 40: Tim tất cả các giá trị của m để phương trình 

ịỵ~ 3-7ÌỊ +m(7+3-^5] =2* 2-1 có đúng hai nghiệm 
phân biệt. 


A. m< 


16 

c --ì <m *ầ 


_Ị_ 

16 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu ĩân 1) 
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Hưổrìg dẫn giải chi tiết 

Dạng 1: Các dạng toán tìm tập xác định, các bài toán đồ thị, và tính chất của các hàm logarit. 
1. í- n Nếu Q<a<l;a x ' <a H ->x 1 >x 2 =>(<z-l)(x,-x 2 )<0 

Nếu a>V,a x ' <a Xl =>X, <x 2 
(«-l)(x 1 -x 2 )<0. 

Câu 10: Đáp án A. 

, /, , „ , ,Y __ (* 2 +*+l) 2x + l 

log s (x 2 +X + l) =y-x- —1—- - ——— 

v ' (x 2 +x+ljln5 (x +x + ljln5 

Câu 11: Đáp án B. 

Nhìn vào đồ thị y = a x nghịch biến ta suy ra 0 < a < 1. 
y = ¥;y = c x đồng biến suy ra b;c> 1. 

Vói x>0;b* >c* =>b>c=>a<c<b. 

Câu 12: Đáp án c 

y 1 = x'In|x|+x(ln|x|) = ln|x| + X.- = 1+ln|x| 

Câu 13: Đáp án c. 

Ta có ghi nhớ sau: 

Tập xác định của hàm SỐ lũy thừa y = x“ tùythụộc 
vào giá ữị của a. Cụ thể, 

Với a nguyên dương, tập xác định là "ì.; 

Với a nguyên âm hoặc bằng 0, tập xác định là 
x.\{0}; 

Với a không nguyên, tập xác định là (0;+oo). 
Vậy ở đây: 

2x-1> 0. o X > ị => D = fị;+ooì. 


Câu 1: Đáp án D. 

Điều kiện 
x-1 > 0 

• X + 1>0 , v - 

ln(x-l) + ln(x + l)>0 -1 )“° 

Câu 2: Đáp án D. 

y'.= (x 2 +l)'.e 1+1 +(x 2 +l).(e I+1 )' 

= 2x.e I+1 +(x 2 +l) ,e I+1 = (x+ 1) 2 .e I+1 
y ( 'u,3) =(lxi3+l) 2 .e ,n3+1 =(ln3+l) 2 .e ln3c = 3e.(ln3 + lỹ 
Câu 3: Đáp án A. 

ĩỹỊl 1 

1+yỊx+ĩ 1+Jx+Ĩ 2y[x+ĩịl +>/x+ĩj 
1: Đáp án D. 
f (x + 3) 3 - ị/5^ 


e [-3;5]. 


j X > 1 

ìx-l<x 


Câu 4: Đáp án D. 
y = Ậx+3) 3 -ị/5^ 

Suy ra điều kiện: |g + 3 > Q ° 

Câu 5: Đáp án D. 

Asai 

B sai do log 0 02 (x-l) > log 0ũ2 


c sai do a = 2 > 1 nên đồ thị hàm số luôn nằm bên phải 
trục tung. 

D đúng do khi a > 1 thì lim log„ X = -00 

x->0 + 

lim log 0 x = +oo 
Câu 6: Đáp án D. 

Điều kiện: 3-2* +1 -4* >0. 

o (2* ) 2 + 2.2" - 3 < 0 <=> (2 1 -1)(2* + 3) < 0 

o2'ắl. 

=> D = (+oo;ũJ 
Câu 7: Đáp án B. 

Điều kiện: X 2 -4 >0 <=>x 2 >4 «>xe(-oo;-2)u(2;+oo). 
Câu 8: Đáp án A. 

(,+!)>-(*+Ị)(9-)' 

M' 

^-(x+^^lng l-(x+l)ln9 l-2(x+l)ln3 

- ( yỷ - V - V 

Câu 9: Đáp án A. 


Câu 14: Đáp án B. 

A sai do log a b a = alog n b 


c sai do a là một số thực bất kì, vậy nếu a = 0 thì 
a a = 1. Lúc này log n „ b sẽ không tồn tại. 

D sai tương tự c, đồng thời sai cả công thức. 

Câu 15: Đáp án c. 

. *+3 


e (-3;2) 


=>D = (-3;2). 

Câu 16: Đáp án A. 

y = ln(2x-x 2 )^y' = 

Câu 17: Đáp án B. 

Vì y =7——T—T 
(x 2 +l).ln2 

không thể đồng biến trên lỉ 


_ 2-2x 
2x-x 2 


đối dấu qua X = 0 nên hàm số 
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Chủ dề 2: Hàm số’ lũy thừa, hàm số mũ - hàm sô' ỉogarit 
Câu 18: Đáp án D. 

Từ ghi nhớ mà tôi vừa nhắc ở câu 13 ta thấy — không 

phải số nguyên nên ta chọn D. 

Câu 19: Đáp án c. 

Liên hệ với phần lí thuyết ở đầu chủ đề, ta nhắc lại kiến 
thức bằng đồ thị sau: 



Từ đây so sánh vói đề bài thi ta chọn c. số c 
Câu 20: Đáp án D. 

Ta có (7 X )' = 7 x .ln7 
Câu 21: Đáp án A. 

Hàm số đồng biến trên (-oo; oo) nên ta chọn A. Xem lại 
lý thuyết yề hàm số mũ. 

Câu 22: Đáp án B. 

Với phương án A: Đây là phưcmg án đúng bởi: 
2016L2016L2016 2 = 2016 x+y+x . Do X, y,z có tổng không 
đổi nên 2016 x+y+z không đổi. 

Với phương án B: Nếu đặt y = xr thì z = xr 2 (vói r* 0). 
Khi đó 

Với r>0 thi logy = logxr = logx+logr 
log z = log XX 1 = log x+2 log r thỏa mãn là cấp số cộng, 
tuy nhiên vói r < 0 thì không thỏa mãn, bởi khi đó log 
không tồn tại. Vậy B sai. Chọn B. 

Sai lầm: Nhiều độc giả không xét trường hợp r < 0 nên 
cho rằng B đúng. 

Câu 23: Đáp án D. 

Ta có: 

Nếu chỉ có điều kiện (x-l)(x-2) > 0 thì không đủ 
bởi khi đó sẽ có TH (x-l) và (x-2) cùng nhỏ hon 0. 
Do đó ln(x-l) và ln(x-2) không tồn tại. 

Câu 24: Đáp án c. 

Hàm số đã cho xác định Vx e R. 


.oK' 

Ịm -7m + 10<0 [2<m<5 

<=> 2 < JÍZ < 5. 

Câu 25: Đáp án c. 

Câu 26: Đáp án A. 

Điều kiện: 

-X 2 -x+2 >0o (x-l)(x+2) < 0 
o -2 < X < 1 => D = (-2;l) 

Câu 27: Đáp án B. 

Ở đây ta có thể chọn luôn B bởi điều kiện để logarit 
tồn tại là xy> 0, tức x,y cùng dấu. Mà điều kiện để 
tách log 2 xy =log 2 x+log 2 y là x,y > 0. Do vậy B 
không đủ điều kiện để suy ra. 

Vói các phưong án còn lại: 

Với A: Do VP là hàm mũ luôn lớn hơn 0, do đó ta có 
thể lấy logarit cơ số 2 của hai vể và suy ra được 
pt ó log 2 x = 10 -log 2 y o log 2 x +log 2 y = 10 
Với C: Thì 

o 3(log 2 x+ log 2 ỳ) = 30 o log 2 X +log 2 y = 10 . 

D tương tự A. 

Câu 28: Đáp án c. 

ĐỒ thị đã cho có X > 0. 

Suy ra loại A và B 

Hàm số đồng biến trên (ũ;+oo) nên chọn c. 

Vì hàm số y = log 05 x nghịch biến hên (0;+oo) 

Câu 29: Đáp án A. 

Từ phần lý thuyết được nhắc lại ở câu 19, ta chọn A. 
Câu 30: Đáp án B 

Câu 31: Đáp án D. 

Diều kiện: e x -e 10 > 0 <=> e x > e 10 «• X > 10. 

Suy ra: D = (l0;+co). 

Câu 32: Đáp án A. 

j(3 x ln3+7.X 6 )dx = 3 X + X 7 + c. 

Câu 33: Đáp án B. 

Câu 34: Đáp án D. 

y .-_4_ 2 + 2 

J (x+l)ln3 x-1 

=>y'(2) = ^—--^-+2 = —í—. 

* v ’ 31n3 2-1 31n3 


=>(m-l)x 2 +2(m-3)x+l>0VxeR Câu 35: Đáp án c. 


Ím-1>0 f 

(M>1 



X 2 - 2x - 8 > 0 

|a'<0 °|| 

(»-3 ) 2 -( 

m-l)<0 

Điều kiện: 

lo go,3 (*-l)<0ó- 
[x>l 


X — 1 > 1 
X > 1 
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x>2=>D = (2;+oo). 

Câu 36: Đáp án A. 

Điềụ kiện: 

x z -5x+6>0o(x-2){x-3)>0 
<=> X 6 (-oo;2)u(3;+co). 

Câu 37: Đáp án A 
(e 5 - 1 ) =e Sx (5x) =5.e Sx . 

Dạng 2: Các phép biến đổi mũ, logarit. 

Câu 1: Đáp án A. 

Cách 1: Đối vói dạng toán này, cách nhanh nhất là thử 
từng đáp án. 

Gán log 27 5-+A; log a 7 -» B; log 2 3 -> c. 

Sau đó nhập từng biểu thức của đáp án. 

Cách 2: Ta có log 3 5 = 3 a; log 2 7 = 3b 


Câu 38: Đáp án D. 

Điềukiện: x 2 - 4x + 3 > 0 =í> D = (-oo;l)u(3;+°o) 
Câu 39: Đáp án D 


y' = ji{ý + x + ìj (x 2 +X + ÌỴ 1 
= y/2(2x + i)[x 2 +x + ìf~ 1 . 


In30 = ln(3.10) = ln3+lnl0 = n+^. 
Câu 7: Đáp án D. 

Trước tiên ta đi rút gọn biểu thức P: 
P = Í21og 0 aì -1- 3 log^ « — 3 log b h 


Dg 12 35 = log 3 23 5.7 =- 


Câu 2: Đáp án A. 
Câu 3: Đáp án A. 


= l + 31og 2 íỉ-log 2 i 
Câu 4: Đáp án c. 


Cách 2: thử giá trị a = 2 bẩm máy ta được: 



Ta thấy 3 = 2 + 1. Chọn c. 

Câu 5: Đáp án c. 

Nhập vào máy tính log r ịxìjx.ịỊxJx 

Ấn " =" thì màn hình cho kết quả Y 
Câu 6: Đáp án D. 

Cách 1: Tương tự cách thử của câu 1 
Cách 2: log 3 = m => log 3 10 = — 


= (ì^j ^í 10 *- 1 ) 

Đặt log„Í7 = f(í>0),khiđó: 

P = / W = (Ẫ) +3(f-l) CÓ 

8t.{t-if-2.{t-ì)M 2 -8t + 3(í-l) 3 

u M ) 3 

/•(t) = 0ot = 3.Khiđó p min =/(3) = 15. 

Câu 8: Đáp án A. 

a 2 +b 2 =7ab <^{a+tíf = =ab 

» log = log ab <=> log j = ị (log a +log b) 

Câu 9: Đáp án B. 

Cách 1: Tương tự cách thử của câu 1. 

Cách 2: log 4 3 = ữ => log 2 3 = 2 a 

lo g25 2 = 6^1og 2 25 = ỉ^log 2 5 = ^ 

log„VĨ5Õ = t.log„150.|.ỉ^ 

1 log 2 (25.3.2) ^ 1 log 2 25 + log 2 3 + 1 
= 2' log 2 (3.5.2 2 ) ” 2' log 2 5+2+log 2 3 
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The best or nothing 


1 , 


1 2+4ab+2b 


4 + 2& + 2«b 

2 

1 + 2 ab+b 


. 2 l+4b + 4ab l+4ab+4b 

Câu 10: Đáp án B. 

log fl3 (a.b) = |.log„ (a.b) = |.(log„fl.log, b) = l+ịlog ạ b 
Câu 11: Đáp án c. 

(0,1«)^ <(0,1«)^ =>0<0,la<l<»0<«<10 
2 1 

Ịog ( ,^<log ( ,-^r=>ỉ;>l 
Câu 12: Đáp án c. 

Cách 1: Tương tự cách thử của câu 1. 

Cách 2: 

log 3ũ (l350) = log 3ũ (3 2 .30.5) 

= 21og 3ũ 3 + log 30 30+log 30 5 = 2a + b+l 
Câu 13: Đáp án c. 

Câu 14: Đáp án c. 

log 12 27 = « 31og ]2 3 = « 

olog 3 12 = -olog 3 (3.2 2 ) = - 

o 21og 3 2 + 1 = - o log 3 2 = H - -lì 

a 2\a ) 

w 24 = lo g 3 24 = log 3 12+log 3 2 
36 log 3 36 log 3 12 + log 3 3 
3+lf3_iì 9 1 

« 2U J 2 ~2 9-g 

3 ' 3 . 6+2« 


Câu 18: Đáp án D. 

Sử dụng máy tính:' log x 

1 


Câu 19: Đáp án D. 
r 1 11 
log 2 n! log 3 n! log n n! 

= log nl 2 + log nI 3 +...+log nl n 

= log ;il (2.3. n) = log nl n\ = 1 

Câu 20: Đáp. án B. 

„ ,«., b , c , â 
S = ln4+ln- + ln4 + ln- 
b c a a 

Câu 21: Đáp án c. 
log 2 V36Õ = |.log 2 (2 3 .3 2 .5) 


2 .3. log 2 2 + 2 .2. log 2 3 + 2 ■ log 3 5 


=>« = 4 ; & = 4 =>«+& = 4 

3 6 2 

Câu 22: Đáp án A. 

A = log m (8 m) = log m 8+log m : 

3 


= 3,log m 2+l = 


log 2 m 


Câu 15: Đáp án c. 

Nhập vào máy tính: (x 4 ) 106 * 23 

Chọn giá trị X bất kì, máy tính đều cho kết quả là 9. 
Câu 16: Đáp án c. 


Câu 17: Đáp án B. 

iogị&ayị. 


Câu 23: Đáp án c 
Sử dụng máy tính 
Câu 24: Đáp án A. 

log, 

Câu 25: Đáp án A. 



log 8 «+log 4 b 2 =5<=> “log 2 ‘« - 

J 1E lo g 3 18 lo g 3 12 + 10g 3 3-log 3 2 

log 4 « 2 +log 8 b = 7 <=> log 2 «+- 

§24 log 3 24 log 3 12+log 3 2 

flog, fl = 6 í« = 64 

- + I-Í-- 1 U ± + Ề 

°|log 2 b = 3 ịb = 8 

a u J 2 2 a 2 1 + 3« 

=> «b = 512 = 2 9 


~.log 2 b = 7 


Câu 26: Đáp án B. 

log m 16m=log 16+1 = 4 log m 2+1 

oP = t,l = —. 
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Câu 27: Đáp án B. 

p = log n2 (a w b 2 )+ log^ j+log^ (b - 2 ) 

= l0 g„( fl5& ) + 1 °ga [^] -6 

= log„(ữ 7 )-6 = 7-6.= l 
Câu 28: Đáp án A. 

Câu 29: Đáp án A. 

ữ 2 -5a + 6<0(íỉ-2)(fl-3)<0 

2 < « < 3. 

3S>2S =>a 3 ' ã >a ỉS . 

Câu 30: Đáp án A. 

log 4 (2- 2016 .2 16 .^) = log 4 2 5 


= log 4 2~ 3 ” 9 J 


log 2 : 


-3999 

4 


Câu 31: Đáp án c. 

Đặt log 9 X = log 12 y = log 16 (x +1/) = í. 


Suy ra: 9* = x;12' = y;16' =x+y. 

<=> 16' = 12' + 9 f <=> (ỆI 41 -1 = 0 
u 4J ị y4 J 

Hií-=¥- 

Có — = = í4Ì - Mà x>0;y>0=> —>0. 

y 12' y y 

X S-l 

^y 2 


Dạng 3: Giải phương trình và bất phương trình mụ, logarií. 


Câu 1: Đáp án B. 

Cách 1: Ta có: 

p = sịx.^ĩ.^x 3 = iỊx.ì/x 2 .X* = ìịx.ĩỊx* = \Ịx* .X = X 24 . 
Cách 2: Nhập máy tính: log x ịìịx.ịỊx 2 .-^?'^ 

13 M 

Màn hình cho kết quả là ~ => p = X 24 . 

Câu 2: Đáp án c 
Phương trình đã cho 

Đặt f(x)=6*+(3-x).2* 

Xét f(x) hên (0;l): 

f(x) = 6Mn6-2* +(3-x).2Mn2 
= 2 x [3 I .ln6-l+(3-x).ln2]>0 Vxe(0;l) 

=> /(x) đồng biến trên (0;l) 

=>/(0 </W</M 
«•/(<>) <>»</( 1) 
o4<m<10 =>me(4;lũ) 

Câu 3: Đáp án c. 

Phương trình đã cho -8.^/ỹ'+15 = 0 

JVF-3J x = 2 

= 5^l x = ỉo ẽ 3 25 

Câu 4: Đáp án A. 

/(x) = log 3 (x 2 -2x) 


f( x ) = Ấ1 —- — 2x2 - 

v ’ (x 2 -2x).ln3 (x 2 -2x).ln3 

Đến đây để giải quyết bài toán nhanh, nhập màn hình 
máy tính biểu thức: 

ẠÍ 2 *~ 2 -1 I 

dxựx 2 -2x)xln3 jịx = A 

Bấm tiếp CALC. Màn hình hỏi X? => Ấn = 

A? => Nhập 0 

Nhận được kết quả * 0 => 0 không là nghiệm của 
phương trình /"(x) = 0. 

Tương tự thử các đáp án B, c, D đều không thỏa mãn. 
Câu 5: Đáp án c. 

Điều kiện: xe(0;10) 

2 log 9 X + log 3 (10 - x) = log 2 9. log 3 2 
<=> log 3 X +log 3 (10 - x) = 2 
<=>x(x-10) = 3 2 
<»x 2 -10x+9 = 0 



Vậy tích của hai nghiệm là 9. 

Câu 6: Đáp án D. 

Điều kiện: X* 1 

Ụẽ-2^ + 

Với X = 0 thỏa mãn 

Với X * 0 thì bất phương trình tương đương với: 
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—-—— < Ị*j5+2Ỵ 

Phương trình có 3 nghiệm thực phân biệt khi có 2 

(^r 

nghiệm thực phân biệt fj = 1 và f 2 > 1. 


Khi í = l=>l-6+3m-l=0om = 2 

<=> ịyỊE+> 1 

fí = 1 

. Thửlại: í 2 -6t + 5 = 0<=> (thỏamãn) 

2x ^x z +x 

[f = 5 

C^> X H-^ u <=>-Ư 

x-l x-1 

Vậy m = 2. 

Lập bảng xét dấu, ta suy ra X e [-1; 0)u(l; +00 ). 

Câu 10: Đáp án A. 

Kết hợp với hường hợp X = 0 thì ta có 

Điều kiẹn: X > 1 

xs[-l;0]u(l;+oo). 

Phương hình <=> 31og 3 (x-l) + 31og 3 (2x-l) < 3 

Câu 7: Đáp án A. 

olog 3 (x-l)(2x-l)<l 

- Bài toán này chúng ta có thể thử trực tiếp các đáp án 

o(x-l)(2x-l)<3 

để tìm ra kết quả. Tuy nhiên nếu người ra đề thay câu 

o2x z -3x-l<0oxe -~;2 

hỏi thì phương án thử không thể áp dụng. Ví dụ như 

L 2 J 

đề bài hỏi tổng bình phương các rtghiệm. 

Kết hợp điều kiện ta có xe (l; 2]. 

- Giải chi tiết: 

Câu 11: Đáp án B. 

, , , (3 +JEỴ (3-yỉSỴ 

/'lV* ỉ _2 1 

Phương trình o = 3 

~ 5 “=( 5 ">' 


m ịhfị, t>0 , aứ ^Ịịifj, 

=>í + 7 = 3<=>f 2 -3f + l = 0 
t 

\,-ỉ±ầ r . 

2 0 x = 1 
3-S . l x = -1 
2 

Câu 8: Đáp án D. 

Đặt í = 3*, f >0 

ycbt ot 2 -2(m + l)f-3-2m>0,Vf>0 
e>m< t : 2t : 3 ,vt>0 om<Ậ(f-3),Ví>0 

9*4.9 9 ' 7 


/W-j( < - 3 )-/'(')-ị>0.«>» 

=> Hàm số đồng biến trên (0,+co) 

Vậy ychí<»m</(í),Vt>0<=>m</(o) = - 
Câu 9: Đáp án C; 

9^-2.3* 2+1 +3m-l=0 


o 5 3 *- 2 


í>x 2 = 3x-2o 


Vậy tổng bình phương các nghiệm là 5. 

Câu 12: Đáp án c. 

Dê nhận thấy điều kiện: x> 2 n ® n đáp ận B và D. 

Thử lại giữa hai đáp án A và c thi đáp án c đúng. 
Câu 13: Đáp án c. 

3 2+I +3 2 "* =30 

<s>3 2 .3 I +|^ = 30-»3*+4- = ^ 

3 X 3 X 3 

o3(3 I ) Z -10.3 I +3 = 0 

3 -*[x=l 
3 L 

Vậy tổng các nghiệm bằng 0. 

Câu 14: Đáp án c. 

Điều kiện: xe(-oo;0]u[2;+oo) 

Bất phương trình o 2 X ~ 1 .2'^~* X > 1 <=> 2 X ~ U '^ X ‘~ ỈX > 1 

<=>x-l+Vx 2 -2x>0 


<=>ị3^J-6.3^+3m-l = 0 . 

Đặt 3 1 * =f>0=>f 2 -6f + 3m-l = 0 (*) 

-Với f = 1=>X = 0 

- Với í < 1 => X 2 < 0 => Phương trình vô nghiệm. 

- Với í > 1 => Phương toình có 2 nghiệm của X đối 
nhau. 


<Wx 2 -2x>1-x 

- Nếu X e[2;+co)=> 1-x < 0 => Bất phương trình 
đúng. 

- Nếu xe(-oo;ũ]=>x z -2x>x 2 -2x + l<=>0>l (vô 
nghiệm). 

Vạy X > 2. 

Câu 15: Đáp án c. 
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9 1 -3.3* + 2 = 0 
<=> (3* Ị 2 - 3.3* +2 = 0 
f x = 0 

[* = lo g3 2 
Câu 16: Đáp án D. 

5 2 " 1 -13.5*+6 = 0 
o 5.Í5*) 2 -13.5*+6 = 0 


A = 2.0 + 3.1og 3 2 = 31og 3 2 


5* =2 

„ 30 


x = log 5 2 

Í3\ 


Vậy tổng hai nghiệm là: log 5 2+log 5 3-1 = log 5 6-1. 
Câu 17: Đáp án c. 

- Nếu X > 1 => log 3 X > logj X 

=> Bất phương trình <=>log 3 X < 3 o X < 27 
=> X s (l;27). 

- Nếu X < 1 => log 3 x<logj X 

=> Bất phưong hình o logj X < 3 <=> X > ^ 

Vậy tập nghiệm của bất phương trình là Ị^;27j. 

Câu 18: Đáp án c. 

Điều kiện: X > 3 
log 2 (x-3)+log 2 x>2 


log 2 (x-3)+log 2 x>2 

<=>log 2 [x(x-3)]>2 


<»x 2 -3xS:4 

ox 2 -3x-4ỉ>0 

=> xe (-00; -1] u [4; +00) 

Kết hợp điều kiện =>xe [4;+00) 

Câu 19: Đáp án D. 

Phương trình <=> -log 3 Í2 X +1)+log 3 (4* +5^ = 1 

«(2-)' + 5.3(2- + l) 
o(2 t ) 2 -3.2 t +2 = 0 

Câu 20: Đáp án c. 

Đặt 4* = í > Ọ 

Phương trình <=> 16f 2 + -£ —5 m = 0 (* ) 

1 nghiệm t > 0 cho một nghiệm X. 


Trường hợp 1:1 nghiệm duy nhất dương 

A = 0<=>ÍỊ| +4.5«ĩ. 16 = 0 <=> m = 

1,4 J 5120 

=>t = ~Ĩ216 < 0 ^ không thỏa mãn 

Trường hợp 2: Xj > 0, x 2 < 0 

=> 16.(-5m) < 0 o m > 0 

Thử lại m = 0 không thỏa mãn =>m> 0 

Câu 21: Đáp án D. 

log 2 x.log 4 x.log 6 X=log 2 x.log 4 x+log 2 x.log 6 x+log 4 x.log 6 X 


2Ì0g 2 6' l0S2X 

log 2 X 

í log 2 X 

v 21og 2 6 

■log 2 x| 

r log 2 x-: 

V 21 


iog 2 X=0 ; X = 1 

^ [log 2 X = log 2 6 + 3 = log 2 48 0 [x = 48 
Câu 22: Đáp án C. 

X 2 .5 x_1 -( 3 " -3.5 x ' 1 )x+2.5 x - 1 -3* = 0 
«>5*' 1 (x 2 +3x + 2)-3*(x + l) = 0 
o5*- 1 (x + l)(x + 2)-3*=0 
«.(x+l)[5 ĩ - 1 (x + 2)-3] = 0 

'x+l = 0ox = -l ( 1 ) 

xa/W=[|]-i±ítrê nS 

/N-dỊ-^D-^ov^ie 

=> /(x) nghịch biến ữên R 

Mà /(1) = 0 => (*) có nghiệm duy nhất X = 1 (2) 

Từ (1) và (2) => X = ±1. 

Câu 23: Đáp án c. 

í m> 0 
Điều kiện: ^ 

[25 -log 5 ?w>0 

Phương trình 0(5*) - log 5 111 = 5 X 

o(5*) 2 -y=log s m(*) 

Đặt 5* =f > 0 => f 2 -f = log 5 m (**) 
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(*) có nghiệm duy nhất 

=>(**) có 1 nghiệm kép í 0 >0 hoặc có 2 nghiệm 

fj > 0, t 2 < 0. 

- Trường hợp 1: 

- Trường hợp 2: íj > 0, í 2 < 0. 

+ Nếu t 2 = 0 => m = 1 => Thử lại thỏa mãn 

+ Nếu f 2 < 0 => íjf 2 < 0— —.> log 5 m > 0 <=> m > 1 

1 . 


Vậy m> 1 hoặc m = 

Câu 24: Đáp án B. 

3 

Điều kiện: x>^ 




Vậy tập nghiệm của bất phương trình là s = 

Câu 25: Đáp án A. 

/(x) < 10 <=> 2 x-1 .5 l2-3 < 10 

oln(2 x - 1 .5 IỈ - 3 Ị<lnlO 
o ln2 1 - 1 +ln5 l2 - 3 <ln2+ln5 
o(x-l)ln2+(x 2 -3)ln5<ln2+ln5 

Câu 26: Đáp án B. 

Sai ở bước 3 vì từ (3.2*) x = Ị<=> Ị 3 ' 2 ^ 1 . 

Câu 27: Đáp án B. 

Điều kiện: xe[0;4] 

BPT o /(x) = log 3 [5-'ịị-xỴịx'Ịx+yỊx+12^ < m 

BPT có nghiệm =>m> min/(x) 

Với 4 > Xj > x 2 > 0 

ịx í yỊx^ + yjx 1 + 12 >x 2 fi~ 2+ Jx 2+ 12 


: 1 +12>x 2 ^x ỉ + yjx 2 
k-X 1 >5-yji-X 2 
=>/(xj)>/(x 2 )=> /(x) đồng biến trên [0;4] 

Vậy điều kiện của m để bất phương trình có nghiệm 
là m>2-^3. 

Câu 28: Đáp án D. 

Điều kiện: X>1 
log 2 (x 2 -l) = log 2 2x 


, r X=1S (ỉ) 

<=>x 2 -l = 2x<=> r- , \ 

[x^l+yỊĨ {tỉm) 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X = l+VỈ. 
Câu 29: Đáp án A. 

Điều kiện: x*-l 

(x 2 +2x+lý* 1 <l 

(*) 

Nếu -1 ắ x+1 :< 1 => (*) luôn đúng. 

Vì a 6 [-1; 1] => ữ" < 1 

=> X 6 [-2; 0] thuộc tập nghiệm của bất phương 
trình. 

Dễ dàng nhận thấy A đúng vi (-2; -l) c [-2; 0]. 
Câu 30: Đáp án c. 

Điều kiện: X > 0 
log^ x.log 3 x.logg X = 8 

<=> 2.1og 3 x.logg xẤlog 3 X = 8 

olog 2 x = 8 
olog~x = 2ox = 9 

Vậy phương trình có 1 nghiệm duy nhất. 

Câu 31: Đáp án A. 

Điều kiện: X * 0 

Í2* 2-4 —lì.lnx 2 <0 


Trường hợp 1: 


Trường hợp 2: 


1>0 Ỉ2 5lM >2 ( 


Inx 2 <0 
X 2 >4 


>**-4 


<1 

=> Ỵô nghiệm. 
K0 _ fx 2 -4<0 


lnx 2 >0 [ X 2 >1 
ol<x 2 <4«x 6 (-2;-l)u(l;2) 

Câu 32: Đáp án 
Câu 33: Đáp án D. 

Điều kiện: Xí*0 

3*.5^ =15 
olnỊV.5^ j = lnl5 
<=>x.ln3+^^.ln5 = ln3 + ln5 

X 

•<=>(x-l)ln3+^^ỉ-lj.ln5 = 0 
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. (x-l).ln5 

*-l)ln3 + -—-= 0 

x-l)^ln3+— j = 0 

*-l = 0 

ln5 . _ 

* = -^ = -log 3 5 


ln5 
~ĩn3 

Vậy fl = 3;fr = 5=>a+2b = 3+10 = 13. 

Câu 34: Đáp án A. 

Điều kiện: X > 0 
log 2 *-31og 2 * + 2 = 0 

[log 2 X = 2 ịx = 4 
Vậy p = 2 2 + 4 2 = 20. 

Câu 35: Đáp án B. 

Điều kiện: X 2 -2x > 0 <=> X 6 (-oo;ũ)u(2;+oo) 
2*-2 

y = ^. f . - 

(x 2 -2x).ìnị 

y'> 0«^;<ũ 
* 2 -2* 

Vì * 2 -2*>0=>2*-2<0 o;c< 1 
Vậy *e(-oo;ũ). 

Câu 36: Đáp án c. 

4 3 IO S (100^) +9 4 lo S (l0x) = 13 6 1H-.0B, 

<I> 4.3 21 ° 8 ( 10 - t ) +9.4 Io8 ( 10 *) = I3.6’° 8 ( lte ) 

0 4_ Ị~ 3 lo s(l 0 .r) J 2 +9 Ị' 2 log(lO,) J 2 = 13 2 log(l0x) 3 log(l0 I ) 

glog(iox) 2 lOg(l 0 x) 


0 4.- 


,log(lOx) 


•glogpox) 


( Q 

Đặt \=-\ =í>0 =>4f + ^ = 13 


4í 2 -13í + 9 = 0 

riog(i0*)=0 

t^°[log(lOx) = 2 


10 * = 1 
10 * = 100 * 


10 

* = 10 


Vậy tích các nghiệm bằng 1. 

Câu 37: Đáp án 

Sử dụng chức năng SHIFT SOLVE C1 
thử chọn các đáp án. 

Câu 38: Đáp án B. 


ì máy tính hoặc 


* 2 -4* + 3>0 

Điều kiện: i ' <=> x>3 

[ 4*-4>0 

Phưcmg trinh <=> X 2 -4* + 3 = 4*-4 
o* 2 -8*+7 = 0 

X-1(0 

-7 (ùm) 

Vậy tập nghiệm của phưong trình là s = { 7 }. 
Câu 39: Đáp án A. 

Điều kiện: x*ĩ 
log(*-l) 2 =2 

<=>(*-l) 2 =10 2 
o(*-ll)(*+9) = 0 


Vậy phương trình đã cho có 2 nghiệm thực. 
Câu 40: Đáp án c. 


Phương trình «■ P.Ị—^p—j +Ị -- -ị 


t ÍZ±Ịbẩf .00 


=>mt+Ị-i = 0omf 2 -ỉfH-l = 0 í*) 

í 2 2 w 

- Nếu f e(0;l)=>* 2 <0=> vô nghiệm. 

-Nếu t = l=>* 2 =0=>* = 0. 

- Nếu Í>1=>* 2 >0=>CÓ2 nghiệm * đối nhau. 
Để 2 phương trình đã cho có 2 nghiệm phân biệt: 
THI: (*) có duy nhất 1 nghiệm > 1. 

+ m = Q=>t = 2=> thỏa mãn. 

+ mí*0;A = 0 = m = ^=>f = 4>l=> thỏa mãn. 
TH2: (*) có 2 nghiệm íj >1, f 2 <1 


'(*,-!)(**-1)<° = 
A > 0 


t 1 t 2 -(t 1 +í 2 ) + l<0 
ị-4m>0 


Vậy - 
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STUDYTĨP: 

Từ định nghĩa nguyên 
hàm ta có được 
(íf(x)dx)'.f(x) 


Chủ đề 3: Nguyên hàm - tích phân và ứng dụng 

Chù đồ 3: Nguyên hàm - tích phân và ứng dụng 

I. igyyên hàm và các tính chất etí bản. 

Kí hiệu K là một khoảng, một đoạn hay một nửa khoảng. 

Định nghĩa 

I I Cho hàm số/xác định trên K. Hàm số F được gọi là nguyên hàm của hàm số/ 
trên K nếu = vơi mọi X thuộc K. 

Định lý 1 

1. Nếu F là một nguyên hàm của/trên K thì vói mỗi hằng số c, hàm 
G(x) = F(x) + c cũng là một nguyên hàm của hàm/ ữên K. 

2. Đảo lại nếu F và G là hai nguyên hàm của hàm số/trên K thì tồn tại hằng số 
c sao cho F(x) = G(x)+C. 

Kí hiệu: ị f(x)àx = F(x) + C . 

Người ta chứng minh đựợc rằng: "Mọi hàm số hên tục trên K đều có nguyên 
hàm trên K." 

Tính chất của nguyên hàm 

Định lý 2 sau đây cho ta một số tính chất cơ bản của nguyên hàm 
Định lý 2 


I 1. Nếụ/, g là hai hàm số liên tục trên K thì 

f[/(*) + í(*)] đ * = J/(*) d * + Jí(*) d * 

J af(x) ảx = aịf(x)ảx với mọi số thực a khác 0. 

2. d(Ịf(x)âx) = f{x)dx 

Bài toán tìm nguyên hàm là bài toán ngược với bài toán tìm đạo hàm. Việc tìm 
nguyên hàm của một hàm sô'thường được đưa vê tìm nguyên hàm của một sô' 
hàm sô'đơn giản hơn. Dưới đây ta có bảng một sô'nguyên hàm: 


ịảx = x + c 

Ị (ox+b) àx = ịax + bỴ + c, a * 0 

J(x + a) a dx = ^ a: + a Ị— + c(ae £,a*-l) 

ị(ax+bỴdx = ~. ^—ịax + bỴ +1 +c, 

(a^-1) 

\^—dx = ìn\x + a\ + C 

J x + a 1 1 

ị-^- = -.ĩn\ax + ỉ,|+c,a*0. 

J ax+b a 1 1 

J e x dx = e x +c 

Ịe ia+b dx=-e ia+b +c,a*0 

J a 

[ ữ x àx = —— ữ x +C,ịa>Q,a*ì) . 

J lna v 1 

f íi^dbc = —-— a ĨX+q +c,(a>0,«5*l) p* 0 

J p.lna v ' 

1 sin xdx = - cos X + c 

Ịsmaxdx = ^^ + c,{a*0) 

Jcosxdx = sinx+C 

J cosaxdx = smax +c,(a * o) 

f —-dx = tanx + c,ị x*- + kn 1 
J cos 2 x 2 J 

f —-àx = -co\.x + C (x*kn) 

J sin X v ’ 
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STUDY TIP: 

Vói phương pháp đổi 
biến ta cần chú ừọng 
công thức mà suy ra tù' 
định lý như sau: 

Nếu u = f(x),khiđó 
du = f'(x)dx 


Công Phá Toán - Lđp 12 _ Ngọc Huyền LB 

IB. Hai phưdngi pháp Cổ bản ểể tìm nguyên hàm. 

a, Phương pháp đổi biến số. 

Định lí 3 

Cho hàm số u - u(x) có đạo hàm liên tục trên K và hàm số y = f{u ) liên tục sao 
cho hàm hợp /[«(*)] xác định trên K. Khi đó nếu F là một nguyên hàm của/ 
|flù|/[„(Ặ'(x)ừ = F[«W] + C 

Ví dụ 1: Um nguyên hàm j(x-1) 10 dx . 

Lời giải 

Theo định lý trên thì ta cần viết về dạng J. 

Mà w' = (x-l)'=l, do vậy 

J(x-l)‘°dx = J(x-l)”(z-l)'dr = J(*-l)"d(*-l)-££ + C. 

Từ ví dụ trên ta có các bước gợi ý để xử lý bài toán tìm nguyên hàm theo 
phương pháp đổi biến 

1. Đặt M = g(x). 

2. Biến đổi X và dx về u và du. 

3. Giải bài toán dưới dạng nguyên hàm hàm hợp I fịu)du , sau đó thay biến X 
vào nguyên hàm tìm được và kiểm tra lại kết quả. 

Ta đến vói ví dụ 2 

Ví dụ 2: Tun Jx 2 (l - x) 7 dx. 

Ở bàá toán này, ta thấy số mũ 7 khá cao mà lại có biểu thức ừong ngoặc phức 
tạp hơn là X 2 . Do vậy ta sẽ đặt (l - x) để đổi biến, dưới đây là lời giải áp 
dụng gợi ý các bước ữên. 

Lời giải 

Đặt M = l-x<=>du = (l-x)'dx<=>d« = -dx 

ta có Jx 2 (l-x) 7 dx = ịịl-ùỷ.u 7 ị-íjdụ=-ịịu 7 -2u B +u 9 'jdu 

= _^ + 2 ỵL_ỵ™_ +c _ (Ị-*) 8 I QzỂ. í 1 -*) 10 IC. 

8 9 10 8 9 10 

b, Phương pháp lấy nguyên hàm từng phần. 

Định lý 4 

I Nếu uvằvỉầ hai hàm số có đạo hàm liên tục trên K thì 
Ịu(x)v'(x)dx.u(l).c(x)-fv(x)u’(x)<lx. 

Công thức trên thường được viết gọn dưới dạng Ịiidv = uv-Ịvảii. 

Nếu nguyên hàm có dạng ịpịxỴq (x) dx thì ta có thể nghĩ đến phương pháp 
nguyên hàm từng phần. Bảng sau gọi ý cách đặt ẩn phụ để tính nguyên hàm 
Ịp(x).q(x)dx: 
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Hàm dưới dấu tích phân 

Cách đăt 

p (x) là đa thức, íj[(x) là hàm lượng giác 

>-pW 

dĩ> = íj(x)dx 

p(x) là đa thức, q(x) = f'ịe z j.e x 

'u = p(x) 
dv = q[x}dx 

p(x) là đa thức, ạ(x) = /(Inx) 

u = q(x) 
dơ = p(x)dx 

p (x) là hàm lượng giác, q{x)=fịe z } 

.«-?(*) 
dơ = p(x)dx 

p (x) là đa thức,<7 (x) = /' (in x)— 

>-rM 

dw = ạ(x)dx 

p(x) là đa thức, í 7 (x) = /'(tt(x)).(«(x)Ị , m(x) là 
các hằm lượng giác (sin X, cos X, tan X, cot x) 

u = p(x) 
du = íj(x)dx 


Ví dụ 3: Thầy Điệp Châu cho bài toán " Tun J sinxcos xdx " thi ba bạn 
Huyền, Lê và Hằng có ba cách giải khác nhau như sau: 


Bạn Huỳên giải bằng phương 

Bạn Lê giải bằng phương pháp lây nguyên 

Bạn Minh Hằng chưa học đêh 

pháp đối biến sô'như sau: 

hàm từng phần như sau: 

hai phương pháp trên nên làm 

"Đặt M = sinx, ta có: 

"Đăt H = cosx,u’=sinx. 

như sau: 

dti = cosxdx 

Ta có «’=-sinx,p=-cosx. 

“ Jsinx.cosxdx 

Vậy Jsinx.cosxdx = |wdM 

Công thức nguyên hàm từng phần cho ta 

= fậ^dx = -^ + C." 

J 2 4 

= ĨỂ- + C = ẺỂ1 + C" 

2 2 

J sin X cos xdx = - cos 2 X - J sin X cos xdx 

Giả sử F là một nguyên hàm của 
sinx.cosx . Theo đẳng thức ữên ta có 

F(x) = -cos 2 x-F(x)+C. 

„ cos 2 x c 

Suy ra F(x) -í 2 2' 

Điều này chứng tỏ - C0 ^ — là một nguyên 
hàm của sinx.cosx. 

Vậy Jsinx.cosxdx = - C °^ —+c." 


STUDY TIP: 

Bài toán củng cố về 
định lý 1 đã nêu ở trên, 
và củng cố các cách giải 
nguyên hàm cơ bản. 


Kết luận nào sau đây là đứng? 

A. Bạn Hằng giải đúng, bạn Lê và Huyền giải sai. 

B. Bạn Lê sai, Huyền và Hằng đúng, 
c. Ba bạn đều giải sai. 

D. Ba bạn đều giải đúng. 

Nhân xét: Sau khi soát kĩ cả ba lời giải, ta thấy ba lời giải trên đều không sai ở 
bước nào cả, tuy nhiên, tại sao đến cuối cùng đáp án lại khác nhau? Ta xem 
giải thích ở lời giải sau: 

Lời giải 
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«1.. ì- ^ ư..n -1.-1._^ sin 2 X cos 2 X , cos2x -V, ,, 

Cá ba đáp số đeu đúng, tức là cá ba hàm số — 2~'~ .2" - ~4 ® 

nguyên hàm của sinx.cosx do chúng chỉ khác nhau về một hằng số. Thật vậy 

sin 2 * ( cos 2 * \ 1 

2^2 J _ 2 ; 


sin 2 * 1 

( cos2*^ 

ị 2sin 2 * + Ịl-2sin 2 x) 

_1 

~~2 1 

V 4 J 

4 

~ 4 


11. SChái niệm và các tính chất cơ bản của tích phân. 

a. Định nghĩa 

Cho hàm số/liên tục trên Kvằa,b là hai số bất kì thuộc K. Tích phân của/từ a 
đến b, kí hiệu là J/(x)dx, là một số xác định bởi công thức sau 

J/(x)dbc = F(&)- F (a) trong đó F là nguyên hàm của/ữên K. 

b. Các tính chất của tích phân. 

Định lý 1 

Giả sử các hàm số /, g liên tục trên K và a, b, c là ba số bất kì thuộc K. Khi đó 
ta có 


K>)\- 




éí 


Hàm săchẵn 


1. ]f{x)dx = 0. 

2. J/(x)d* = -Ị/(*)d*. 

3. J/(x)ck+|/(x)dx = Ị/(x)dx. 

4 - ị[/W+gW]cb: = Ị/(*)d*+Ịg(*)d*. 

5. J kf(x)ảx = fcj /(x)dx,(h ỉ). 

-> Định lý 2 

Cho/là hàm số xác định trên K và a là một điểm cố định thuộc K. Xét hàm số 
G (*) xác định hên K bởi công thức 

G(*)=ị/(<)df. 



II Khi đó G là một nguyên hàm của/. 

Định lý 3 

Tích phân của hàm lẻ và hàm chẵn ữên . 

1. Nếu/ là một hàm số chẵn, khi đó j /(*)ảx = lị /(*) dx. 

* « 

2 . Nếu/ là một hàm số lẻ, khi đó J /(*) dx = 0. 


Hình 3.2 
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Chủ dể 3: Nguyên hàm - tích phân và ứng dụng 

Đọc thêm 

Ta vừa đưa ra 3 tính chất của tích phân theo chưcmg trình chuẩn. Dưới đây là 
các tính chất bổ sung: 

1. jodx = 0 

2. jcdx = c(b-a) 

b 

3. Nếu f(x)> 0, Vxe[ a,fo] thì 

Hê quả 3: Nếu hai hàm số fịx) và liên tục và thỏa mãn 

f(x)<g(x)yke[a,l] thì Ịf(x)dx<Ịg(x)dx. 

b 

Chú ý: Nếu f (x) liên tục và dương trên [a,b] thì J fịx) ảx > 0. 

4. |ị/( X )d JC |<Ị|/(x)d^| / (fl<ỉ;). 

5. Nếu m<f{x)<M,Vxe\a,b\-,m,M là các hằng số thì 

b -Ị b 

mịỳ-aj <J / (x) ch: <M(fc-a) hay ra<^—J/(x)dx<M. 
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sw. Hai phuhhig pháp cỡ bản tính tích phân. 


a. Phương pháp đổi biến số. 
Quy tắc đổi biến số 



V. ứng dụng hình học của tích phân. 

a. Tính diện tích hình phẳng. 



\ y=/w / 

1 Diện tích s của hình phẳng giới hạn bởi đồ thị của hàm số f{x) liên tục, trục 

_ 

hoànli và hai đường thẳng x-ã,x = b được tính theo công thức 

S =ị|/WK 

rx 


chia đoạn [ữ; t>] thành một số đoạn con để trên đó dấu của /(x) không đổi, do 
đó ta có thể bỏ dấu giá trị tuyệt đối trên đoạn đó. 

Diên tích hình phẳng giới han bởi hai đường cong. 

Cho hai hàm số y = f (x) và y = g (x) liên tục trên đoạn [a; . Khi đó diện 

tích s của hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số y = f{x),y—g{x) và hai 


đường thẳng x = a,x = b là 


s =ị|/bHWK 


i 



X 



c CI 

'\ýd\i 


Tưcmg tự như chú ý ở hên thì ở bài toán này ta cũng phải xét đoạn mà dấu 
của f(x)-g{x) không đổi. 

Ví dụ 4: Tính diện tích hình phẳng (hình được tô màu) ở biếu diễn ử hình 3.4. I 
Lời giải 

Nhận thấy trên [«;c] và [d;bj thì /j (x)> / 2 (x) ; trên [c;d] thi /j (x) < f 2 (x) 
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The best or nothing 


Do vậy 

s =ỉ|/i M - Ắ MI=í (/i M -/2 M)^+í (ắ M - /1 MK+ ị (/1 M - /2 M) te 

(Trên đây là cách bỏ dấu giá trị tuyệt đối) 

Ví dụ 5: Cho hình thang cong (h) giới hạn bởi các đường y = e x , y=0, x=0 
và X = ln4. Đường thẳng x=k(0<k< ln4) chia (h) thành hai phần có diện tích 
là Sj và S 2 như hình vẽ bên. 

Tìm k để S 1 = 2 S 2 . 

A. k=ịlnấ B. k=ln2 c .k = lnị D. k=ln3 

3 3 

(Trích đê minh họa môn Toán Un 2-Bộ GD&ĐT) 

Lời giải 

Đáp án D. 

Nhìn vào hình vẽ ta có được các công thức sau: 

ịe x dx=2. Ị e x dx <=> e* = 2.e x 4 oe í -e°=2/ 4 -2e‘ <Ị>3e fc =9 

<=>e k =3‘»Ả:=ln3.- 

Ví dụ 6: Ông An có một mảnh vườn hình elip có độ dài ữục lớn bằng 16m và 
độ dài trục bé bằng 10 m. Ông muốn hồng hoa trên một dải đất rộng 8m và 
nhận trục bé của elip làm trục đối xứng (như hình vẽ). Biết kinh phí để trồng 
hoa là 100.000 đồng/1 m 2 . Hỏi ông An cần bao nhiêu tiền để trồng hoa trên dải 
đất đó ? (Số tiền được làm tròn đến hàng nghìn.) 

A. 7.862.000 đồng. B.7.653.000 đồng, 

c. 7.128.000 đồng. D. 7.826.000 đồng. 

(Trích đê minh họa môn Toán tân 2-Bộ GD&ĐT) 

Lòi giải 

Đáp án B. 

Nhận thấy đây là bài toán áp dụng ứng dụng của tích phân vào tính diện 
tích hình phẳng. Ta có hình vẽ bên: 

Ta thấy, diện tích hình phẳng cần tìm gấp 4 lần diện tích phần gạch chéo, do 
đó ta chi cần đi tìm diện tích phần gạch chéo. 

Ta có phương trình đường elip đã cho là = 1 ■ Xét trên [0;4] nên 

8 5 2 


y > 0 thì y = ~a/8 2 -X 1 . Khi đó S chm = j|V8 z -x 2 dx, vậy diện tích ữồng 


hoa của ông An trên mảnh đất là s = 4.f^V8 2 -x 2 dx ~ 76,5289182 

o 8 _ 

13 Mith Á 

76.5289182 


Khi đó số kinh phí phải trả của ông An là 76,5289182.100000 « 7.653.000 
đồng. 
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Công Phá Toán - Lổp 12 
b. Tính thể tích vật thể. 

Cho H là một vật thể nằm giói hạn giữa hai mặt phẳng x — a và x = b. Gọi 
s (x) là diện tích thiết diện của vật thể bị cắt bởi mặt phẳng vuông góc với trục 
hoành tại điểm có hoành độ X ịa < X < b). Giả sử s (x) là một hàm liên tục. Khi 

đó thê’tích VcủaH là v= js(x)dx (hình3.5) 



Ví dụ 7: Tính thể tích vật thể tạo được khi lấy giao vuông góc hai ống nước 
hình trụ có cùng bán kinh đáy bằng a. (hình 3.6) 

A. v=^- B. V=^Ệ- c. V =^Ệ- D. v = a 3 

3 3 3 

(Trích sách bộ đê tinh túy ôn thi THPT QG môn Toán) 


Lời giải 

Ta sẽ gắn hệ hục tọa độ Oxyz vào vật thể này, tức là ta sẽ đi tính thể tích vật 
thê’ V giới hạn bởi hai mặt trụ: X 2 + y 2 = a 2 và X 2 + z 2 = fl 2 ịa > o). 



Hình vẽ trên mô tả một phần tám thứ nhất của vật thể này, với mỗi X E [ũ; fl], 
thiết diện của vật thể (vuông góc vói trục Ox) tại X là một hình vuông có cạnh 
y = \ja 2 -X 2 ( chính là phần gạch chéo trong hình 3.7). Do đó diện tích thiết 
diện sẽ là: 
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Chủ đề 3: Nguyên hàm - tích phân và úng dụng 


The best or nothing 


Khi đó áp dụng công thức (*) thì thể tích vật thể cần tìm sẽ bằng: 

16 fl 3 


v=8|s(*)dx-s|(<i*-x*)dx 



Ví dụ 8: Tính thể tích của vật thể H biết rằng đáy của H là hình ữòn X 2 +y 2 <1 
và thiết diện cắt bởi mặt phẳng vuông góc với trục hoành luôn là tam giác đều. 


Lời giải 

Giả sử mặt phẳng vuông góc với trục hoành chứa thiết diện là tam giác đều 
ABC tại điểm có hoành độ là X (-1 < X < l) với AB chứa trong mặt phang xOy 
(hình 3.8). 

Ta có AB = 2-s/l - X 2 . Đo đó = = Vãịl-X 2 ). Vậy 

V = Ịs(x)dx = J^(l-x 2 )dx = ( đvtt). 

c. Tính thể tích khối tròn xoay. 

Một hình phẳng quay quanh một trục nào đó tạo nên một khối tròn xoay. 
Định lý 4 

Cho hàm số 3 / = f{x) liên tục, không âm trên đoạn ịa, b~ị . Hình phẳng giới 
hạn bởi đồ thị hàm số y = /(x), ữục hoành và hai đường thẳng x = a,x = b 
quay quanh trục hoành tạo nên một khối tròn xoay. Thếtích V của khối tròn 


I xoay đó là 


= njf(x)dx. 


Ví dụ 9: Thể tích của khối tròn xoay thu được khi quay hình phẳng được giới I 
hạn bởi đường cong t/ = sinx, trục hoành và hai đứờng thẳng x = 0,x = n (hình I 
3.Ì0) quanh trục Ox là 


J (đvtt) 


- (đvtt) 


c.n (đvtt) 


D. n 2 (đytt) 


Lời giải 


Đáp án B. 

Áp dụng công thức ở định lý 4 ta có 


V = tcJ sin 2 xdx = j(l - cos2x)dx = ^x-ỉsin2xj|o = -^. 


Tiếp theo dưới đây là một bài toán thường xuất hiện trong các đê thỉ thử, bài 
toán có thể đưa vê dạng quen thuộc và tính toán rất nhanh 


Ví dụ 10: Tính thể tích khối tròn xoay thu được khi quay hình phẳng được 
giới hạn bởi đường cong y = \Ia 2 -X 2 và trục hoành quanh trục hoành. 


\ Lời giải tổng quát 

• W» - 

/ A x Ta thấy y = yA 2 -X 2 <=> y 2 = A 2 - X 2 <=> X 2 + ý 2 = A 2 

Do Va 2 -X 2 > 0 với mọi X, do vậy đây là phưong trình nửa đường tròn tâm 
o, bán kính R = A nằm phía trên trục Ox. Khi quay quanh trục Ox thi hình 
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phẳng sẽ tạo nên một khối cầu tâm o, bán kính R = A (hình 3.11). Do vậy ta 

có luôn 

Vậy với bài toán dạng này, ta không cần viết công thức tích phân mà kết luận 
luôn theo công thức tính thể tích khối cầu. 

Đọc thêm 

Định lý 5 

Cho hàm số y = / (x) liên tục, không âm trên đoạn [a, bj ịa > o). Hình phẳng 
giới hạn bởi đồ thị hàm số J/ = f{x), trục hoành và hai đường thẳng 
x = ữ,x = b quay quanh trục tung tạo nên một khối tròn xoay. Thể tích V của 

khối tròn xoay đó là 
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Chủ đề 3: Nguyên hàm - tích phân và ứhg dụng 

BỔ sung một số dạng về nguyên hằm - tích phân 

1. Tích phân và nguyên hàm một số hàm lượng giác 
a. Dạng J sin"' x.cos" xảx trong đó 111,11 lầ các số tự nhiên. 

Trường hơp 1: Trong hai số m, n có ít nhất một số lẻ. 


Lũy thừa của cos x là số lẻ, n-2k + lữủ đổi biến 
w = sinx 

Lũy thừa của sinx là số lẻ, m = 2/c +1 thì đổi biến 
u = cos X 

1 sin"' x.cos” xdx = 1 sin'” xỊcos 2 xj cosxdx 
= Jsin"' x(l - sin 2 xỊ .(sinx )'dx 

Jsin"' X. cos" xdx = 1 cos" X (sin 2 xỊ sin xdx 
= -Jcos" x.(l-cos 2 Xj (cosx)'dx 

= Ịu m (l-u 2 ) k du 1 



Ví dụ 1: Um J sin 5 X. cos 2 xdx. 

Lời giải 

Vì lũy thừa của sinx là số lẻ nên ta đổi biến u = cosx =>du = (cos x) dx. 

Isin 5 x.cos 2 xdx = -Ị(l- cos 2 x) .cos 2 x.(cosx)’dx 

= -j(l-u‘f.u>du=j(2u l -u‘-u‘)du -J-y + C 

2cos 5 X cos 3 X cos 7 X | ^ 

“ 5 3 7 + 

Trường hơp 2: Cả hai số m, n đều là số chẵn: Ta sử dụng công thức hạ bậc đê’ 
giảm một nửa số mũ của sinx;cosx, để làm bài toán frở nên đcm giản hơn. 

b. Dạng J sin mx. cos nxảx, I sin inx. sin nxdx, I cos mx. cos nxdx. 

Ta sử dụng công thức biến đổi tích thành tổng trong lượng giác. 

c. Dạng f đx trong đó 111,11 là các số nguyên. 

J cos"x 


Lũy thừa của cos X là số nguyên dương chẵn, 
n = 2k thi ta đổi biến u = tan X 

Lũy thừa của tan X là số nguyên dương lẻ, ■ 

m = 2ỉc + l thi ta đổi biến u = - — 
cosx 

Ị tan"' X , f tan"' X 1 , 

J cos” X J cos cos X 

=L * 2 "'li-( tanx ) ,dx 

(cos xj 

= J tan" 1 x.(l + tan 2 x) .d(tanx) 

Khi đó u' = t (Jo đó 

cos 2 X 

rtan"'x , r tan 2fc tanx , 

J cos''x J cos" cosx 

HHf'. 

_Kcos x ) sinx , 


= |m'".(1+m 2 ^ 1 Au 1 

' cos" 1 

cos 2 X 

= Ị(u 2 -lf ư^-du 
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STUDY TIP: KÌ hiếu 
deg(p(x)) là bậc của 
đa thức p(x)- 
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Ví dụ 2: Tìm nguyên hàm 


rtan 6 x , 
a. —— dx 

b. rishdt. 

J cos X 

J cos X 


Lời giải 


a. Do lũy thừa của cos X là số nguyên dương chẵn nên đặt u = tan X. Từ công 
thức tổng quát đã chứng minh ở trên ta có 

(•tan 6 * , Ị 6 /, 2Ý 1 M 9 . u 7 . _ tan 9 tan 7 _ 

J cos 4 x j 1 ’ 9 7 9 7 

b. Do lũy thừa của tanx là một số lẻ nên ta đặt u = —-—, do vậy, từ công thức 

cos X 

tổng quát chứng minh ở trên ta có 

f*Êịĩdz=f(J-l)Vd u^-ĩ^- + ị + c 

•* cos 7 X ' ' 11 9 7 

1 _2 | 1 | c 

llcos 11 X 9cos 9 x cos 7 x 


2. Đối biến lượng giác 

Khi nguyên hàm, tích phân của các hàm số mà biểu thức của nó có chứa các 
dạng Vx 2 +fl 2 ,-v/x 2 -a 2 ,sỊa 2 -X 2 , thì ta có cách biến đổi lượng giác như sau: 


Biểu thức có chứa 

Đổi biến 

\lx 2 + a 2 

x = |«|taní, 

Hoặc X = |íỉ| cos í, í 6 (0; iìj 

*Jx 2 -a 2 

*- 

sin í L 2 2_ 

Hoăc x = -U-,íefO;7t]\< 
cosí L J 

\{0} 


x=|fl|smt,íe^;|j 

Hoặc x = |a|cosí,í e[0;7i] 

|fl + x Ịa-X 
\a-x Va+X 

x=«cos2í 

Ậx-a)(b-x) 

x = fl + (b-fl)sin 2 t,t e 

"ũ;—] 

_ 2J 


3. Nguyên hàm và tích phân của hàm phân thức hữu tỉ . . 

^ rí \ rt \ p { x ) 

Chó hàm SỐ y = f(x) có dạng f(x)= ) \ trong đó p và Q là các đa thức, và p 

Qịx) 

không chia hết cho Q. 

Hàm/ được gọi là hàm phân thức hữu tỉ thực sự nếu deg (p)< deg (Q). 
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Trong các bài toán tìm nguyên hàm và tích phân của hàm phân thức hữu tỉ, nếu 
fịx) chưa phải là hàm phân thức hữu tỉ thực sự thì ta thực hiện chia đa thức 
tử số cho đa thức mẫu số để được: 

Khi đó, hịxj sẽ là hàm phân thức hữu tỉ thực sự. 

Định lý: Một phân thức thực sự luôn phân tích được thành tổng các phân thức 
đcm. giản hon. 

Đó là các biểu thức có dạng —í—; -—ì—-; ax + b — . — — — — là các 

x ~ a (x-a) x + px + q ự +rx + q Ỵ 

hàm số có thế tìm nguyên hàm một cách dễ dàng.Để tách được phân thức ta 
dùng phương pháp hệ số bất định. 

a. Trường hợp phương trình ọ(x) = 0 không có nghiệm phức và các nghiệm 
đều là nghiệm đơn. 

Q(x)=(a 1 x+b 1 )ịa 2 x+b 2 )...(a k x k +b k ) 

(Số nhân tử chính bằng bậc của đa thức Q(x) )■ 

Trong hường hợp này, g có thể biểu diễn dưói dạng 


s m = £M = _4_ + _A_ + ... + _A_ 

v ' Q(x) <h X + K a 2 X + b 2 a k X + K 

Sau khi biểu diễn được gịx} về dạng này, bài toán hở thành bài toán cơ bản. 



Đáp án B. 

_ , 4x-3 4x-3 _ A B Ax-2A + Bx-B 

la cớ ■ —— = 7 -r~ĩ -T = -3-— =—7 ”T7 -T— 

x 2 -3x + 2 (x-2)(x-l) x-1 x-2 (x-l)(x-2) 

Khi đó ịA + B)x-2A-B=4x-3, đồng nhất hệ sốthì ta được 
ÍA + B = 4 írì = -l 

[2A + B = 3°[B = 5 

Lời giải 
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Kiếm tra khả năng 
dung từ ví du 3: 
Tìm 

r x 2 + 2x-l 


J 2x 3 +3x 2 -2x 


dx 


STUDY TIP: đây là 
dạng toán tích phân đã 
gặp trong đề minh họa 
lần 2. 


Ta có f p- .- - đx= f[—ỉ-+-^-ìcbc = -ln|x-ll + 5.1n|x-2| + C 

i x 2 -3x+2 \x-1 x-2 J 11 11 

= 4.1n|x-2| + ln|-—“1 + c — 4.1n|x — 2| —ln|——+ c. 


Đáp số bài tập kiểm tra khả năng vận dụng: 

f - 4 + : 2x ~ 1 . dx = ^ ■ ln |x| + . In |2x -1| - . In |x + 2| + D 

J 2 1 1 in 1 'in 1 1 


Ví dụ 4: Biết 1 = f - —-Cbc = aln2 + fr]n3 + cln5 + rfln6 + eln7 . Khi đó 

ịx-5x +4 

6a + 3b + 6c + 3d+2e có giá tộ là 


A. -8 

B. c. : 

6 


Phân tích 

Đáp án A. 

T-1CÓ ỵ3+2 

X 3 +2 

a X 4 -5x 2 + á 

= (*-i)(* +1 )b- 2 )(* +2 ) 

^x 3 +2 = a(x 2 - 

4)(^ + l) +b(jc 2 — l)(x + 2) 

+C(x 2 -4)(x-1) 

+ D(*--l)(x-2),Vz (*) 

Thay X = 1 vào (* 

) ta có A=~—. 

Thay x=2 vào (* 

) ta có B = ^- 

Thay x = -ĩ vào ( 

*) ta có c = ỉ 

Thay x = -2 vào ( 

*) ta có D = — 

' ' 2 

Lời giải 

r r X 3 +2 J 
=>!,,= ------—-dx 

16 ịx 4 -5x 2 +4 


_ lị cbt 5rdx + lrch: + lrdx: 

“~2 ị (x^ĩ)' + 61 ~ỹpi + 6 ị ~x + ĩ + 21 ~x+ĩ 

= ["2 ln l*- 1 l + | In l*- 2 l + 6 In l x + 1 l + 2 ln l ac + 2 l)|4 

= -ln2 + |ln3 + ịln6+ịln7-[-ịln3 + ậln2 + ịln5 + ịln6 1 
6 6 2 [ 2 6 6 2 ) 

= ~ln2 + ịln3-ịln5-ịln6+ịln7 
6 3 6 3 2 

Khi đó 6ữ + 3ỈH-6c + 3d+2e=-ll+4-l-l + l = -8. 

b. Trường hợp Q(*) = 0 không có nghiệm phức, nhưng có nghiệm thực là 
nghiệm bội. 

Nếu phương trình Q(x) = 0 có các nghiệm thực a 1 ;a 2 ;...;a n toong đó ữj là 

, _ ,. , , , . RÍx) ^ 

nghiệm bội k thì ta phân tích y(x) = về dạng 

Q{x) 
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4 A k 

\) + [x-a 1 ) 2+ ’ + {x-a^ 


[ B 1 | B 2 t ^ | B n+1 

X - x-a, X - a 


Trên đây là phần lý thuyết khá phức tạp, ta đến với bài tập ví dụ đon giản sau: 
Ỵí dụ 5: Họ nguyên hàm của hàm số /(x) = —— là 

í 1 -*) . 

A. Fịx) = -^-+ - 1 _ +C B. F(x) = -^-- r 1 - +c . 
v ' *-l (x-l) 2 v ' *-l (x-l) 2 

c. £’(*)=—-—+ , 1 s4 +c . D. pM=-i-—7^—T+C 
v ’ 1-x 4(l-x) 4 { ’ 1-x 4(l-x) 4 


Phân tích 

Nhận thấy X=1 là nghiệm bội ba của phưong trình (x -1) 3 = 0, do đó ta biến 
đổi 

2 X A B c A(x 2 -2x + lỊ + B(l-x) + C 

Ax 2 +{-2A-B)x + A+B+C 

'A = 0 ÍA = 0 

Từ đây ta có • -2 A -B = 2o-B = -2 
A + B + C = 0 c = 2 


LUI gldl 

Kiếm tra khá năng vân Ta có í-——-dx=f -—+ -- — Hx =-— — -— 

dung từ ví du 4: (l-x) ự*-l) [ x ~ 1 )j X ~ 1 ( x_1 ) 

T ' ưn I Đáp số bài tập kiêm toa khả năng vận dụng ví dụ 4: 


I [ — 2x dx = ~ + x- ln|x + l| + ln|x-l|- —+ c. 

1 J x 3 -x 2 -x + l 2 1 . 1 1 1 x-1 

TỐNG QUÁT: Việc tính nguyên hàm của hàm phân thức hữu tỉ thực sự được 
đưa về các dạng nguyên hàm sau: 

1. — dx = Aln|x-fl| + C,Ả:^l 

J x-a 1 1 

2 . [ A dx = --^-.-—+ c. 

(x-a) k ~ 1 ịx-a) 
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5. Bảng một số nguyên hàm thường gặp 
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chủ đề 3: Nguyên hàm - tích phân và ứng dụng _ The best or nothing 

Một số bài toán tích phân gốc thường gặp 


Bài toán 1: 

Cho / là hàm số chẵn và liên tục trên [-h;b] với b>0. Chứng 1 

minh rằng 

$ị*-ị' Wđi 

(với fl>ữ và a* 1) (1) 

Lời giải tống quát 


Đặt x=-t thì đx = -cU; f(-t)=f(t) nên 



Do đó 


|Zfel dx= f^M £k= jZíĩld X =|/(^)à C . 

_ b a x +l 0 fl*+l 0«*+! 0 


Ví du 1: Tính tích phân \ x +x + ^dx 

l T +1 


A. — B-— C.1 

15 23 

D. -1 


Đáp án A. 


Lời giải 

Ta thấy hàm số f(x) = x i +x 2 +1 là hàm số chẵn, áp đụng bài toán 1 ở trên ta 


có: 


Bài toán 2*: Cho / là hàm số liên tục trên đoạn [«;&]. Chứng minh rằng: 
Ịfịa + b-x)dx = j/(x)dx (2) 

6 b 

Đặc biệt J/(Ỉ7-a:)dx = J/(x)dx (3) 

Lòi giải tổng quát 


Đặt t=a+b-x thì ảt=~~dx. Khi đó 


Ịf(a+b-x)dx=Ị-f(t)dt=ịf(x)àx. 


Khi a = 0, ta nhận được công thức (3). 


Ví dụ 2: Cho jln(l + tana:)dx =—.ln&,(íZ*0;Ỉ7>0). Khi đó tổng a + b bằng 

A.8 _ỊL10_ c, 5 D. 4 

Đáp án B. 

Lời giải 
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Nhận xét: /(x) = ln(l + tanx) liên tục trên 1^0; —j, áp dụng ( 3 ) với bài toán 
này ta có: 

í = Ịln^l + tan^-*jjdx = Ị]n ĩ: j^đx = Ị(ln2-ln(l + tanx))(fac 

= jln2dx-í o2í = ln2.x 4<=>I = f.ln2. 

0 0 8 

Vậy ÍZ + Ỉ7=10 . 

Bài toán 3: Cho hàm số / liên tục trên [ơ;l]. Chứng minh rằng: 

J/(sinx)dx = J/(cosx)dx (4) 

Lời giải tổng quát 


Đặt t='--x thì dí = -dx, khi đó J/(sinx)dx = -J'/(cosí)dí = J/(cosx)dx 



Từ đây suy ra 21 = J ldx => 1 = ^ 


** Bài toán 4: (đọc thêm) Cho / là hàm số liên tục trên [«;&] thỏa mãn 
/(*) = fịa+b-x}. Chứng minh rằng: Jx/(x)dx = ~^J/(x)dx (8) 

Đặc biệt Jx/(sinx)dx = ^ J/(sinx)dx (9) 

Lời giải tổng quát 

Thực hiện phép biến đổi X = a+b - 1 thì 

Ịxf(x)dx = Ị(a+b- t)f{t)(-dt) = (a+b)Ị f(x)áx -J xf (x) dx 

Từ đó suy ra (8). Chọn a = 0, b = n ta có (9). 
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Công Phá Toán - Lứp '12 


Bài tập rèn luyện kỹ năng 


1. Nguyên hàm - chọn lọc các bài tập về nguyên hàm trong các đề thi thử 


Câu 1: Tìm nguyên hàm I = Ị (2x -1) e X ảx. 

A. I=-{2x+ĩ)e-*+C B. I=-(2x-l)e- x +C 

c. I=-{2x+3)e~ x +C D. I=-(2x-3)e'*+C 

(Trích đê thi thử THPT chuyên KHTN - Hà Nội) 
Câu 2: Tìm nguyên hàm 1 = 1 xln(2x -l)đx. 

A . I ,í ĩ l=l h ^. 1 | + ĩí^l + c 

ĩíịỉlc 

4 

(Trích đê thi thử THPT chuyên KHTN - Hà Nội) 
Câu 3: Tim nguyên hàm I = J (x-l)sin2xdx. 

A I (l - 2x)cos2x + sih2x ^ ^ 


2 

(2-2x)cos2x+sin2x + c 

2 

I (l-2x)cos2x.+ sin2x + £ 

4 

^ J (2 - 2x) cos 2x + sin 2x + ^ 


( Trích đê thi thử THPT chuyên KHTN - Hà Nội) 
Câu 4: Cho f(x),g(x) là các hàm số liên tục trên R. 
Tìm khẳng định sai trong các khẳng định sau? 

A. Jk./(x)dx = k.J/(x)dx với k là hằng số 

B. Ị[f(x)-g(x)]áx = Ịf(x)dx-Ịg[x)âx 
c. Ị[f(x).g(x)]ảx = Ịf(x)ảx.Ịg(x)ảx 

D. |[/(x) + g(x)]dx = j/(x)dx + Jg(x)dx 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Kim Thành - Hải Dương) 
Câu 5: Họ nguyên hàm của hàm số /(x) = e" Z0173t là: 

A. — Ị-e" 2017 * +c B. e~ m?x + C 

2017 

c. -2017.e" 2017x + c D. -^-e“ 20171 + c 
2017 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hoàng Văn Thụ) 
Câu 6: Tìm một nguyên hàm f(x) của hàm số 

/(*) = —4— biết fÍ^] = S. 

' cos 2 3x 


A. F(x) = |tan3x-^ B. F(x) = 4tan3x-3V3 

c. F(x) = |tan3x+^ D. F(x)=- |tan3x-^ 
(Trích đê thi thử THPT chuyên Hoàng Văn Thụ) 
Câu 7: Tim nguyên hàm của hàm số /(x) = x-Jx. 

A. J/(x)dx = ^x 2 -\/x+C B. J/(x)dx = ^x-\/x + C 

c. |/(x)dx = |x 2 >/x+c D. |/(x)dx = |>/x+C 

(Trích đê thi thử THPT Lương ThếVinh ĩãn 2) 
Câu 8: Tun nguyên hàm của hàm số /(x) = (2x-3) . 

Ạ.J/W<b-Ế^Í. + C 

B. |/(x)dx = (2x-3) 3 +C 

c. J/(x)dx = fcí- + C 

D. J/(x)dx = ^ì+C 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hạ Long) 
Câu 9: Tim nguyên hàm của hàm số 
/(x) = 3sin3x - cos3x. 

A. J/(x)dx = cos3x-sin3x+C 

B. J/(x)dx = cos3x + sin3x + C 

c. J/(x)dx = -cos3x-ỉsin3x+C 

D. J/(x)dx = “COs3X“SÍn3x+C 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hạ Long) 
Câu 10: Tim nguyên hàm của hàm số /(x) = e x - e~ x . 

A. ịf(x)ảx = e x +e~ x +c 

B. j /(x)dx = -e x +e~ x +c 

c.)f(x)ảx = e x -e- x +c 

D.]f{x)dx = -e x -e- x + C 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hạ Long) 
Câu 11: Tun nguyên hàm F (x) của hàm số 
/(x) = V3x+4, biết F(o) = 8. 

A. F(x) = y 3^4+f 

B. F(x) = ị(3x+ị)yl3x+4:+~ 


LOVEBOOK.VM I 208 



Chủ đề 3: Nguyên hàm - tích phân và ứng dụng 


The best or nothing 


(Trích đê thi thử THPT chuyên KHTN - Hà Nội) 
Câu 13: Cho hàm số fịx) = — ^ . Gọi f(x) là một 
nguyên hàm của f(x). Chọn phương án sai. 

A. f(x) = - ^ -- 3 1 + 10 B. F(x) = ~^ — f i + 10 


c. F(x)=px + À)S^Ĩ + f 

D. F(x) = !(3x+4)V3x+4+! 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hạ Long) 

Câu 12: Tìm nguyên hàm I = _-dx 
J 4-x 

A. I = ij£±l+c B. Í = ỉ]np4r +c 

2 |x-2| 2 |x+2| 

c. Z = ỉln|^||+c D. 7 = iln|^||+c 

4 |x + 2| 4 |x-2| 

2. Tích phân - chọn lọc các bài tập về tích phân trong các đê thi thử. 

Câu 1: Biết tích phân I = ị(2x+ĩ)e x dx = a + be „ , 

ị K ' Câu 6: Cho I 

(a e Q;b € ọ). Khi đó tích a.b có giá trị bằng: 


c F(*) = 


ln(2x-3) 2 


+ 5 D. F(x) = - 


r^. d x = ị ln 3. Tìm giá trị của a 
l+2sin2x 4 6 


A. 1 B. -1 c. 2 D. 3 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình tân 2) 

Câu 2: Biết J7(x)dx = 2 và f{x) là hàm số lẻ. Khi đó 


c. 4 D. 6 

(Trích đê thi thử THPT Cái Bè) 


Câu 2: Biết j f[xjdx = 2 và / 
1 = Ị f(x)ảx có giá trị bằng: 


A. 1 = 1 B. í = 0 c. J = -2 D. 1 = 2 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình tân 2) 

Câu 3: Tích phân I = Ịx\lx 2 +ldx có giá trị bằng: 

A.I-ĩậll B .I,ệ 

3 3 

C.I = ĩệ- D .I = ị 

3 3 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình tẳn 2) 


Câu 7: Tích phân I C0S x d x bằng: 

A. ỉ-lnTỈ B. -Ị-ln-v /2 

4 4 

c. ị+lnV2 D. -Ị+lnVỈ 

4 4 

(Trích đê thi thử THPT Triệu Sơn 2) 

Câu 8: Tích phân I xe^dx bằng: 

A. icl B. c. D. ~ 


(Trích đê thi thử THPT Triệu Sơn 2) 


Câu 9: Tính tích phân: I' 


J o 7^+1 


A. ị-ln2 B. 21n2-5 c. D. In2-ị 

' " " 6 


Câu 4: Cho tích phân I = í-4=rdx nếu đặt 

ol+vx+l 

t = slx+1 thì í = J/(f)df toong đó: 

A. /(í) = t 2 +1 B. /(f) = 2í 2 + 2t 

c.f(t) = t 2 -t Đ. f(t) = 2 t 2 - 2 t ■ 

(Trích đê thi thử THPTchuyên Thái Bình tán 2) , , 5 r • dx , _ _, , . , 

3 Câu 11: Giả sử -—- = lnc. Giá trị của c 

f J ,2x-1 


(Trích đê thi thử THPT Nguyễn Đình Chiểu) 
Câu 10: Giá trị dương a sao cho: 

rx 2 +2x+2 , a 2 , „ 

1-—;—dx = 4- + ữ + ln3 là: 

ị x+ĩ 2 

A. 5 B. 4 c. 3 D. 2 

(Trích đẽ thi thử THPT Nguyễn Đình Chiểu) 

là: 


Câu 5: Tính tích phân 

2 

„ Tấ + Ti 


• sin 2 x 


A.9 B.3 c. 81 D. 8 

(Trích đê thi thử THPT Nguyễn Đình Chiểu) 


V3+V2-2 Câu 12: Tích phân I =[ -—^~-dx có giá trị là: 

! - 2 °(* + 1 ) 


S+2yfĩ-2 


(Trích đê thi thử THPT Cái Bè) 


c. -4 D. 4 

8 4 

(Trích đê thi thử THPT Diệu Hĩên) 
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Câu 13: Giả sử J/(f)dí = 5và J/(r)dr = 6. Tính 
I = Ịf(u)du. 

A. 1 = 4 B. 1 = 3 c. 1 = 2 D. 1=1 
(Trích đê thi thử Sở GD - ĐT Phú Thọ) 

Câu 14: Tính tích phân I = J |cos xỊfbc. 

Ạ. 1 = 0 B. 1 = 1 c. 1 = 2 D. 1 = 3 
(Trích đê thi thử sở GD - ĐT Phú Thọ) 

/W 

Câu 15: Cho biết j t 2 ảt = xcos(nx). Tính /(4). 

A. m = 2S B. /(4) = -l 

c./(4) = ỉ D. /(4) = 3/Ĩ2 

(Trích để thi thử Sở GD - ĐT Phú Thọ) 

Câu 16: Đẳng thức Jcos(x + a 2 )dx = sina xảyranếu: 

A. a=n B .a=4n c.a=-v/3 tĨ D. a=yỊĨH 

(Trích đê thi thử Sở GD - ĐT Phú Thọ) 

Câu 17: Tính tích phân 1 = Jx.sinxdx. 

A. 1 = 3. B. 1 = 2 c. 1 = 1 D. ĩ = -l 

(Trích đè thi thử THPT Bảo Lâm) 

Câu 18: Tính tích phân S1 f x ảx 
; sin X 

„ >/3-2 „ V 3 +V 2-2 

si 7*7 

c Ể7Ẵ D ầlĩSTĩ. 

2 ' 2 

(Trích đê thi thử THPT Bảo Lâm) 

Câu 19. Nếu j xe x dx = 1 thì giá trị của a bằng: 

A. 0 B. 1 c. 2 D.e 

(Trích đê thi thử THPT chuyên KHTN) 


Câu 20: Nếu jsin"xcosxdx = thì n bằng: 

A. 3 B. 4 C. 5 D. 6 

(Trích dê thi thử THPT chuyên KHTN) 

Câu 21: Giá tri của lim f . . - ỏx bằng: 

»-*•” l+e x 

A. -1 B. 1 C. e D. 0 

(Trích đê thi thử THPT chuyên KHTN) 

Câu 22: Tích phân I ylể-x 2 xdx có giá trị bằng 



(Trích đê thi thử THPT Phạm Văn Đồng) 


Câu 23: Tích phân I cotx.dx có giá trị bằng 

A. -In>/2 B. In2 . C. In4 D. ]n-JĨ 

(Trích đê thi thử THPT Phạm Văn Đồng) 

Câu 24: Tích phân J e~ x 'xdx có giá trị bằng: 


A.í-k g 2£+l. c _£rỉ D. ì 
2 2e 2 2e 

(Trích đê thi thử THPT Phạm Văn Đdng) 

Câu 25: Tích phân I = J2x(l-lnx)dx bằng: 


(Trích đê thi thử THPT Quảng Xưởng I) 
Câu 26: Hàm số nào sau đây không là nguyên hàm 

cùa hàm số f(x) = x ^ x ? 


x 2 +x-l 

x+1 

x 2 +x+l 

x+1 


x 2 -x-l 

x+1 


(Trích đê thi thử TtìPT Quảng Xương I) 


3. ứng dụng của tích phân trong hình học- chọn lọc các bài tập trong các đề thi thử 


Câu 1: Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị 
hàm số y = x 2 + 2 và y=3x: 

A. 1 B.ỉ C.Ỉ D.ì 

4 6 2 

(Trích đê thi thử THPT Nguyễn Đình Chiểu) 

Câu 2: Thể tích khối tròn xoay tạo thành khi quay 
quanh trục Oxhình phẳng được giới hạn bỏi đồ thị 

hàm số y = (2-x)e 2 và hai trục tọa độ là: 


A. 2e 2 -10 B. 2e 2 +10 

c. 7t(2e 2 -lo) D. 7i(2e 2 +lũ) 

(Trích đê thi thử THPT Nguyễn Đình Chiểu) 

Câu 3: Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị 

X4*l v _ r 

hàm số y = —ị và các trục tọa độ. Chọn kết quả đúng 

nhất? 

A. 31n6 B. 31nậ C. 31nậ-2 D. 31n^-l 
2 2 2 
(Trích đê thi thử THPT Quảng Xương I) 
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Câu 4. Cho hàm số/(x) = x 3 -3x 2 +2x . Tính diện tích s 
của hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số y = f(x) 
trục tung, trục hoành và đưòng thẳng x = 3 

A.s = ~ B.s = ỉ^ c. S = ^ D. s=4 

4 4 4 4 

(Trích đê thi thử sở GD&ĐT Phú Thọ) 
Câu 5. Tính thể tích của vật thể giới hạn bởi hai mặt 
phẳng X = 0 và X = 3 , biết rằng thiết diện của vật thể 
bị cắt bởi mặt phẳng vuông góc với trục Ox tại điểm có 
hoành độ X (o < X £ 3) là một hình chữ nhật có hai kích 

thước là X và 2^9 -X 2 . 

A. 18 B.19 C.20 D. 21 

(Trích đê thi thử sở GD&ĐT Phú Thọ) 
Câu 6. Tính diện tích hình phẳng s giói hạn bời đồ thị 
cáchàmsố y = 2*và y=3-x, trục hoành và trục tung. 

A. S = -Ị--f B.s = 2 

ln2 2 

G.s = 2-J— D. s = 4 

ln2 

Câu 7: Công thức tính diện tích s của hình thang cong 
giới hạn bởi hai đồ thị 
y = f(x),y = g(x),x = a,x=b , (a<b) 

A. s=f(/(x)-2(x))ỉx 

B - s =ũf( x )-8^ỳx 

4. Tích phân nâng cao 

Câu 1:Biết f „ éoc = a]n‘JĨĨ+bìn'j7, vói a,b 

ịx 2 +áx+7 

là các số nguyên. Tính tổng a+b bằng: 

A. -1. B. 1. c. Ậ. D. 0. 

2 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Quang Diêu) 

Câu2:Cho |x"dx=-^- và f-^- = lnm,với n, m là 
J 0 64 J2x-1 

các số nguyên dương. Khi đó: 

A. n >m. B.ĩ<n+m<5. 

c. n<nu D. n=m. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Quang Diêu) 

Câu 3: Biết f = aln2 + bln3+cln5, với a, b, c 

ị x 2 +x 

là các số nguyên. Tính s=a+b+c 

A. s = 6 B. s = 2 c. S=-2 D. s=0 

(Trích đê minh họa lán 2 BGD&ĐT) 
Câu 4: Kết quả tích phân I = J(2x + 3)e*dx được viết 

dưới dạng I=ae+b với a, b là các số hữu ti. Tim 
khẳng định đúng. 

A.a 3 +b 3 =28. B. a+2b = l. 

c.a-b=2~. D. ab = 3. 

(Trích đê thi thử THPTNgô Gia Tự - Vĩnh Phúc) 


c. 

D - ?(*))* 

(Trích đê thi thử THPT Bảo Lãm) 
Câu 8: Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị (C) 
của hàm số y=-2x 3 +x 2 +X+5 và đồ thị (C') của hàm 
số y=x 2 -x+5 bằng: 


A.o B.l C.2 D. 3 

(Trích đê thi thử THPT Bảo Lâm) 
Câu 9: Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị 
hàm số y = (x-l)e 2x , trục hoành và các đường thẳng 


(Trích đê thi thử THPT chuyên I<HTN - HN) 
Câu 10: Tính thể tích khối ữòn xoay khi cho hình phẳng 
giới hạn bởi đồ thị các hàm số y = x 2 - 2x và y = -X 2 


quay quanh ữục Ox. 

A.ị B.ặ C.Ị D.ị 

3 3 3 3 

(Trích đê thi thử TtìPT chuyên KHTN - HN) 


Câu 5: Xe't tĩch phân I = I. sm 2*dx đăt 

ovl + cosx 

t = Vl+cosx, ta được: 

A. 7= |. ẾỂ~ 4t d t B. I = -ịỊịt 2 -ì)dt 

c.j=}^±ảidx D.J = 4f(x 2 -l)dx 

(Trích đê thi thử THPT Ngô Gia Tự - Vĩnh Phúc) 

Câu 6: Có bao nhiêu giá ữị của a ữong đoạn ;2nj 

ã ^. z _ _ “r sinx . 2 

thỏa mãn I — =dx = — ■ 

0 Vl + 3cosx 3 

A. 2. B. 1. c. 4. D. 3 . 

(Trích đê thi thử THPT Ngô Gia Tự - Vĩnh Phúc) 
Câu 7: Cho hàm số g(x) có đạo hàm hên đoạn 

[-l;l]. Có g(-l) = 3 và tích phân í=JV(x)dx = -2. 

Tính g(l). 

A.1 B..-5 c.-6 D. -ị 

2 

(Trích đê thi thử TtìPT Trần Hưng Đạo - Ninh Bình) 
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Câu 8: Cho I fịx)dx = -3, tính I = J/^jdx. 

A. -6 B.-ị c.-1 P.5 

2 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo - Ninh Bình) 
Câu 9: Biết rằng: 

í íx+—Ậ--'|dx = ịln“2+bln2 + cln^. 

... J 0 t Ze x +lj 2 3 

Trong đó a,b,c là những số nguyên. Khi đó 
s=a+b-c bằng: 

A.2 B. 3 c. 4 D.5 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo - Ninh Bình) 
Câu 10: Có bao nhiêu số ae(0;207ĩ) sao cho 

ísin 5 x.sin2xcht = r- 
0 7 

A. 20 B. 19 c. 9 D. 10 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu ĩẵn 2) 

Câu 11: Cho / = |(x-l)sin2xdx. Tim đẳng thức đúng: 

A. I = -(x-l)cos2;cl(ị +Jcos2xd* 

B. í = -(x-l)cps2%Ệ -|cos2xdx 

c. I = — ĩ(x-l)cos2xl*+iỊcos2xdx 


D. I = “(x-l)cos2ií l|J ~ìjcos2%d;t 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu lãn 2) 
Câu 12: Tim tất cả các số thực m dương thỏa mãn 


"ị x 2 dx _ 

|x+ĩ~ 


c. m = l. D. m>3. 


(Trích đê thi thử THPT chuyên Hùng Vương - Gia Lai) 
Câu 13: Biết I = ịxh\(2x+l)ảx = ~-]n3-c, trong đó 


a, b, c là các số nguyên dương và - là phân số tối 
c 

giản. Tính s = íz + b+c. 

A. s = 60. B. s = 70. c. s = 72. D. s = 68. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Biên Hòa -Đồng Nai) 


Câu 15: Biết 



-aln-, với a,b,c là các 
c 


số nguyên dương và — là phân số tối giản. Tính 
s=a+b+c. 

A. s = 7 B. s = 8 c. s=10 D. s = 9 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Sơn La) 


Câu 16: Nếu ịxe x àx = ĩ thì giá trị của a bằng: 

A. 0. B. 1. c. 2. D. e. 

(Trích đê thi thử tạp chí TH&TT lãn 7) 

Câu 17: Nếu jsin"xcosxdr = -i- thì n bằng: 

A. 3. B. 4. c. 5. D. 6. 

(Trích đê thi thử tạp chí TH&TT lãn 7) 

Câu 18: Giá trị của lim I .j-pj-dx bằng: 

A. -1. B. 1. c. e. D. 0. 

(Trích đê thi thử tạp chí TH&TT lãn 7) 
Câu 19: Biết rằng: 

J e 2x . cos 3x.dx = e 2x {a cos 3r + ỉ? sin 3.r) + c, ừong đó 
■ a,b,c là các hằng số, khi đó tổng a+b có giá trị là: 

Ẽ-. C.-~ D. ậ- 

13 13 _ 13 

(Trích đê THPT chuyên Lam Sơn - Thanh Hóa) 

Câu 20: Biết tích phân I = J(2x+1) e x dx = a+be 

(fl ẹQ;bs Q). Khi đó tích ai) có giá trị bằng: . 

A. 1 B. -1 C. 2 D. 3 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình lãn 2) 

Câu 21: Cho tích phân I = f -— 7 =dx nếu đặt 

ol+Vx+l 

t=y[x+ĩ ửủ I = Ịf(t)dt ữongđó: 

A.f(t) = t 2 + t. B.f(t) = 2t 2 +2t 

c.f(t) = t 2 -t D. f(t) = 2t i -2t 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình lán 2) 
Câu 22: Cho đồ thị hàm số y - f (x) trên đoạn [0; 6] 
như hình vẽ. 

y ' 


A --ẻ 



Biểu thức nào dưới đây có giá trị lớn nhất: 

A. }f {x)dx B. }f{x)dx c. ]f{x)ảx D. ị/(*)d* 

Câu 23: Tính tích phân: I = f —/=== được kết quả 
1 X\j3x + l ■ 

7 = flln3+bln5 . Giáữị a 2 +áb+3b 2 là: 

A. 4 B. 1 c.o D. 5 
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Hướng dẫn giải chi tiết 

1. Nguyên hàm- chọn lọc trong các đề thi thử 

Câu 1: Đáp án A. í % \ 


Đặtu-2x-l =>du = 2cbc; 


:à FÍíì = V3<=>|.tan^ + C = V3<»C = -^ 

V 9 J 3 3 3 


Lúc này ta có 

Ị(2x-ì)e- x ảx = -(2x-l).e- x +ị2e- x ảx 
= -(2x-i).e- x -2e x + c = -(2x + l)e~ x + c 
Câu 2:Đáp án c. 

Đặt 


Khi đó Ịx\n(2x-l)àx = ị.lnfe-T\-Ịị.^ả 

= ^-.ln|2x-l|- ị———dx 
2 1 1 J 2x-l 

-Ìln|2x-l|-^ + i t ỉ.ta|(2 I -l)|j + C 


1 . , , x(x+í) 

-.In 2%-l— -Ỉ-+C. 


Câu 3: Đáp án D. 

I = J(x-l)sin2xdx. 


sin2 xảx = vãv =>v = -~.cos2x 


Khi đó F[x)= " ^ ■ cos 2*+^ Ịcos2xdx 

(l-x)cos 2 x 1 

= v—- + 4.sm2x+c 

2 4 

Câu 4: Đáp án c 
Câu 5: Đáp án D 

Ta có f e" 20l7x dx = —ị— e~ 2017x + c 
J -2017 

Câu 6: Đáp án A 


ịx-Ịxáx = ị4x ăx = ^-Ỵ-.4x + c = -^.x 2 yfx+c 

Câu 8: Đáp án c 

Ta có J/(x)dx = ^(2x-3) 3 +C 

Câu 9: Đáp án c 

I (3 sin 3x - cos 3x) dx = ^. (- cos 3x) - -ĩ. sin 3x + c 

Câu 10: Đáp án A 
Câu 11: Đáp án D 

F(ac) = J yj3x + 4dx = I ị3x + 4)2 àx = ^. ( 3x + 4)2 + c 
= |.(3 jc + 4)>/3* + 4 +c 

Mà F(o) = 8=ĩ>C = |,tachọnD. 

Câu 12:Đáp án D. 

Ta có 


Áp dụng vào bài ta chọn D. 
Câu 13:Đáp án B. 

Ta có F(x)= f ^ ck = í ị .7 
v ' J 2x-3 J 2 ? 


Từ đây ta thấy A đúng. 

Với B ta thấy 

ln|4x-6| _ ln2+ln|2x-3|. _ . . 

' ' +10 =- —p -4iO*F(*),CmL 


2. Tích phân - chọn lọc các bài tập v'ê tích phân trong đê thi thử 

Câu 1: Đáp án A. Ị. 

J I = 2\iidv+e-ĩ = 2uvr-2ịvảu + e-l 

ĩ- fSv**/ívj. íV/1 T 0 ro 


I = j(2x+l)e x dx = j*2xe x dx + Ị^e 1 
= ị 2xe x dx+e-l. 


= 2x.e x ^-2je v dx + e-l = e+l. 


Câu 2: Đáp án c 
f(x) là hàm số lẻ 


LOVEBOOK.VN I 213 



Công Phá I oán - Lớp 12 


Ngọc Huyền LB 


=*ịf{x)àx = -ịf{x)dx = -2 
Câu 3: Đáp án A 
, í = |Wx 2 +ldx. 

Ta thử bằng máy tính để tìm ra kết quả. 

Câu 4: Đáp án D 

1= f-— r==đx 
il+sỉx+ĩ 

t = *jx+1 =>t 2 =x+l=> 2tdt = dx 
3xịl—Jx+ĩ) 3 

I = 2 Ị (t -1) ídí = ] (í 2 - 1 ) 2df => / (í) = 2í 2 - 2í. 
Câu 5: Đáp án B 


‘ 16 lỗ 

-2+V2 Vã S+^lĩ-2 
2 + 2 2 

Câu 6: Đáp án c 
. ĩ cos2x 


■_íl 

Ị cos2xd2a: 

2 ] 

Ị l + 2sin2x 


1 -2 d(sin2x) 
= 2« l+2sin2x 


4 J ° l + 2sin2x 4 1 1 


Ọrr I 

Suy ra: 2sin—+ 1 =3. 

Trong các đáp án => a = 4. 

Câu 7: Đáp án D 
Cách 1: thử 
Cách 2: Đặt sinx = f. 

Câu 8: Đáp án D 

Cách 1: Thử bằng máy tính 

Cách 2: I = J x.e~^ảx = J (~2x) e'* 2 áx 

_ 1 f J / 2 \ 1 ^ I 1 1 1 

2 0 1 ’ 2 | 0 2 2 

1 1 e-1 

2 2e ~ 2e 
Câu 9: Đáp án c 


Cách 1: Thử trực tiếp bằng máy tính. 

Cách 2: Đặt 4x+ĩ = t , biến đổi 
Câu 10: Đáp án D 

,,|íỉ±ẵ^,jíĩỊỉỉlik 

J 0 x+1 ị x+1 

‘Ị x+ 1 + Úĩ đ ( x+1 '> 

-^Ị +HH[ - htỉLì + ln|« + l| 

= y+ «+ln|a+l| 

=>a+l = 3=>a = 2. 

Câu 11: Đáp án B. 

Câu 12: Đáp án B. 

Thử máy tính. 

Gợi ý: J = j - 1 1 l(* + l) 

l[(x + lf (* + l)T } 

Câu 13: Đáp án D 

I = ịf(u)ậu = J/(«)d«-f/(«)d« = 6-5 = 1 
Câu 14: Đáp án c 

I = J|cos x| ch: = I |cos x\ àx+ J|cos *| ảx 

= I cos xảx - J cos xdx = sin x|5 - sin x|n 

=1+1=2 
Câu 15: Đáp án D. 

f 3 ( 4 ) 

Thay x = 4=> - 3 = 4.cos(4ĩt) 

=>/ 3 (4) = 12=>/(4) = ^/Ĩ2. 


Câu 16: Đáp án D. 

J cos (x+a 2 ) ch: = sin a 
o sin(a + a 2 Ị - sina 2 = sina 


Trong 4 phương án, chi có phương án D thỏa mãn. 

Câu 17: Đáp án c 

Cách 1: Thử bằng máy tính 

Cách 2: Tích phân thành phần: | smzc ^ ~ 

Câu 18: giống câu 5 
Câu 19: Đáp án B 
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Theo như biến đổi câu ta có: 


The best or nothing 


I = ịx.e x ảx = x.e x Ị 0 -Ịe x dx 

= a.e " -e" +1 = 1 
=>fl = l 

Câu 20: Đáp án A. 

I = Jsin" x.cos xảx 


Đặt sinx = t. Đổi cận: X = 0 => t = 0 


»1= ff"dí = -^-f=íịì 

l n+l| 0 ^2 J 


; 2 = ỉ .14 

1 0 ^2 J n+l 64 


Câu 22: Đáp án c 
Cách 1: Thử bằng máy tính 
Cách2:Đặt -Ja~x 2 =t 
Câu 23: Đáp án D 
Cách 1: Thử bằng máy tính 
ầ 

Cách2:Đặt sinx = t=>I= J y dí 

Câu 24: Giống câu 8 
Câu 25: Đáp án D. 

1 = 1 2x(ĩ-ìnx)ảx = -ị2x.ìnxàx+ị 2xảx 
= e ĩ -l-2ịx.ìnxảx 


Câu 21: Đáp án D. 

Cách 1: Thử bằng máy tính 

Lấy giá trị n càng lón càng tốt. Giả sử n = 100. 

Nhập biểu thức J Y dx 

Máy tính cho kết quả M 2.35 X10” 44 <0 0. 

Cách 2: Giải chi tiết 

1= f í—!—ìdx= f ĩdx- í ———ỏx = 1— Ị -^—dx 
{{l+e x ) 1 {l+e x ịl+e x 

<£> I = l+ln|l+e'i-ln|l+e n+1 | 


:> J xlnxảx = I udv = uv 1* - J vẩu 


e 2 e 2 . 1 _ e 2 1 
= ~2 ĩ + 4~~ĩ + 4 


Câu 26: Đáp án A. 


lịm 7 ảx = lim [ 1 +In (1 + e) - ln ( 1 +e’ ,+1 )] 

ĩnịl+e") In(l+e" +1 ) 

= 1+Iim v .n - L—ị-1 (n+l) 

n n+1 v ’ 

= l + n-(n+l) = 0 


Ta thấy 3 phương án B, c, D có cùng đạo hàm. 
Vậy phương án A sai. 
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3. ứng dụng của tích phân trong hình học 
Câu 1: Đáp án c 

Giao điểm tại X 2 + 2 = 3x => X = 1 V 2 
s = j|x 2 + 2-3x|dx 

Ậ i+2 --H=|f^4ỉ 

Câu 2: Đáp án c 

y = (2-x)e 2 cắt trục hoành tại điểm có hoành độ 
bằng 2 

Thể tích V = n J (2 - xf e x dx 

Sử dụng phương pháp tích phân thành phần 
=>V = 7c(2e 2 -lo) 

Câu 3: Đáp án D 

= |x|° i +31nỊx-2|° i | = |l+31n2-3 


= 1*1 1 +3In|a:-2|^1 = |l+31n2—31n3| 

= l+31nị =-3.1nị-l 
I . 3| 3 

= 31n|-l 
2 

Câu 4: Đáp án c 
s=||x 3 -3x 2 +2x|dx 

= j (x 3 - 3x 2 + 2x) dx - |(x 3 - 3x 2 +2x)dx+1 (x 3 - 3x 2 + 2x)dx 

= 1 1 9 = n . 

~4 + 4 + 4 4 
Câu 5: Đáp án A. 


V = j2x>/9-x 2 dx = ll 

Câu 6: Đáp án A. 

Giao điểm 2 X = 3 —X = 

S.ị|2'«-3|đ,-|! ỉ+ ỉl-3*[ 


Câu 6: Đáp án A. 

Giao điểm 2* =3-x=> Nhẩm được nghiệm 1 


1 


1 


ln2 2 ln2 In 2 2 
Câu 7: Đáp án B. 

Câu 8: Đáp án B. 

Ta xét phương trình hoành độ giao điểm 
-2x 3 +x 2 +X + 5-X 2 -x + 5 
fx = 0 
' x = ±l 


-2x 3 + 2x = 0 <= 


Lúc này ta có s = j |-2x 3 + 2x|dx = 1 
Ta bấm máy và cũng được kết quả như trên: 


M 0 Math Â 

Jỉ 1 l-2X 3 +2Xldx 

__L 

Câu 9: Đáp án A. 

Xét phương trình hoành độ giao điểm 
(x-l).e 21 = 0 <=> X = 1. Vậy diện tích hình phẳng 
được giới hạn bởi đồ thị hàm số y = (x -l).e 2ĩ , trục 
hoành và các đường thẳng X = 0,x = 2 được tính bởi 
công thức: 

S = -J(x-l) .e 2l dx + J (x -1) .e 2l dx 
= I (x -1) ,e 25t dx+J (x -1) .e 2 *dx 


Đặt í, =J(x-l).e 2x dx; I 2 =|(x-l)e 2l dx 

Đặt x-l=u=>dx=du; vdv = e 2x dx =>ơ = Ậ ,e ỉx 
2 ■ 

Khi đó I 0 =ị.e 2x .(x-ì)f-ịỊe 2x .ảx 



Suy ra I = L +L = ^-+4—T • 
3 1 2 4 2 4 


Câu 10:Đáp án c. 

Xét phương trình hoành độ giao điểm 
, Tx = 0 

[x = ĩ 

Khi đó thể tích khối tròn xoay có được khi quay hình 
phang giới hạn bởi các đồ thị hàm số 
y = X 2 — 2x; y = -X 2 quay quanh trục Ox được tính 
bởi công thức 

V = 5tj|(x 2 -2x) 2 -(-x 2 ) 2 |dx 

Ta thấy trên [ũ;l] thì (-X 2 ) 2 <(x 2 -2xý\ do vậy ta 
có công thức 

V = TtịỊ-x 4 +(x 4 -4x 3 +4x 2 Ịjdx 

-,ị(-4«> + 4 I ')d,. íl p + | I >|G|(dv t l). 
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The best or nothing 



2 2 
=> a=l;b = -l=> a+b = 0 
Câu 2: Đáp án D. 


\x tt ảx = 




f dx lỊd(2x-l) 1 | 5 

= ịln9-ịlnl = ln3 
2 2 

=>m = n = 3 
Câu 3: Đáp án D. 

'-ỊẨĩ-Ị^ĩ^-ỈÍĩ-ĩịĩ)* 

= ln|ac|-ln|*+.l||* = lh4-ln5-(ln3-ln4) 
= -ln3+21n4-ki5 
=>s = a+b+c = 0 
Câu 4: Đáp án B. 

I = ị(2x+3).e x ảx = lị x.e x dx +3j e x àx 
Tương tự các bài trên 
=> I X.e x = X.e x ị 0 -ịe x dx 

=>I = 2x. e x 1* + J e x ảx = 2x.e x +e x f=3e- ỉ 
ạ = 3-,b = -l 

Suy ra, đáp án B: a+2b = 1 
Câu 5: Đáp án c. 
t = Vl+cosx => f z = 1+cosx 
=> 2 tdt = -sinxctc 
Đổi cận: 

X = 0=>Í = V2 

x = ^=>t = 1 




2 f 2 cos X. sin xảx , 

= Ị d * 


Ị 4 ( <a ~ i ) t df -4t 3 +4i 

i f í f 


Câu 6: Đáp án A. 
sin* 


xLr 


ị-\/l+3cosx 
Đặt Vl+3cosX = í 
=> f 2 =l+3cosx 

=>2ídí = r-3sinxdx 

_ -2fdf , 

<=>—£— = sinxđ* 

3 

|^^ = _2^ dt 
3 J t 3 J 

= -ậVl+cos3a+^.2 
3 3 

Mà I = Ẹ => a/i + 3cosíỉ = 1 => cosa = 0 
3 

n 3n 
2 2 

Suy ra, đáp án A. 

Câu 7: Đáp án A. 

I = }*’(*)dx = -2o*(l)-s(-l) = -2 

=>*(l) = -2 + í (-l) = -2 + 3 = l. 

Câu 8: Đáp án A. 

Đặt ệ = t=>dx = 2dt 

=> I = f 2/(t)df = 2//(í)dí = 2.(-3) = -6 
Câu 9: Đáp án c. 

?( x+ J-) bm ?^ + Ỵ Ị+v-ỵ dx 

ị { 2e +1J ị ị 2e x -1 

-Ĩ( x * 1 ) dx -Ị^r 1 dx 


Mi 


ln 2 2 
2 

In 2 2 
2 

ln 2 2 


2e x +1 
+ ln2-Ln|2e I +l|| ln2 
+In2-ln5+ln3 
+ in2-ln^ 


=>fl = 2;6 = l;c = -l 
=>a+b-c = 4 
Câu 10: Đáp án D. 
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1 = j sin 5 x. sin 2xdx = 2 Ị sin 6 x. cos xdx 
= 2ị 8 ta‘*d(sln*) 


2 sin 7 X _ 2 sin 7 (ỉ 
7 ' " 7 


1 39 

a < 20n =>^- + 2k<20=>k<-j- 

2 4 


=> k = 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9 => Có 10 giá trị của a. 
Câu 11: Đáp án c. 


-^•cos2x = t> 
2 

dx = đw 


ísin 2xdx 
1 = j(x-l)sin2xdx = ịudv = 


Suy ra, đáp án c. 

Câu 12: Đáp án c. 

Thử các đáp án, suy ra m = 1 
Câu 13: Đáp án B. 

J = Ịxln(2x+l)dx 


'ln(2x+l) = íi_ j 
xdx = du 


2x + l 
2 8 = 


I = J uàv = |g - J vdu 


\ 4ỵĩ -1 J 


= ^ln9-ỉ 
8 J 0 4(2x + l) 

-? ta9 4ị (2 *~ 1)di: 

= ậln9-ỉ(x 2 -x)| = ^ln3-3 
8 4' ^ 4 

=>« = 63;ỉ> = 4;c = 3 
=>S = 63+4+3=70 
Câu 15: Đáp án A. 


ị_ ẺL __ 

“ . ( nì 

|sinx.sinl x+^-l 

có: 

sfa H) 


.eosx-cos x+~ ị.smx 


sinx.sin|^j sin-Ị- 

i, 2 Ị^_ 2 j^Í!!ỊL 

i sinx i . n 1 
6 fsin|^+|J 


sin x + y 



= 2. Inịsin x| - 2 ln Isin í X+^ìl 

- r 

4-Jud u 


1 V D 7||| 

0 » 

= 2.1ní^j-21n|-21nl + 21n- 


= 41n^j-21n2 


= 21n—+21n2 = 21n— 

4 2 


=>s 

=2+3+2=7 


Câu 16: Đáp án B 

Câu 17: Đáp án A 

Câu 18: Đáp án D. 

: = du 

Câu 19: Đáp án c. 

V 

Đặt 

e 2l dx = dv V = ~ĨT 

cos3x.= «°|_ 3sin 3 ^ = 


£ 


I = Ịudv = uv-ịvdu 

= ~- ,cos3x- f-ị-.3sữi3xdx 
2 J 2 

= . cos 3x+ ị í e 21 . sin 3xdx 

2 2 J 

Đặt sin3x = Mj =>3cos3xdx =du l 
J e 2x . sin3xdx = J Mjdĩ; = «jU - J vd 

= ^—.sin3xdx- .3.cos3xdx 

2 J 2 


= —-.sin3xdx-^i 
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e 2j: .cos3x 3 í e 2 *.sin3x 3 \ 

^ 2 + 2 \ 2 2 } 

13 T _ 2 xf cos3x 3 ^ 

<^>^7 = e“ " +-7.sin3x 

4 l 2 4 J 

T _2xf2cos3x 3 . „ ^ 

=>I = e +~.sin3x 

ỉ, 13 13 J 

=> a+b =—+ — = — 

=>a + b 13 + 13 - 13 

Câu 20: Đáp án A 
Câu 21: Đáp án D. 

Câu 22: Đáp án B. 

Câu 23: Đáp án D 


I = }-==. 

W3x+1 

Đặt V3x+1 = í => 3x = f 2 => 3dx = 2fdí 
Đổi cận: X = 1 => t = 2 
x = 5=>í = 4 


I = |r ... 2 f Lldf 

3 í f pzỉj l(t-l)(í+l) 1U-1 í + 1/ 

=ln|í-l|-ln|f+l|f =2In3-ln5 
=>fl=2; Ỉ7=-l=>« 2 +ữ&+3ỉr 2 =5. 
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STUPYTIP: 

Hàm số thê’ hiện quãng 
đường vật đi được tính 
theo thời gian là biểu 
thức nguyên hàm của 
hàm SỐ vận tốc. 


STUPYTIP: 

Biểu thức gia tốc là đạo 
hàm cấp một của biểu 
thức vận tốc, và là đạo 
hàm cấp hai của biểu 
thức quãng đường 


Công Phá Toán - Lớp 12 Ngọc Huyền LB 

VI. ứng dọng của nguyên hàm, tích phân trong thực tế. 

1. Dang bải toán về chuyển đỏng. 

Ví dụ 1: Một ô tô đang chạy vói vận tốc 10 m/s thì tài xế đạp phanh; từ thời 
điểm đó, ô tô chuyên động chậm dần đều với vận tốc V (í) = -5í 4-10 (m Ị s), 
trong đó t là khoảng thời gian tính bằng giây, kể từ lúc bắt đầu đạp phanh. 

Hỏi từ lúc đạp phanh đến khi dừng hẳn, ô tô còn di chuyển bao nhiêu mét? 
A.0,2 m B.2 m c. 10 m D.20 m 

___ (Trích đê minh họa ĩãn I- BGD&ĐT) 

Lời giải 

Đáp án c. 

Nguyên hàm của hàm vận tốc chính là quãng đường s (í) mà ô tô đi được sau 
quãng đường t giây kể từ lúc tài xế đạp phanh xe. 

Vào thời điểm người lái xe bắt đầu đạp phanh ứng vói t = 0. 

Thời điểm ô tô dừng lại ứng vói t 1 , khi đó = 0 <=> íj =2. 

Vậy từ lúc đạp phanh đến khi dừng lại quãng đường ô tô đi được là: 

s = J (-5Í+ 10)íỉí = Ịy í 2 + 10t|ổ = 10 m ■ 

Ví dụ 2: Một chiếc ô tô đang đi trên đường vói vận tốc = 2-Jt (o < t < 30) 
(m/s). Giả sử tại thời điểm í = 0 thì s = 0. Phương trình thể hiện quãng đứòng 
theo thời gian ô tô đi được là 

A. s = ^yfF{m) B.s = 2-Jt{m) c. s = ^í 3 (m) D. s = 2í(m) 

Lời giải 

Đáp án A. 

Tương tự như ở ví dụ 1 thì ta có s(f) = í2 -Jĩdt = 2j Hdt = 2.—^— i 2 ịm) 

_ Ề + 1 

Ví dụ 3: Một vật chuyển động với vận tốc đầu bằng 0, vận tốc biến đổi theo 
quy luật, và có gia tốc a = 0,3(m/ s 2 ). Xác định quãng đường vật đó đi được 
toong 40 phút đầu tiên. 

A. 12000m B.240m c.864000m D.3200m 

(Trích đê thi thử THPT Hoàng Diệu) 

Phân tích 

Nhận thấy bài toán này khác với hai ví dụ trên ở chỗ bài toán cho biểu thức gia 
tốc mà không cho biểu thức vận tốc, ở đây ta có thêm một kiến thức như sau: 
Biểu thức gia tốc là đạo hàm của biểu thức vận tốc, đến đây, kết hợp vói 2 ví dụ 
đầu ta kết luận: " Biểu thức gia tốc là đạo hàm cấp một của biểu thức vận tốc, 
và là đạo hàm cấp hai của biểu thức quãng đường". Từ đây ta có lời giải: 

Lời giải 

Ta có v(t) = J 0,3dt = 0,3 1 (do ban đầu vận tốc của vật bằng 0). 

Vậy quãng đường vật đi được toong 40 phút đầu tiên là: 
j°0,3 tdt = ^Ệ.t 2 1^ 400 = 864000 (m) 
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Chủ đề 3: Nguyên hàm - tích phân và ứng dụng 


The best or nothing 


Bài tập rèn luyện kỹ năng 

Câu 1: Một vật chuyển động với vận tốc thay đổi theo 
thời gian được tính bởi công thức v[t) = 3t + 2, thời 
gian tính theo đơn vị giây, quãng đường vật đi được 
tính theo đơn vị 772. Biết tại thời điểm í = 2s thì vật đi 
được quãng đường là 10 772. Hỏi tại thời điểm t = 30s 
thì vật đi được quãng đường là bao nhiêu? 

A. 1410m B. 1140m 

c. 300m D. 240m 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hạ Long) 
Câu 2: Một tàu lửa đang chạy với vận tốc 200 m/s thì 
nguôi lái tàu đạp phanh; từ thời điểm đó, tàu chuyển 
động chậm dần đều vói vận tốc 27 (f) = 200-20Í (m/s). 
Trong đó t là khoảng thời gian tính bằng giây, kê’ từ 
lúc bắt đầu đạp phanh. Hỏi thời gian khi tàu đi được 
quãng đường 750 m (kể từ lúc bắt đầu đạp phanh) ít 
hơn bao nhiêu giây so vói lúc tàu dừng hẳn? 

A. 5 s B. 8 s c. 15 s D. 10 s 

(Trích đê thi thử THPT Hoàng Văn Thụ) 
Câu 3: Giả sử một vật từ trạng thái nghỉ khi t = o(s) 
chuyển động thẳng vói vận tốc v(t) = t(5-t)(m/s). 
Tìm quãng đưòng vật đi được cho đến khi nó dừng 
lại. 

A 125 / X _ 125/ X 

A. -rr( m ) B.■==-(«) 

„ 125/ X „ 125/ X 

c. D. ^(ra) 

(Trích đê thi thử THPT Lương ThếVinh íẵn 2) 
Câu 4: Một người đi xe đạp dự định trong buổi sáng 
đi hết quãng đường 60km. Khi đi được 12 quãng 
đường, anh ta thấy vận tốc của mình chi bằng 23 vận 
tốc dự định, anh ta bèn đạp nhanh hơn vận tốc dự 
định 3km/h, đến nơi anh ta vẫn chậm mất 45 phút. Hỏi 
vận tốc dự định của người đi xe đạp là bao nhiêu? 

A. 5km/h B. 12bn/h 

c. 7km/h D. 18 km/h 

(Trích đê thi thử THPT TVB) 
Câu 5: Một ôtô đang chạy với vận tốc 10 m/s thì người 
lái đạp phanh; tù thời điểm đó, ôtô chuyên động chậm 
dần đều với vận tốc V = -5 1 +15 (m/s), trong đó t là 
khoảng thời gian tính bằng giây, kể từ lúc bắt đầu đạp 
phanh. Hỏi từ lúc đạp phanh đến khi dừng hẳn, ôtô 
còn di chuyển bao nhiêu mét? 

A.20m B. 10 772 c. 22,5 ra D.5ra 


Câu 6: Cho chuyển động thẳng xác định bời phương 
trình s = 2t 3 - 1 +1, trong đó t được tính bằng giây và 
s được tính bằng mét. Gia tốc của chuyển động khi t = 
2s là: 

A. 63m/s 2 B. 64m/s 2 

c. 23m/s 2 D. 24m/s 2 

(Trích đê thi thử THPT Ngọc Tộ) 
Câu 7: Cho một vật chuyển động có phương trình là: 

s = 2f 3 - J + 3 (t được tính bằng giây, s tính bằng mét). 

Vận tốc của chuyển động thẳng f = 2s là: 

„49 „ „47 

A. 3 B. -=r- c. 12 D. 

2 2 

(Trích đê thi thử THPTNgọc Tộ) 
Câu 8: Cho chuyển động thẳng xác định bởi phương 
trìnhS = 2í 4 -í + 1, trong đó t được tính bằng giây và 
s được tính bằng mét. Vận tốc của chuyển động khi t 
= ls là: 

A. 24m/s B. 23m/s c. 7m/s D. 8m/s 

(Trích đê thi thử THPT Ngọc Tộ) 
Câu 9: Một chiếc xe ô tô sẽ chạy ữên đường vói vận 
tốc tăng dần đều với vận tốc V = lOt (m/s) t là khoảng 
thời gian tính bằng giây, kể từ lúc bắt đầu chạy. Hỏi 
quảng đường xe phải đi là bao nhiêu từ lúc xe bắt đầu 
chạy đến khi đạt vận tốc 20 (m/s)? 

A. lOm B. 20m c. 30m D. 40m 

(Trích đê thi thử THPT Hoàng Diệu) 
Câu 10: Một ôtô đang chạy với vận tốc 19 m/s thì 
người lái hãm phanh, ôtô chuyển động chậm dần đều 
vói vận tốc 77 (í) = -38f+ 19(m/s), trong đó t là 
khoảng thòi gian tính bằng giây kể từ lúc bắt đầu hãm 
phanh. Hỏi từ lúc hãm phanh đến khi dừng hẳn, ôtô 
còn di chuyển bao nhiêu mét? 

A. 4,75772. B. 4,5772. c. 4,25772. D. 5772. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Quang Diêu) 
Câu 11: Một ô tô đang chạy đều với vận tốc 15 m/s thì 
phía trước xuất hiện chướng ngại vật nên người lái 
đạp phanh gấp. Kể từ thời điểm đó, ô tô chuyển động 
chậm dần đều với gia tốc -a 772/s 2 . Biết ô tô chuyển 
động thêm được 20 ra thì dừng hẳn. Hỏi a thuộc 
khoảng nào dưới đây: 

A. (3;4) B. (4;5) c. (5;6) D. (ó;7) 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu Un ĩ) 
Câu 12: Bổ dọc một quả dưa hấu ta được tiết diện là 
hình elip có trục lớn là 28cm, trục nhỏ 25 cm. Biết cứ 
lOOOcm 3 dưa hấu sẽ làm được cốc sinh tố giá 20.000đ. 
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Hỏi tù quả dưa như trên có thể thu được bao nhiêu 
tiền từ việc bán nước sinh tố?(Biết rằng bề dày của vỏ 
dưa không đáng kể, kết quả đã được quy tròn) 

A. 183.000đ B. 180.000đ 

c. 185.000đ D. mooođ 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Văn Trỗi lãn 3) 
Câu 13: Một viên đạn được bắn theo phưong thẳng 
đứng vói vận tốc ban đầu 29,4 rriịs. Gia tốc trọng 
trường là 9,8 m/s 2 . Tính quãng đường s viên đạn đi 
được từ lúc bắn lên cho đến khi chạm đất. 

A. s = 88,2m. B. s = 88,5m. 

c.s = 88m. D. s = 89 m. 

(Trích đê thi thử THPT chuyền Hùng Vương - Gia Lai) 
Câu 14: Một chất điểm đang cuyển động với vận tốc 
v a =15 m/s thì tăng vận tốc với gia tốc 
a(í) = t 2 + 4í Ị m ì s 2 ). Tính quãng đường chất điểm đó 


Ngọc Huyền LB 

đi được trong khoảng thời gian 3 giây kể từ lúc bắt 
đầu tăng vận tốc. 

A. 68,25m. B. 70,25m. 

C. 69,75m. D. 67,25m. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Biên Hòa - Đồng Nai) 
Câu 15: Một ca nô đang chạy trên Hồ Tây với vận tốc 
20 m/s thì hết xăng. Từ thời điếm đó, ca nô chuyển 
động chậm dần đều với vận tốc ơ(f) = -5í + 20 m/s, 
trong đó t là khoảng thời gian tính bằng giây, kể từ 
lúc hết xăng. Hỏi từ lúc hết xăng đến lúc dừng hẳn, ca 
nô đi được bao nhiêu mét? 

A. 10 m . B. 20 m. C. 30 m. D. 40 m. 

(Trích đê thi thử tạp chí TH &TT lân 6) 
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Hưổng dẫiì giải chi tiết 


The best or nothing 


Câu 1: Đáp án B 

s = Jo(t)df = J(3í + 2)df = ~+2t +c. 
s(2) = 10 => Ĩ—+22+C = 10 => c = 0. 



Suy ra: Khi í = 30s, vật đi được quãng đường 
.3 30 2 

s = - + 2.30 = 1410m. 

2 

Câu 2: Đáp án A 

Khi tàu dừng hẳn: V = 0 => t = ìo(s). 

s = = J(200-2í)df=>s = 200f-f 2 . 

s = 750 => 200í - 10í 2 = 750 => Ị^ 5 > 10=> Ỉ0ai 

At = 10-5 = 5(s). 

Câu 3: Đáp án D 

s = jf(5-f)di=>s = -y--j. 

Khi vật dừng lại =>u = f(5-f) = 0=>t = 5. 

5.5 2 5 3 5 3 125 / \ 

?*)' 

Câu 4: Đáp án (gõ lỗi đề 12 -> Vr, 23 -> 2/3 
Vận tốc dự định là v[km/h). 

Thời gian đi nửa quãng đường đầu fj = —■ = —{h)- 
3 V 

30 

Thời gian đi nửa quãng đường sau f 2 = ——ị. 

Ta có phương hình 

íl=t2 =Ể°_0 /75 oM + JỌ_ = Ế° +0/ 75 
V V v+3 V 

Giải phương ữình suy ra: u = 12 km/ h. 

Câu 5: Đáp án c 

Quãng đường vật đi từ lúc đạp phanh cho đến lúc 
dừng hẳn 
-5í+15 = 0oí = 3 

=>ị(-5i + 15pf.Ị^+15|“ 

= -^-|.3 2 +15j + 15 = 22,5(m) 

Câu 6: Đáp án B 
V — s' — 6 í 2 —1 

a = v' = m 

Khi í = 2=>a = 24(m/s 2 ). 


Câu 7: Đáp án D 

Ta có V = s' — t 2 — 
í 2 

„ 2 47 

Với t = 2=>v = 6.2 2 „ 

2 2 2 

Câu 8: Đáp án D 
Ta có u = s' = 8t 3 -l. 

Khi í = l =>0 = 8-l = 7(m/s 2 ). 


Câu 9: Đáp án B 
s = J ìotdí => s = 5f 2 . 

Khi ĩ> = 20m/s=>f = 2=>s = 5.2 2 =20 m. 

Câu 10: Đáp án c 

Khi ô tô dừng lại hẳn => ĩ; = 0 o 19-38Í = 0 <» f = ^. 
s = J (19 - 38f) dí => s = 19í - 19f 2 

Câu 11: Đáp án c 

Từ giả thiết ta có V = (-a) df => V = 15 - at , 



Giả sử tiết diện nằm trên hệ Oxy, tâm o trùng với 
tâm tiết diện 

Suyraelip: -ặ— + ỵ =1 
J 14 2 12,5 2 
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Thể tích quả dưa hấu chính là thể tích vật thể thu 
được khi quay phần gạch chéo quanh trục Ox. 

=>V = |reJ I2,5 2 \ĩ-^ỳx 

Số tiền thu được là: 

20000-15^ ~ 183259 M183000 đ. 

3.1000 

Câu 13: Đáp án A. 

Ta có công thức liên hệ giữa vận tốc, gia tốc và quãng 
đường đi được là V 1 -vị = 2 as 


875071 

3 


0-29,4 2 


= 44,1 


2 a -2.9.8 

Quãng đường đi được từ lúc bắn đến khi chạm đất là 
8 = 44,1.2 = 88,2(m). 

Câu 14: Đáp án c 


Ngọc Huyền LB 

Ta có 

V = dí = J(f 2 + 4í) dí => V = 15' + — + Ít 1 

Mà s = f vớt => s = 15t + —— H“ ■ 

J 12 3 

Sau 3 giây, chất điểm đi được quãng đường: 
s(3) = 15.3 + ^ + ^ = 69,75(m). 

Câu 15: Đáp án D 

Khi dừng hẳng => ĩ7 = 0(«z/s)=í>í = 4(s). 

Phương trình quãng đường đi được của ca - nô từ khi 
hết xăng 

s = (20-5f)dt => s = 20 í -y- 

Tại t = 4 => s = 40 

Suy ra: ca - nô đi được 40 mét 
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The best or nothing 


Chủ đề 4z Số phức 

PL Lý Ẽhuyếl 
ỉ.số phức 

0. số i. 

Việc xây dựng tập hợp số phức được đặt ra từ vấn đề mở rộng tập họp số 
thực sao cho mọi phương trình đa thức đều có nghiệm. Để giải quyết vân đề 
này, ta bổ sung vào tập số thực M một số mới, kí hiệu là i và coi nó là một 
nghiệm của phưong trình X 2 +1 = 0, như vậy Ị i 2 — —Ĩ7Ị 

1. Định nghĩa. 

Mỗi biểu thức dạng a+bi, trong đó a,b e i Ẵ,i 2 = —1 được gọi là một số phức. 
Đối vói số phức z=a+bi, ta nói a là phần thực, b là phần ảo của z. 

Tập hợp các số phức kí hiệu là c. 

2. Sô phức bằng nhau. 

Hai số phức bằng nhau nếu phần thực và phần ảo của chúng tưong ứng bằng 
nhau. 

\a+bi=c+đỉoa=7vầ b=ã.ị 

Nhận xét: 

1. Từ sự bằng nhau của số phức, ta suy ra mỗi số phức hoàn toàn được xác định 
bởi một cặp số thực. Đây là cơ sở cho phần 3. Biểu diễn hình học của số phức. 

2. Mỗi số thực a được đồng nhất với số phức a+Oi, nên mỗi số thực cũng là 
một số phức. Do đó, tập số thực K là tập con của tập số phức c. 

3. Số phức o+bi được gọi là số thuần ảo và được viết đơn giản là bi . 

4. Số i được gọi là đơn vị ảo. 

3. Biểu diễn hình học của số phức. 

Điểm biểu diễn số phức 2 = a + bi hên mặt phẳng tọa độ là điểm M (íỉ; . 

4. Mô đun số phức. 

Giả sử số phức 2 = a + bi được biểu diễn bởi điểm M ịa‘, trên mặt phẳng 

tọa độ. Khi đó 

Ị Độ dài của vecto OM được gọi là mô đun của số phức 2 và kí hiệu là |z|. 

I Vậy |z|=|OAí| = 7fl 2 +ỉr. 

5. Sô phức liên hợp. 

I Cho sốphức z=a+bi . Ta gọi a-bi là số phức liên hợp của z và kí hiệu là 
z = a-bi. 

Chủ ỷ: 

1. Tổng của một số phức với số phức liên hợp của nó bằng hai lần phần thực 
của số phức đó. 

2. Tích của một số phức vói số phức liên hợp của nó bằng bình phương mô 
đun của số phức đó. 
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STUDYTIP: 

c+di 

a+bi 

ac+bd | ad-bc . 
a 2 + b 2 a 2 +b 2 


Công Phá Toán - Lớp 12 _ 

ỈB. Các phép toán vổi số phức. 

1. Phép cộng và phép trừ. 

Ouv tắc: Để cộng (trừ) hai số phức, ta cộng (trừ) hai phần thực và hai phần ảo 
của chúng. 

1, (a + bi) + (c + dí) = (a + c)+{b+d)v r 

2, (a + bi)-(c + di) = (a-c) + (b-d)i. 

2. Phép nhân và phép chia. 

a. Phép nhân. 

I Phép nhân hai số phức được thực hiện theo quy tắc nhân đa thức rồi thay 
i 2 — —1 trong kết quả nhận được. 

(a+ bi) (c+ di) =(ac- bã) + ịad + bc) i 

b. Phép chia. 

Quy tắc thực hiện phép chia hai số phức: 

" Thực hiện phép chia là nhân cả tử và mẫu với số phức liên họp của 
a + bi 

a+bi" 

m , c+di ( c+di)(a-bi) ac + bd , ad-bc . 

TaCÓ a 2 -b 2 i 2 ~a 2 +b 2+ a 2 +b 21 ' 

3. Phương trình bậc hai vói hệ số thực. 

Các căn bậc hai của số thực a < 0 là ±z^jõỊ. 


Xét phương trình bậc hai ax 2 + bx + c = 0 với a,b,c<=R, 0. Xét biệt số 

A = b 2 -4flC,tacó 


À=o 

A>0 

A<0 

Phương trình có một nghiệm 
thực 

b_ 

x 2a' 

Phương trình có hai nghiệm 
thực phân biệt được xác định 
bởi công thức 

—b ± y[Ã 

Xl ' 2 ~ ĩa ' 

1. Nếu xét trên tập số thực thì 
phương trình vô nghiệm. 

2. Nếu xét trên tập hợp số phức, 
phương trình có hai nghiệm 
phức được xác định bởi công 
thức 

-b±iỊÃ\ 

X, „ =-—. 

1,2 la 


Nhận xét: Trong các đề thi thử và đề minh họa của Bộ GD&ĐT thì các câu số 
phức là câu dễ, là câu lấy điểm, do vậy khi làm bài ta cần thận trọng toong 
tính toán. 
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lllIiilSk thiệu một số tính siămg tính toán số phức bằng máy tính 

Đọc thêm > Casio, 

— 1 ___/ 


1 5ars 2ỉConJ3 
3ỉ ếr-ắộ 4ỉ &a+bí 


Trên đây là một số lưu ý về tính toán vói số phức trên máy tính cầm tay. 
Đặc biệt, khi tính mô đun số phức ta sử dụng nút ỊsHIPtỊ + ịhypị (Absolute 
value) hay chính là nút giá trị tuyệt đối. 


Trong máy tính Casio có chế độ tính toán vói số phức như sau: 

1. An ỊmPDeỊ ị2:CMPLx| để vào chế độ tính toán với số phức. 

Khi đó các nút quang ữọng sau: 

2. Nút ỊeNG| phía trên có chữ i nhỏ, khi chuyển sang chế độ tính toán phức thì 
sẽ là i. 

3. Đặc biệt, khi ấn ỊshĨẽtỊ 2 máy hiện như hình bên. 

Ở đây: 

l:arg là argument của số phức. 

2: Conjp là hiển thị số phức liên hợp của số phức. (Ở đây Conjp là viết tắt của 
conjugate). 

3: Dạng lượng giác của số phức 

4: Từ dạng lượng giác của số phức chuyên thành dạng chính tắc. 
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[ Bài tập rèn luyện kỹ năng _Ị 

1. Phần thực, phần ảo. 

Câu 1: Cho số phức: z = (l+í) 2 +(l+z') 3 +...+(l+z) . 
Phần thực của số phức z là: 

A. -2 11 B. -2 11 +2 c. -2 u -2 D.2 U 

(Trích đê thi thử ĩãn 2- THPT chuyên KHTN) 
Câu 2: Cho số phức z = —1+3/. Phần thực và phần 
ảo của số phức w = 2ỉ -3z lần lượt là: 

A.-3và-7 B. 3 và-11 C.3và-7 D. 3 và 11 

(Trích đê thi thử THPT Kim Thành - Hải Dương) 
Câu 3: Phần thực của số phức z = 5+2i - (l+ i) là: 

A. Đáp số khác B. 7 

c 3 D. 5 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hoàng Văn Thụ) 
Câu 4: Cho hai số phức Zj = l-z',z 2 =3+2i. Phần 
thực và phần ảo của số phức z r z 2 tương ứng bằng: 
A. 5 và 1 B. 5 và -i C. 5 và -1 D. 4 và 1 


(Trích đê thi thử số5 — tạp chí Toán học & Tuổi trẻ) 
Câu 5: Cho số phức z thỏa mãn ỉz = 2+1. Khi đó 
phần thực và phần ảo của z là: 

A. Phần thực bằng 1 và phần ảo bằng -2 i 

B. Phần thực bằng 1 và phần ảo bằng 2 ỉ 

C. Phần thực bằng -1 và phần ảo bằng -2 

D. Phần thực bằng 1 và phần ảo bằng -2 

(Trích đê thỉ thử sờ GD&ĐT Hà Tĩnh) 
Câu 6: Cho số phức z = a+bi. Số phức z 2 có phần 
ảo là: 

A. 2 ab B.-2 ab c.a 2 +b 2 D. ab 

(Trích đê thi thử THPT Triệu Sơn 2) 
Câu 7: Cho (x+2if = 3x+yz'(x,y e R). Giá trị của X 
và y bằng: 

A. X = 1 và y = 2 hoặc x = 2 và y = 4 

B x = 2 và y = 5 hoặc x = 3 và y = -4 

c. X = -1 và y = -4 hoặc X = 4 và y = 16 

D. X = 6 và y -1 hoặc X = 0 và y = 4 
(Trích đê thi thử THPT Triệu Sơn 2) 


2. Biểu diễn hình học của số phức. 

Câu 8: Tập hợp các điểm bêu diễn các số phức 2 thỏa 
mãn phần thực của ^—7 bằng 0 là đường tròn tâm 
I, bán kính R (trừ một điểm): 


số phức z. 

A. Phần thực là ..-4 và 
phần ảo là 3. 

B. Phần thực là 3 và 


H 

1 B. lị 
2/ 42 l 

':MỊroỉ 
,2 2/ 2 

phần ảo là 4z' 
c. Phần thực là 3 và 

0 

í 

dị 

D. I 

42 ) 2 ' 


phần ảo là -4 

D. Phần thực là -4 và 

-4 

i M 


(Trích đê thi thử tân 2- THPT chuyên KHTN) 
Câu 9: Tập họp các điểm biêu diễn các số phức z thỏa 
. mãn |z-2-i| = |z+2i| là đường thẳng: 

A. 4x-2y + l = 0 B. 4x-6y-l = 0 

c. 4x+2y-l = 0 D. 4x-2y-l = 0 

( Trích đê thi thử tán 2 - THPT chuyên KHTN) 
Câu 10: Cho các số phức z thỏa mãn: 
|z -z'| = |z -1 + 2z|. Tập hợp các điểm biểu diễn các số 
phức wz = (2-z)z + l trên các mặt phẳng tọa độ là một 
đường thẳng. Viết phương hình đường thẳng đó. 

A. -x+7y+ 9 = 0 B. x+7y-9 = 0 

c. x + 7y + 9 = 0 D. x-7y+9 = 0 

(Trích đê thi thử Ĩẵn2- THPT chuyên KHTN) 
Câu 11: Điểm M ữong hình vẽ bên là điểm biểu 
diễn của số phức z. Tìm phần thực và phần ảo của 


phần ảo là 3i 

(Trích đê minh họa môn Toán tân 2 - năm 2017) 
Câu 12: Phương trình của tập hợp các điểm biểu 
diễn SỐ phức z thỏa Ị z+z'1 = 1 z +l| là? 

A.X - y = 0 B. X +y = 0 

c.2x +y -1 = 0 D. X -2y =0 

(Trích đê thi thử THPT Hoàng Diệu) 
Câu 13: Cho số phức z = 5-4i. số phức đối của z có 
điểm biểu diễn là: 

A. (-5; 4) B. Đáp số khác 

c. (5;4) D. (5;-4) 

(Trích đẽ thi thử THPT chuyên Hoàng Vặn Thụ) 
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Câu 14: Trên mặt phẳng tọa độ Oxy, tập hợp điểm 
biểu diễn các số phức z thỏa mãn điều kiện 

|zí-(2 + í)| = 2 là: 

A. 

B. (x-2) 2 +(y + l) 2 =4 
c. (x-l) 2 +(y-2) 2 =4 
Đ. {x-lf +(y+2) 2 =ể 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hoàng Văn Thụ) 
Câu 15: Cho số phức z thỏa mãn (l+3í)z + 2i = -4. 
Điểm nào sau đây là điểm biểu diễn của z trong các 



điểm M,N,P,Q ở hình bên? 

A. Điểm M B. Điểm N 

C.ĐiểmP D.Điểm Q 

(Trích đê thi thử THPT Kim Thành - Hải Dương) 
Câu 17: Cho hai số phức z, =1 -i,z 2 =3+2i. Trong 
mặtphẳng Oxy, gọi các điểm M,N lần lượt là điểm 
biểu diễn số phức z,,z 2 , gọi G là trọng tâm của 
tam giác OMN, vói o là gốc tọa độ. Hỏi G là 
điếm biểu diễn của số phức nào sau đây? 

A. 5 -i B. 4+í c. ị+ịi D. 2+ịi 
3 3 2 

(Trích đê thi thử số5- tạp chí Toán học & Tuồi trẻ) 


Câu 18: Cho số phức z thỏa mãn |z -1+z'| = 2. Chọn 
phát biểu đúng: 

A. Tập hợp điểm biểu diễn số phức z là một 
đưòng thẳng. 

B. Tập hợp điểm biểu diễn số phức z là một 
đường Parabol. 

c. Tập hợp điểm biểu diễn số phức z là một 
đường hòn có bán kính bằng 2. 

D.Tập hợp điểm biểu diễn số phức z là một 
đường tròn có bán kính bằng 4. 

(Trích đê thi thử sở GD & ĐT Hà Tĩnh) 
Câu 19: Cho số phức z thỏa mãn |z+1| = |z - 2t'+3|. Biết 
tập các điểm biểu thị cho z là một đường thẳng. 
Phương trình đường thẳng đó là: 


A. x-y -3 = 0 B. x-y +3 = 0 

c. x+y+3=0 D. x-y = 0 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lam Sơn - Thanh Hóa) 
Câu 20: Giả sử M(z) là điểm trên mặt phẳng phức 
biểu diễn SỐ phức 2 . Tập hợp các điểm M(z) thoả 
mãn điều kiện |z -1+ĩj = 2 là một đường tròn: 

A. Có tâm (—1;—l) và bán kính là 2 

B. Có tâm (l;-l) và bán kính là Vã 
c. Có tâm ( — l;l) và bán kính là 2 
D. Có tâm (l;-l) và bán kính là 2 


(Trích đê thi thử THPT chuyên Vị Thanh - Hậu Giang) 

Câu 21: Điểm biểu diễn của số phức z = _ là: 

^ 2-3 ì 

+ M c(3;_2) 


(Trích đê thi thử THPT Triệu 'Sơn 2) 


môđun của số phức Zj-Z 2 . 

A. |zj -Z 2 ị=2-Jĩ B. |zj-z 2 | = l 

c. |zj-z 2 | = VĨ7 D. |zj-z 2 | = 5 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Trãi - Hải 
Dương) 

Câu 23: Tìm số phức liên hợp của số phức z = i(3i +1). 
A. z = 3— i B.z = —3+í 

c. z = 3 +i D. z = -3 -ỉ 

(Trích đê minh họa môn Toán ĩãn 2 - năm 2017) 
Câu 24: Tính mô đun của số phức z thỏa mãn 
z(2.-f) + 13í=l. 


B.|z| = 34 

DM =ẹ 

(Trích đê minh họa môn Toán ĩẵn 2 - năm 2017) 
Câu 25: Cho số phức z = a + biịa,b e !<) thỏa mãn 
l+í')z + 2z = 3+2/. Tính P-a+b. 

A. p = ị B.p = 1 

2 

c. p = -l D. P = -Ậ 

2 

(Trích đê minh họa môn Toán tân 2- năm 2017) 


3. Các phép toán với số phức, mô đun số phức, số phức liên hợp. 
Câu 22: Cho số phức Zj =1 + 21 và z 2 =-2-2 i. Tun A. |z| = V 34 
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Câu 26 : Xét số phức 2 thỏa mãn (l+2z')z = ^^-2+z - . 

2 

Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. |<H<2 B.|H>2 

c. |z|<ị D. ị<|z|<| 

I I 2 2 1 1 2 

(Trích đê minh họa môn Toán tân 2- năm 2017) 
Câu 27: Cho số phức z thỏa: -—7 = ỉ. Môđùn của số 
phức: zơ = ( 2 -z')z-l là? 

A. 12Í71 = 5 B. 12Í71 = -s/5 

c. 1 10 1 = 3 D. |w| = l 

(Trích đê thi thử THPT Hoàng Diệu) 
Câu 28: Giá trị của 2 = 1 +i + i 2 +...+i 2017 là? 

A.-l+i B.o 

C. 1-i; D. 1 + i 

, (Trích đê thi thử THPT Hoàng Diệu) 
Câu 29: Cho số phức z = 1 + 2i, giá trị của số phức 
w = z+ỉz là? 

A. 2-i B. 3 +3i 

c.l+i D.3-3Ĩ 

(Trích đê thi thử THPT Hoàng Diệu) 
Câu 30: Cho hai số phức Zj = l-z,z 2 =3+2i. Tìm 
môđun của số phức Zj - z 2 . 

A.S B. 5 C.M D. yfĩ 

(Trích đê thi thử sô'5 - tạp chí Toán học & Tuổi trẻ) 
Câu 31: Cho hai số phức Zj = l-z',z 2 =3+2i. Tim số 
phức z thỏa mãn z.Zj+z 2 =0. 


_ 1_5 
2 2 


1 5, 
• z = ——ri 

2 2 


(Trích đê thi thử sô'5 - tạp chí Toán học & Tuổi trè) 
Câu 32: Cho số phức z = 3+2z‘. Tim số phức 
w = 2z'-(3-z)z+2zz-l? 


A. w = -12-17z B. W=T2+T7i 

c. Z 0 = 12-17z' D. w = -12+17z' 

(Trích đê thi thử THPT Kim Thành - Hải Dương) 
Câu 33: Cho số phức z thỏa mãn |z - 4| + |z + 4| = 10. 
Giá ữị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của |z| lần lượt là: 


A. 10 và 4 B. 5 và 4 c. 4 và 3 D. 5 và 3 
(Trích đê thi thử số 5 - tạp chí Toán học & Tuổi trẻ) 
Câu 34: Cho số phức 2 thỏa mãn 
(l-ỉ')z + 2zz = 5 + 3z. Môđun của z là: 


Ngọc Huyền LB 

A. |z| = V3 B. |z| = ^ 

c. |z| = 5 D. |z| = 3 

(Trích đẽ thi thử Sở GD & ĐT Hà Tĩnh) 
Câu 35: Cho hai số phức Zj = 2 + z',z 2 = 3-4z. Môđun 
của số phức (Zj - z 2 ) là: 

A. -M . B. -s/26 

c. >/ĨÕ D. -734 

(Trích đê thi thử sở GD & ĐT Hà Tĩnh) 
Câu 36: Số phức liên hợp của số phức 2 = a+bi là số 
phức: 

A. z =-a+bi B. z = b-ai 

c. z=-a—bi D. z=a—bỉ 

(Trích đê thi thử Sở GD & ĐT Hà Tĩnh) 
Câu 37: Cho hai số phức Zj = 1 + 3í' ; z 2 = 2 - ỉ. Tun số 
phức hj = 2Zj-3z 2 . 

A. ĩv = -4i-9ỉ B. w = -3+2i 

c. w=-3-2i D. w = -4+9z' 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lam Sơn - Thanh Hóa) 
Câu 38: Cho số phức z = a+bi thỏa mãn 
2z+ 2 =3+z'. Giá trị của biểu thức 3 a+b là: 

A. 6 B. 3 c. 4 D. 5 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lam Sơn - Thanh Hóa) 
Câu 39: Cho hai số phức Zj = 1+z; z 2 = 2+3 ỉ. Tìm số 
phức w = (zj) ,z 2 

A. ti? = 6+4z' B. 2Í7 = 6—4i 

C. w=-6-4i D. w=-6+4i 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lam Sơn - Thanh Hóa) 
Câu 41: Cho số phức z thỏa mãn điều kiện 
2z - zz = 2+5i. SỐ phức z cần tìm là: 

A. z = 3+4i B. z = 3-4z' 

c. z = 4-3z' D. z = 4+3z 


(Trích đê thi thử THPT chuyên Vị Thanh - Hậu Giang) 

1 ylỉ 

Câu 42: Cho số phức z = —~+—i. Khi đó sồ phức 


_l_s. 


A S. 


c. 1+Si D. S-i 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Vị Thanh - Hậu Giang) 

1 -É 

Câu 43: Cho số phức z= 2 + 2*' s ° p^ c 
hz = 1+z+ 2 2 , |za| bằng: 

A. 2 B. 3 c. 1 D.o 

(Trích đê thi thử THPT Triệu Sơn 2) 
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9 23, „ 16 11 

25 25 15 15 

94. 16_13 

5 5 1 D ‘ 17 


(Trích đê thi thử THPT Triệu Sơn 2) 
Câu 45: Số phức 2 thỏa mãn: 

(l+i)z + (2-3i)(l+2i) = 7+3i là: 


(Trích đê thi thử THPT chuyên Hoàng Văn Thụ) 
4. Phương trình. 

Câu 47: Trên tập số phức, tìm nghiệm của phương 
hình iz+2—i=Q. 

A. z=l-2ĩ' B. z=2+í 


c. z = l+2ỉ' D. z = 4-3 ỉ 

(Trích đẽ thi thử THPT chuyên Nguyễn Trãi - Hải 
Dương) 

Câu 48: Kí hiệu z 0 là nghiệm phức có phần ảo 
dương của phương trình 4z 2 -16z+17 = 0. Trên mặt 
phẳng tọa độ, điểm nào dưới đây là điểm biểu diễn 
của SỐ phức w = iz B ? 



(Trích đê minh họa môn Toán Un 2- năm 2017) 
Câu 49: Cho phương trình: z 2 - 2z+3 = 0 có hai 
nghiệm là Z1, Z2. Giá trị của W = zỊ+zị + Z Ị Z 1 là? 


A. 2 B.3 

c. 1 D. 1-i 

(Trích đê thi thử THPT Hoàng Diệu) 


Câu 50: Giá trị của b và c đê’ phương trình 

z 2 + bz + c = 0 nhận z = 1 + i làm nghiệm là? 
A. b = 1 và c = 3 B. b = 2 và c = -2 

c. b = -2 và c = 2 D. b = -3 và c = 1 

(Trích đê thi thử THPT Hoàng Diệu) 
Câu 51: Gọi Zj và z 2 là hai nghiệm phức của 
phương trình z 2 + 2z +10 = 0. Giá trị của biểu thức: 

A-ư+ư* 

A. 10 B. 2-v/ĨÕ 

c. 20 D. Đáp số khác 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hoàng Văn Thụ) 


Câu 52: Gọi Z 1 ,Z 2 ,Z 3 ,Z 4 là bốn nghiệm phức của 


phương trình 2z 4 -3z 2 -2 = 0. Tổng: 

^KhKKKKKIbằng: 


A. T=5'JĨ B. T=3-JĨ 

c. T= 5 D. T = V 2 

(Trích đê thi thử THPT Kim Thành - Hải Dương) 
Câu 53: Xét phương ứình z 3 =1 trên tập số phức. 
Tập nghiệm của phương trình là: 


a.s=M b. S =Ị 1; ^Ị 

—H4| -‘-{441 


(Trích đê thi thử sô'5 - tạp chí Toán học & Tuổi trẻ) 


Câu 54: Biết z x và z 2 là hai nghiệm phức của 
phương trình: 2x 2 + Sx + 3 = 0. Khi đó zị+zị 
bằng: 

9 _ _ „9 „3 

A. B. 3 c. -7 D. 7 

4 4 4 

(Trích đê thi thử sở GD & ĐT Hà Tĩnh) 
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Hướng dẫn giải chi tiết 


Câu 1: Đáp án c. 

Ta. có: S Ịt = 14- p 1 4- p 2 4-... 4- p n = — -— 

=> z = -2050 - 2048; = -2 11 -2-2048; 
Câu 2: Đáp án D. 
w = 2z' - 3z = 2z - 3 (-1 - 3z) = 11; +3 
Câu 3: Đáp án B. 

Ta có: 

z = 5+2z'-(l+;) 3 =5+2z'+2-2z' = 7 
Câu 4: Đáp án c. 

Ta có: z r z 2 =(l-;)(3+2z') = 5-z' 

Câu 5: Đáp án D. 

Ta có: z=ỉ|ẩ = l-2; 


Câu 6: Đáp án A. 

Z z = (í7+ỉn) =a z -b 2 + 2abi 
Câu 7: Đáp án c. 

Ta có: 

(x + 2 ;■) = 3x + yz' <=> X 2 - 4 + 4xz' = 3x + yi 


<=> 


Jx 2 -4 = 3x 
|4x = y 


o 



[4x = y 


Lĩl 

[y = -4 


ly = 16 


Câu 8: Đáp án D. 

Giả sử: z = x+yi(x,y#Ò) 
Theo bài ra ta có: 


Z-1 x + y;-l _ x + yí-l _ (* + yz'-l)(*-;(y-l)) 
z-i ~ x+yi-i ~x + ;-(y-l)~ x 2 +(y-l) 2 


_ x 2 -x + y(y-l) 0 
x 2 +(y-l) 2 

Vậy biểu diễn hình học của số phức z là: 



Câu 9: Đáp án D. 

Giả sử: z = x+yi(x,yit o) 

Ta có: |z-2-z'| =|z+2í| 

«b-2) ! +(y-i) =*"+(y-2) 

<=>4x-2y-l = 0 
Câu 10: Đáp án c. 


Đặt z = x + yz',(x,y s . 

Khi đó phưotng trinh 

<=>yỊx 2 +(y-rf =^-i) 2 +(y+2) 2 

o-2y+l = -2x+l+4y + 4 <=> 2x-6y-4 = 0 

ox-3y-2 = 0«x = 3y+2 

Với 

I 0 = x'+y';' = (2-;').z+l = (2-;').(x+y;)+l 
= 2x+2yi-;'x+y+l 
= (2x + y + l) + (2y-x); 

íx' = 2x+y+l = 2.(3y+2)+y = 7y+5 
[y' = 2y-x = 2y-3y-2 = -y-2 
=>x'+7y' = -9ox'+7y , +9 = 0. 

Câu 11: Đáp án c. 

Câu 12: Đáp án A. 

Gỉảsử: z = x+yi(x,yeR) 


Theo .bài ra ta có: I z + z'| =|z + l| 

<=>2x-2y = 0 

ox-y = 0 

Câu 13: Đáp án A. 

z = x+yi (x,yeR:)=>z' = -x-y; 


Câu 14: Đáp án D. 

Giả sử: z = x+y;'(x,y*0) 

Theo bài ra ta có: |zz'-(2+;')| = 2 
«|xz-y-2-i| = 2 
«(x-l) 2 +(y+2) 2 =4 
Câu 15: Đáp án D. 

Ta có: (l+3;)z+2; = -4 z = = -l+i 

Câu 17: Đáp án c 

Lời giải : Do M, N lần lượt là điểm biểu diễn số phức 
Zj;z 2 nên . Khi đó tọa độ điểm G là 


trọng tâm của tam giác OMN có tọa độ gỊj^;ÌJ 

4 1. 

Vậy G là điểm biểu diên của số phức z = ■— +—i ■ 
Câu 18: Đáp án c. 

Giả sử: z = x+yz'(x,y*0) 


Theo bài ra ta có: 
|z-l+z'| = 2 
o|(x-l)+(y+l)z| = 2 
o(x-l) 2 +(y+l) 2 =4 
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Câu 19: Đáp án B. 

Giả sử: z = x+yỉ{x,y*Ò) 

Theo bài ra ta có: 

|z + l| = |z-2i + 3| 

o(x+l) 2 +y 2 =(x+3) 2 +(y-2 ) 2 
«=>x-y + 3 = 0 
Câu 20: Đáp án D. 

Giả sử: z = x+yiịx,y*0) 

Theo bài ra ta có: 

|z-l + z| = 2o(x-l) 2 +(y + l) 2 =4 
Câu 21: Đáp án B. 

T . 1 2 , 3 . 

Ta có: z = -—— = —+—z 
2-3 i 13 13 
Câu 22: Đáp án D. 

Ta có: |z, - z 2 1 = |l+ 2i - (-2 - 2z)| = |3+4z| = 5 
Câu 23: Đáp án D. 

Theo bài ra ta có: 
z = z'(3z+l) = -3+z=>z = -3-z' 

Câu 24: Đáp án A. 

Ta có: |z|=|ỉ^Ẹ| = Ị 3 - 5 z| = >/34 

Câu 25: Đáp án c. 

Giả sử: z = a+bi (zz, b e K j 
(l + z)(íỉ + ỉzz)+2(ữ-ỉ«) = 3+2z' 
<z>3a-b+{a-b)i = 3+2i 


\a-b = 2 


=$ p = a+b = -ĩ 
Câu 26: Đáp án D. 

Giả sử: z = x+yi (x,z/eE*)và |z| = c(c>ũ), 
thay vào đẳng thức ta có: 


f2z)c = -^G-2 + i 

{ us )c= àjpă. 

■ WĨÕ , „ , / n . , y. 


Xy/ĩõ , 




JẬZ-0 

+2f+{2c-ỉf. 

-«(</”■) 

c = -1 {ho t / 


c +2 = 

- 2 c +1 = 
10 Ịx 2 +ý‘ 

à 

H =1 


yĩõ 

c 2 

yVĩõ 


Do đó ta có: ị < |z| < ậ 
2 1 1 2 

Câu 27: Đáp án B. 

Ta có: 

^ = z=,z(l-z) = 2 

Õz = l+i=>w = ( 2 -i)(l+í)-l = 2 +i 

|w| = V5 

Câu 28: Đáp án D. 

Tacó: z = l ———- = l + í. 
i -1 

(Áp dụng công thức: S n = l+p+p 2 + +p« = EĨl zĩ ) 

Câu 29: Đáp án B. 

Ta có: w=z+iz =(l+2z')+z'(l-2z') = 3+3z 
Câu 30: Đáp án A. 

Ta có: |zj —z 2 | =|l+z'-3—2z'| = Vỗ 


Câu 31: Đáp án D. 

rp_ , - — z, —3—2 i 

Zj 1 -i 

Câu 32: Đáp án D. 


15. 
2 2* 


15, 
=>z = —r+r z 
2 2 


Tacó: w = 2z‘-(3-z)z+2z‘z-l 

= 2z - (3 - z) (3 - 2f)+2f (3 + 2z) -1 
= —12+17Ĩ 
Câu 33:Đáp án D. 

Lời giải: Đặt z = x + yi {x,y e Gỉ). Khi đó phưong 


trình đề bài trờ thành: 

|x-4 + yz'|+|x + 4+yz| = 10 

e>yl(x-ếf +y 2 +yl(x+ếf +if =10 

Đến đây, ta nhớ đến các bất đẳng thức vecto như 

note ở bên. 


Vậy đặt u=(x-4;y),v=(x+4,y). IChi đó áp dụng 


bđt |«|+|zz|>|u+ữ| ta có: 

Ậx-4) 2 +ĩf +Ậx+4f+ĩ/ >Ậ2xf+(2yf 
olO>2'Jx 1 +y 2 <=> |z| < 5. Vậy GTLN của mô dim 


số phức z là 5. 

Với GTNN, áp dụng bất đẳng thức Bunyakovski ta 
có: 


Ịl^/(x-4) 2 +y 2 +l.Ậx + 4) 2 + y 2 j 
<(l 2 +1 2 )Ị(x-4) 2 + y 2 + (x+4 ) 2 + y 2 ) 

=> 10 < 2(x 2 + y 2 +16^ <=> X 2 + y 2 > 9 => -^x 2 + y 2 >3 . 
Vậy GTNN của mô đun số phức z là 3. 

Câu 34: Đáp án B. 

Giả sử: z = x+Ị/z'(x,i/*0) 
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(l-i)(x+yi)+2ỉ(x-yi) = 5+3i 
o(a:+3y)+(x+y)i = 5+3ío|^^ = = 3 5 ■ 

Câu 35: Đáp án B. 

Ta có: |zj -z 2 | =|2+z-3+4í| =|-l+5i| = ^6 
Câu 36: Đáp án D. 

Câu 37: Đáp án D. 

Ta có: h; = 2z 1 -3z 2 =2(l+3i)-3(2-ỉ') = -4+9í 
Câu 38: Đáp án c. 

Ta có: 2ịa+bi)+a-bi = 3+i 
o 3a+ib = 3+i 

oj^ = *=í>3fl+b = 4 

[fe = l ■ 

Câu 39: Đáp án D. 


<?>2x+2yi-xi-y = 2+5i 

*>ị 2x ~l = 2 ~ị x = 3 

\-x + 2y = 5 Ịy = 4 
Vậy z = 3+4z 
Câu 42: Đáp án B. 

Câu 43: Đáp án D. 

Ta có: U = \l + z + Z t ị = \l-ị + ệi-ị-ệiLo 

1 1 I '2 2 2 2 I 

Câu 44: Đáp án D. 

_ 3-4i_ 16 13. 

Tacó;2 -TT’W ư' 

Câu 45: Đáp án c. 

Sử dụng lệnh CALC toong máy tính để thử các 
phương án. 

Câu 47: Đáp án c 
Câu 48: Đáp án B. 

Ta có: 


4z 2 -16z + 17 = 0<=> 


v = iz n =-4 + 2z' 


Z n =2 + -_ 
0 2 

z = 2 -ị’ 


z 2 -2z+3 = 0c 


Câu 49: Đáp án c. 

Ta có: 

= l+'j2i 
Z = 1 -Si 

Suy ra: ĨO = Zj + z 2 + ZjZ 2 
= ịl+yf2iỊ +ịl-j2if +ịl+j2i)ịl-j2i} = ĩ . 

Câu 50: Đáp án c. 

Do z = 1 + ỉ là nghiệm của phương trinh đã cho 
nên: 

(l+i) 2 +b(l+í)+c = 0 
<=>2z+ỉh-ỉũ+c = 0o&+c+(2+ỉ>)ì = 0 

[&+c = 0 \b = -2 

<=>: : ” 

[2+b = 0 [c = 2 

Câu 51: Đáp án c. 


Ta có: 
z 2 +2z+10 = 0o 


Zj =-l+3i 
-1-3Ỉ 


Ta có: w=(z l f.z 2 = (l+z') 2 .(2+3í) = -6+4z 

Suy ra A = |-1+3i| 2 +1- 

Câu 41: Đáp án A. 

Câu 52: Đáp án B. 

Giả sử: z = x+yiịx,y*Ó) 

Ta có: 

2z-iz = 2 + 5i 

2z 4 -3z 2 -2 = 0o(2z 2 

o lịx+yỉ)-ì{x-yỉ) = 2+5ỉ 


<ĩ>2x+2yi-xi-y = 2+5i 


| 2 x-y = 2 Jx = 3 


\-x+2y = 5 Ịy = 4 

. T ’ r*T 


*-4, 

1 2 

h -ị 

2 2 

Z 3 =JĨ 


Hd+hl+hl+kb 3 '® 

Câu 53: Đáp án D. 

Ta có: 

z 3 =lo(z-l)(z 2 +z+l) = 0 

\z = l 

<=> [z 2 +z+l = 0 


„ 1 , Vậ. 
2 2 2 


Ị±ệi 


Câu 54: Đáp án A. 

Ta có: Zj 2 + z 2 2 = (zj + z 2 ) 2 - 2ZjZ 2 


Áp dụng hệ thức Viet ta có: 
Suy ra ta có: Zj 2 +z 2 2 


r ,, 

Z l +Z 2 = 9 
t ta cóH _ z 
3 

z,z, = — 

l 1 2 2 
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Đọc thêm: Bổ sung một số wí dụ khác về số phức 
1. Bài toán tìm số phức có môđun lổn nhất, nhỏ nhất. 

I Tìm số phức z có môđun lớn nhất (hoặc nhỏ nhất) thỏa mãn một điều 
kiện cho trước. 

R. một sấ Kiến thức áp dụng. 

1. Bất đẳng thức: Bunyakovsky 

2. Định lý về dấu của tam thức bậc hai. 

3. Sự đồng biến nghịch biến của hàm số, bảng biến thiên. 

ề.Giao điểm của đường thẳng và đường thẳng, đường thẳng và đường tròn. 

5. Tính chất của hàm số lượng giác. 

B. Cách giỏi: 

I Bước 1: Um tập hợp (G) các điểm biểu diễn của z thỏa mãn điều kiện. 

Bước 2: Tun số phức z tương ứng với điểm biểu diễn M e (G) sao cho khoảng 
cách OM có giá trị lớn nhất (hoặc nhỏ nhất). Chú ý áp dụng hình học 
c. Hệ thống bùi tập đién hình 
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Lời giải 

Elip có độ dài ữục nhỏ bằng 2b = 2=> |z| min = 1. 


Ví dụ 5. Biết số phức z có tập hợp điểm biểu 
diễn ữên mặt phẳng tọa độ là hình elip tô đậm 
như hình vẽ bên. Môđun lớn nhất của số phức 

z là 


1 

■y 

VI 

_^ 2; 

A - l z L =1 - 

b -NL= 2 - 

c 1-1 _ 1 

d -nl4 

c | Z Lax 2' 


Đáp án B 

Lời giải 


Elip có độ dài trục lán bằng 2a = 4 => = 2. 

=> Chọn đáp án B. 

Ví dụ 6: Biết rằng số phức z thỏa mãn 
u = (z + 3 - i)ịz +1+ 3tj là một số thực. Tìm giá 
trị nhỏ nhất của |z|. 

A. 2 V 2 B. 2 

c. 4 _ D. 4Ĩ _ 

Đáp án A. 

Lời giải 

Giả sử z=r+ yi, ta có: 
u = (x + 3 + (y-l)í)(x+l-(y-3)i) 

= x 2 +y 2 + 4x-4y + 6 + 2(x-y-4)z 
Ta có: zzeM<=>x-y-4=0. 

Tập hợp các điểm biểu diễn của z là đường 
thẳng (d):x-y-4 = 0. Giả sử M(x;y) là điểm 
biểu diễn của z thì 

Nmin 0 OM min oOM± (ã). 

Timđược M(-2;2)oz = -2+2z. 

Ví dụ 7: Biết rằng số phức z thỏa mãn 

r + l \ = 4Ĩ. Tim giá trị nhỏ nhất và lớn nhất 
I z +1—z I 

của |z|. 


A. min |z| == —2 4- Vĩõ, max|z| = 2 + 7ĨÕ, 

B. min |z| = -3+7ĨÕ, max |z| = 3 + 7ĨÕ. 
c. Không tồn tại GTLN, GTNN 

D. min Ịz| = -1 + 710, max|z| = 1+710, 

Đáp án B. 

Lời giải 

Giả sử z = X + yi, ta có: r + ^. 7 = 72 

I z +1 —* i I 

«Ịx + 2+(y-l)zj = 72|x + l-(y + l)z| 

<=> (x + 2) 2 + (y - l) z = 2|(x+1) 2 + (y +1) 2 Ị 
<=>x 2 +(y+3) 2 =10. 

Tập hợp các điểm biểu diễn của z là đường tròn 
tâm í(0;-3), bán kính R = 7ĨÕ- Giả sử M là 
điểm biểu diễn của z thi |zỊ mta <=> OM min ; 
|z| <=>OM max . Tìm được: 
min |z| = -3+7ĨÕ, khi z = (-3+7ĨÕ)z' và 

max|z| = 3+7ĨÕ/ khi z = -Ị3+7ĨÕỊz. 

Ví dụ 8: Cho số phức z thỏa điều kiện 
|z - 2 + 3z| = ^ . Điểm biểu diễn cho số phức z 
có môđun nhỏ nhất có tọa độ là: 
f26-37Ĩ3 78 + 9TĨ3Ì 
■ [ 13 ; 26 ]■ 

26 + 37Ĩ3 78 + 9TĨ3 Ì 
13 ; 26 

26 - 37Ĩ3 -78 +97Ĩ3Ì 
13 ; 26 ỳ 

26 + 37Ĩ3 78 - 97 Ĩ 3 1 
13 ; 26 ỳ 

Đáp án c 

Lời giải 

Đặt z = x + yz',(x,yeis). 

Tacó |z-2 + 3zj = | «|x + yz'-2 + 3z| = | 
<»(x-2) 2 +(y + 3) 2 =^ 
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Tập hợp các điểm biểu diên số phức z là đường 
tròn tâm I (2; -3) bán kính là jR = ^. 

Lúc này nếu 01 cắt đường tròn đã cho tại lần lượt 
hai điểm A;B thì OA < |z| < OB 

Mặt khác phưong ữình đường thẳng chứa OI là: 

3x+2y=0 

Vậy tọa độ điểm A, B thỏa mãn hệ phương trình: 
j(*-2) z +(y + 3) 2 =! 

1 3.. 

y = ~rx 

r 2 

9 9 

=>x -4x + 4 + -~x -9x + 9 = 4 

4 4 

26 + 3%/Ĩ3 78 + 9>/Ĩ3 

x = “————=> v =-—• 

o 13 y 26 

_26 — 3>/Ĩ3 -78 + 9-v/Ĩ3 

L 13 ■ y 26 

rt-t Í26-3VĨ3 -78+ 9^3"ị 

Ta chọn ~ —— (do tìm min) 

Ví dụ 9: Trong các số phức z thỏa điều kiện 
|z - 2 - 4íj = |z - 2ĩj . Điểm biểu diễn cho số 
phức z có môđun nhỏ nhất có tọa độ là: 
A.(2;2). B.(-2;-2). 

C.(2;-2). D.(-2;2). 

Đáp án A. 

Lời giải 

Đặt z = X + yi, [x, y 6 é) . Lúc này ta có: - 
ịx + yi-2-4iị=\x+yi-2iị 
<*{x-2) i +(y-4f=x 2 + (y-2) ỉ 
<=> -4x + 4 - 8y +16 = ~4y + 4 
<=>4x + 4y-16 = 0 
ox + y-4 = 0 

Vậy tập hợp các điểm biểu diễn số phức z là 
đường thẳng x + y-4 = 0. Vậy OM min khi 
OMld oM(2)2). 

Ví dụ 10: Trong mặt phẳng tọa độ, hình vẽ bên 
là hình ữòn tâm (l; o) , bán kính R = 1 là hình 
biểu diễn tập hợp các điểm biểu diễn cho số 



y 

( 1 \ 

o 

V J ’’ 

Khẳng định nào sau đây là sai: 

A. maxịzị = 2. 

B. |z -1| < 1. 

c. z.z < 4. 

D. |z +1| < 1. 


Đáp án D 

Lời giải 

A đứng. |z| đạt giá ữị lớn nhất là, 2, khi điểm 
biểu diễn của z cùng với 0 là hai đầu mút 
đường kính của hình ữòn. 

Phương trình đường tròn: (x-l) + y 2 = 1 
Sốphức z = x + yí,(x,ye M). ’ 

Ta có \z-l\ = ịx + yi)-l\ = Ậx-if +y 2 <1. 
Vậy B đúng. 

Do |z| 2 = z.z, mà |z| < 2 => z.z < 4, c đúng. 

Ta chọn D. 

Ví dụ 12: Trong mặt phẳng tọa độ, miền trong 
hình chữ nhật ABCD (kể cả các cạnh AB, BC, 
CD, DA) trong hình vẽ bên biểu diễn cho các số 
phức z. Chọn khẳng định đứng: 



A. Phần ảo của số phức z - z lớn hợn 4. 

B. Phần thực của số phức z + z nhỏ hơn 4. 
c. Giá trị nhỏ nhất của |z| bằng 1 

D. Giá trị lớn nhất của |z| bằng \IĨ3. 


Đáp án D. 

Lời giải 
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I c. 7,26 + 8 _ D. 726-4^17 I 

Đáp án A 

Lời giải 

Đặt SỐ phức z=x + yi,(x,y 6lj 
Lúc này theo đề bài ta có 
\x + yi-l + 2iị = 3 

■®K i - 1 ) + (ý +2 ) , 1- 3 

o.(i-l)*+(y + 2)'.9 

LÚC này tập hợp các điểm biểu diễn số phức z là 
tập hợp các đường ữòn tâm í(l;-2) bán kính 
R= 3. 

Ta có |w| = |x + (y-2)tj 
<=>|w| 2 =x 2 + (y-2) 2 
|w| 2 = (x-l) 2 +(y + 2) 2 +2X-1-8 y 
, = 9 + 2x-8y-l = 2.(je-4i/ + 4) 


Đáp án A. 

Lời giải 

Đặt z = X + yỉ, (x; y 6 M). Lúc này ta có: 

\x-u-(y + 2)i\ = 2 
^(x-ìf + {y + 2f=ấ 
Ta có |z| 2 = X 2 + y 2 

Tưcmg tự như bài trên, ta sẽ tách ra để áp dụng 
bất đẳng thức Bunhiacopxki. 

Ta có 

X 2 + y 2 =(x-ìf +(y + 2) 2 +2x-l-4y-4 
= 2x-4y-l = 2[(x-l)-2.(y + 2)] + 9 
Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki ta có: 

(í-l)- 2 (y + 2 )s^(l* + 2 *)({x-l) a +(y + 2)’) 
= SÃ = 2.S 

<=>|z| 2 <4.-\/5 + 9 o|z|<79 + 4^ . 
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Công Phá Toán - Lớp 12 Ngọc Huyền LB 

2= Biểu diễn hình học của số phức, quỹ tích phức 


Ví dụ 1. Trong mặt phẳng tọa độ, hình tròn tô 
đậm như hình vẽ bên là tập hợp điểm biểu diễn 
số phức z. Hỏi số phức z thỏa mãn bất đẳng 
thức nào sau đây? 



c. |z-2-2i|<2. D. |z-l-2zj<2. 

Đáp án A 

Lời giải 

Hình tròn có tâm l(2;0), bán kính R-2. Gọi 
z = X + yz; (x e K; y e M) có điểm mỊxỉ y) biểu 
diễn z hên mặt phẳng tọa độ. Ta có: 
z-2=(x-2)+yi=>\z-2-2i\=2<x(x-2f + ý=i. 


Ví dụ 2. Trong mặt phẳnị 
đậm như hình vẽ bên là t 
số phức z. Hỏi số phức 2 
thức nào sau đây? 

tọa độ, hình ữòn tô 
ập hợp điểm biểu diễn 
thỏa mãn bất đẳng 

'v 

s . 

( \ 

vi 

A. |z-l|<3. 
c. |z+l| <3. 

ự 

B. |z-ỉj<3. 

D. |z + zj < 3. 


Đáp án c 

Lời giải 


Hình tròn có tâm í(-l;0), bán kính R = 3. Gọi 
z = x+yv, ỊxsS;j/el) có điểm M(x;y) biểu 
diễn z trên mặt phẳng tọa độ. Ta có: 


z + l = (x + l) + yz'=>|z + z| = 3<=>(x + l) 2 + y 2 =9. 


Ví dụ 3. Biết các số phi 
biểu diễn ữên mặt phẳ 
tô đậm như hình vẽ bê 
diễn số phức z+2 là 

J 

rc z có tập hợp điểm 
ng tọa độ là hình vuông 
n. Tập hợp các điểm biểu 

ỉ* . 

-1 


r 

1 


0 


X 

-1 

A. hình vuông có tâ 
(2;2). 

B. hình vuông có tâi 
(1;3). 

c. hình vuông có tẩu 
(3;1). 

D. hình vuông có tâ 

(-«)■ 

m (0;0) và có 1 đỉnh là 

ĩt (ũ;2) và có 1 đỉnh là 

n (ũ;2) và có 1 đỉnh là 

m (0;-2) và có 1 đỉnh là 


Đáp án c. 

Lời giải 


Gọi z=x+yi ;(rei;ye ]R). Điểm M(V;y) biểu 
diễn z trên mặt phẳng tọa độ. 

Tập hợp điểm biểu diễn z như hình vẽ là hình 

vuông cạnh bằng 2 và 

t» 


1 < X < 1 

ị-lsiyál' 


1 --T-r— 

o 1 ;2 3 


X 


Ta có: z+2 = x+2+yi, lúc đó biến đổi 
Ị-l<r<l |l<r + 2<3 

ị-lắyắl^Ị-lắyắl 
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Chủ đề 5: Số phức 

Tổng quát: Nếu số phức z có hình (H) biểu 
diễn trên mặt phẳng tọa độ thi tập hợp các 
điểm biểu diễn số phức z + a; (a e E) là hình 
(H') có được bằng cách tịnh tiến hình (h) 
sang phải |a| đơn vị (nếu a > 0) và sang trái 
|a| đơn vị (nếu a < 0). 

Ví dụ 4. Biết các số phức z có tập hợp điểm 
biểu diễn trên mặt phẳng tọa độ là đường tròn 
tô đậm như hình vẽ bên. Tập hợp các điểm biểu 
diễn số phức z -1 là 



A. đường ữòn tâm (l;2), bán kính bằng 2. 

B. đường tròn tâm (2;2), bán kính bậng 2. 
c. đường tròn tâm (-3; -2), bán kính bằng 

2 . 

D. đường ữòn tâm (2;-2), bán lánh bằng 2. 
Đáp án A 

Lời giải 

Gọi z = x + yi ;Ịxel;i/el).Điểm M (x; y) biểu 
diễn z trên mặt phẳng tọa độ. 

Tập hợp điểm biểu diễn z như hình vẽ là đường 
hòn có phương trình: 



(x- 2 ) 2 + (y-2) 2 =4. 

Ta có: z -1 = (x -l)4- yi, lúc đó biến đổi 
(x-2) 2 +(y-2) 2 =4o[(x-l)-3] 2 +(y-2) 2 =4. 


The best or nothing 

Tổng quát: Nếu số phức z có hình (h) biểu 
diễn hên mặt phẳng tọa độ thì tập hợp các 
điểm biểu diễn số phức z + bi; (beK)là hình 
(H') có được bằng cách tịnh tiến hình (h) 
lên hên|b| đơn vị (nếu b > 0) và xuống dưới 
|b| đơn vị (nếu b < 0). 


Ví dụ 5. Điều kiện 
diễn thuộc phần tô 
vẽ bên là 

để 

đậ] 

y 

‘ 

số phứ 
m (kể c 

z có điểm biểu 
ả bờ) ữong hình 

-1 

0 

1 

1 

2 X 

A. z có phần thực ’ 

B. z có môđun thu 

c. z có phần ảo the 
D. z có phần thực 

chông lớn hơn 2. 
àc đoạn [-1;2]. 
lộc đoạn [-1;2]. 
huộcđoạn [-l;2j. 


Đáp án D 

Lời giải 


Gọi z=x+yi ;(xe ]R;y € E). Điểm M(x;y) biểu 
diễn z trên mặt phẳng tọa độ. 

Từ hình vẽ ta có: -1<X<2. 


Ví dụ 6. Điều kiện để 
diễn thuộc phần tô đậi 
.vẽ bên là 

y 

3 

5ố phức z có điểm biểu 
n (kể cả bờ) trong hình 

1 


í -1- 

p X * 

-2 

A. z có phần ảo khi 

B. z có môđun thui 

c. z có phần ảo thu 

D. z có phần thực t 

5ng lớn hơn 3. 

)c đoạn [-2; 3]. 
lộc đoạn [-2; 3 ]. 
huộcđoạn [-2; 3 ]. 
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Công Phá Toán - Lđp 12 __ 

Đáp án c 

Lời giải 

Gọi z=x+yi ;(x€R;yeR). Điểm M(x;y) biểu 
diễn z trên mặt phang tọa độ. 

Từ hình vẽ ta có: -2 < y < 3. 

Ví dụ 7. Điều kiện để số phức z có điểm biểu 
diễn thuộc phần tô đậm (kể cả bờ) trong hành 
vẽ bên là 



B. z có môđun không lớn hcm 3. 
c. z có phần thực thuộc đoạn [-3;-l] và có 
môđun không lớn hơn 3. 

D. z có phần ảo thuộc đoạn [-3;-l]. 

Đáp án c 

Lời giải 

Gọi z = x + yi . Điểm M(x;y) biểu 

diễn z ữên mặt phẳng tọa độ. 

í X 2 + V 2 <9 

Từ hình vẽ ta có: \ y 

[-3<xắ-l 

Ví dụ 8. Cho số phức z có số phức liên hợp z 
thỏa mãn |z-z + l-zj = 2. Tập hợp tất cả các 
điểm biểu diễn số phức z trên mặt phẳng tọa 
độ là 

A. Đường thẳng y = 0. 

B. Hai đường thẳng y=0 và y=1. 
c. Đường thẳng y = 1. 

D. Hai đường thẳng y = 0 và y=-l. 

Đáp án B. 

Lời giải 

Gọi z-x+yi ;(xeK;yGlR)=>z=x-yi . Điểm 
M(x;y) biểu diễn z trên mặt phẳng tọa độ. 

Ta có: z-z + l-z' = l + (2y-l)z' 


Ngọc Huyền LB 


^>\z-z+l-ỉ\ = j2ol+(2y-ìf = 2 
o(2y-l) 2 =l«y = 0vy = l. 

Ví dụ 9: Cho số phức z có số phức liên họp z 
thỏa mãn 2|z - zj=|z - z + 2i|. Tập họp tất cả cảc 
điểm biểu diễn số phức z trên mặt phẳng tọa 
độ là 

A. Đường thẳng y = ỉ. 

B. Parabol y = x 2 

c. Parabol y-—. 

9 4 

D. Hai đường thẳng y = 0 và y = ỉ. 

Đáp án c. 

Lời giải 

Gọi z = x+yz ;(xeM;yGR)=>z=x-yz . Điểm 
M(x;y) biểu diễn z trên mặt phẳng tọa độ. 

Ta có: 

z-z’ = x+(y-l)z; z-z + 2z = 2(y+l)z' 

=»2|z-z'| = |z-z+ 2z| 

ox 2 +(y-l) 2 =(y + l) 2 oy = ^. 

i=» Chọn đáp án c. _ 

Ví dụ 10. Cho số phức z có số phức liên hợp z 
thỏa mãn |z 2 -(z) 2 |=4. Tập hợp tất cả các điểm 
biểu diễn số phức z trên mặt phẳng tọa độ là 

A. Đường cong y=—. 

B. Đường thẳng y = X. 

c. Hai đường thẳng y = X yà y = -X. 

D. Hai đường cong y = — và y = -—. 

Đáp án D. 

Lời giải 

Gọi z = x+yz ;(xeM;yeM)=>z=x-yz' . Điểm 
M(x;y) biểu diễn z trên mặt phẳng tọa độ. 


Ta có: 

z 2 - (z ) 2 = (x 2 - y 2 + 2xyi) - (x 2 - y 2 - 2xyz') 
=>|z 2 -(z) 2 | = 4 


<=> |4xyz| = 4 <=> |xy| = 1 <=> 
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Chủ đề 5: Sô’ phức 


The best or nothing 


3. Một số dạng toán nâng cao về số phức 

Ví dụ 1: Cho số phức z thỏa mãn |z| = 1. Tìm giá A. M max = 5; M min = 1. 

I 5i B - M Z= 5 ; M Z= 2 - 

trị lớn nhất của biểu thức A = 1 + — ■ ^ ,, „ 


Đáp án c 

Lời giải 

Cách 1: Ta đặt z = X + yi, {x; y e M). 

Lúc này r ! +Ị/ 2 =l=>/<lo-l<t/<l 

Ta có A = |l + — I = |l + 5* ] 


, 1+ !ÍÍĨ1^),| 1+ 

X + y 1 


Đáp án A. 

Lời giải 

Ta có: M<|z| 2 +|z| + 1 + |z| 3 + 1 = 5, kỉ 

Z = 1=>M = 5=> M max = 5. 

|l-z 3 | |l-z 3 | |l + z 3 

M =Ậ + 1 + z 3 > !—-1 + 

Mặt khác: l 1_z l 2 2 

|l-z 3 +l + z 3 | 

.r ! < 

khi Z = -1=>M = 1=>M. =1. 


> A 2 - 25x 2 + (5y +l) - 25 + 10y +1 < 36, (do I Ví dụ 4: Gọi Zj, z 2/ z 3 , z 4 là các nghiệm c 


y<l) 

Dấu bằng xảy ra khi y = l;x = 0 


Khi z=i=>A=6. 


Ví dụ 2: Cho số phức z 

thỏa mãn |z| > 2. Tim 

tích của giá trị lớn nhất 

và giá ữị nhỏ nhất của 

biểu thức P = píiJ 


1 z 1 


A. — B.1 

2 

C. 2 D. — 

4 

3 


phương hình =1- Tính giá trị biểu 

thức p = (z 2 + l)(z 2 + l)(z 2 + l)(z 4 2 +1) . 

A. p = 2. B. P = ^. c. p = ~. D. P = H 
_ 9 9 _ 9 

Đáp án B. 

Lời giải 

Ta có phương trình 
o/(z) = (2z-z) 4 -(z-1) 4 =0. 

Suy ra: /(z) = 15(z-z 1 )(z-z 2 )(z-z 3 )(z-z 4 ) 

Viz 1 2 + l = (z 1 -f)(z 1 + i)=>P = /ÍM^l (1). 


Ta có p= 1 + - <1 + -L<£. 
I z| lzl 2 


Mà 1 + - 

z lzl 2 


Vậy, giá trị nhỏ nhất của p lài xảy ra khi 


z = -2i; giá ừị lớn nhặt của p bằng ^ xảy ra khi 


Ví dụ 3: Cho số phức z thỏa mãn Ịz| = 1. Tìm 
giá trị lớn nhất M max và giá trị nhỏ nhất M min 
của biểu thức M = |z 2 +z+l|+|z 3 +l|. 


Vậy từ (l)=yP = T. 

Ví dụ 5: Cho số phức z thỏa mãn |z| = 1Tìm 
giá trị lớn nhất của biểu thức p=|l + z| + 3|l - z|. 
A. 3>/Ĩ5 B. 6y/5 

C. V 20 D. 2 V 2 Õ. 

Đáp án D 

Lời giải 

Gọi z =x+yi; ỊxeE;]/ỄẼỊ. 
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Công Phá Toán - Lớp 12 
.Ta có: 

|zị=l =>^x 2 +y 2 = loy 2 = l-x 2 =>xe[-l;l]- 
Ta có: 

p = |l + z| + 3|l-z| = Ặĩ+xý + ỹ 2 + 3^ỹxf + ỹ 
= ^2(l+x) + 3^2{l-x). 

Xét hàm số 

xg[-1;1]. 

Hàm số liên tục trên [-l;l] và vói X e (-l;l) ta 
có: 

f(x)=- 7 =T=— 3 - = 0c=-* = ~|g(-l;l). 

/U T/Ĩ(Ĩ+Ĩ) sP 

Ta có: 

/(l) = 2; /(-1) = 6; /^-| j = 2720 o P max = 2720. 

Ví dụ 6: Cho số phức z thỏa mãn điều kiện 
|z 2 +ề| = 2|z|, Khẳng định nào sau đây là đúng? 

A. %i s | z | s J±i. 

6 11 6 

B. V5-1<|z|<75+1. 

c.yỉẽ-l<\z\<4ẽ+l. 

oỂpiluỂíl. 

_ 3 1 1 3 

Đáp án B. 

Lời giải 

Áp dụng bất đẳng thức |u|+|u|>|u+ữ|, ta được 
2|z| + |-4| = |z 2 +4| + H>|zf. 

=>|zị 2 --2|z|-4<0=>|z|<75 + 1 
2|z| + |z| 2 =|z 2 +4| + |-z 2 |>4. 
o|z| 2 +2|z|-4>0o|z|>75-1 

Vậy, |z| nhỏ nhất là 75-1/ khi z = -i + i4ẽ và |z| 
lớn nhất là 75 +1, khi z = i+ z - 75. 


Ví dụ 7: Biết số phức 

z thỏa mãn đồng thòi hai 

điều kiện 

z-3-4z| = 

75 và biểu thức 

M = |z + 2 

-|z-i| 2 đạt giá trị lớn nhất. Tính 1 

môđun củ 

a số phức 

z+i. 

A. |z + i 

1 = 2^41 

B. |z + z'| = 375. 

c. |z + i 

= 572 

D. |z + f| = 7iĩ. 


Ngọc Huyền LB 

Đáp án D. 

Lời giải 

Gọi z=x+yi; (z el;yel). 

Ta cố: 

|z-3-4í| = -s/5<»(c):(x-3) 2 +(y-4) 2 =5: tâm 
í (3; 4) và R = 75. 

Mặt khác: 

M = |z + 2ị 2 -|z-zf = (x + 2) 2 +y 2 -|jx 2 ) + (y-l) 2 
=4x+2y+3ođ:4x+2y+3-M=0 
Do số phức z thỏa mãn đồng thời hai điều kiện 
nên d và (c) có điểm chung 

od(í;d)<Ro&^<>/5 

o|23-M| <10O13<M<33 
Í4x + 2y-30 = 0 


max Ị(x-3) 2 + (y-4) 2 =5‘ 
oí* *=>z + i = 5-4d=>\z + i\#M. 

[y = - 5 ___ 

Ví dụ 8: Các điểm A, B, c và A\ B\ C' lần 
lượt biểu diễn các số phức Zj, z 2 , z 3 và 
z[, z' 2 , z' 3 trên mặt phẳng tọa độ ( A, B, c và 
A', B' r C' đều không thẳng hàng). Biết 
Zj +z 2 +z 3 =z[ +z' +z 3 , khẳng định nào sau 
đây đúng? 

A. Hai tam giác ABC và A'B'C' bằng nhau. 

B. Hai tam giác ABC và A'B'C' có cùng trực 
tâm. 

c. Hai tam giác ABC và A'B'C' có cùng 
trọng tâm. 

D. Hai tam giác ABC và A'B'C' có cùng tâm 
đường tròn ngoại tiếp. 

Đáp án c. 

Lời giải 
Gọỉ 

z 1 =x l + yp; z 2 =x 2 + y 2 i; Z 3 =X 3 + y 3 i ; . 
[x' k ;y' k eR-,k=l- r 3) 

Khi đó: A{x 1 -,y l )’, B(x 2 ;y 2 ); c(x 3 ;y 3 ), gọi G là 

(x,+x. +x, y.+y, + y,^ 
trọng tâm AABCoG --r—— • 
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Tương tự, gọi z[=x[ + y[i; z' 2 -x' 2 + y’ 2 i; z'. 
= x' 3 + y' 3 i ; ịx' k ; y' k e ỈR; =1;3Ì 
Khi đó: A'(xỊ;y;); C'(^;y;), 

gọi G' là trọng tâm 

Do Zj 4- z 2 + z 3 = Zj' + Z 2 + z' 3 

o(x ỉ +x 2 +x 3 )+(y 1 +y 2 +y 3 )i 

=(x' ĩ +x' 2 +x' 3 )+(y' 1 +y' 2 +y' 3 )i 


z> Hz.Uz.-z. 


Zj +z 2 =z r z 2 =>Zj =Zj(z 2 -z x ); 

Do z.*0=>|z 2 -z 1 | = ỵ r ; (1) 

KI 

Mặt khác: 

z ỉ= z 2 ( Z 1 - z 2 H Z 1 H z 2 N Z 1 - z 2 H Z 1 - z 2 h 

(do z 2 *0)(2) 

, |z 2 f Lị 2 1111 

Từ (1) và (2) suy ra: y=ỳ = yiỳ o Ịz 1 | = |z 2 |. 

| Z l| | Z 2Ị 



Đáp án A. 
Ta có: 


Lời giải 


<Ị=> z =loz = z; m = 0 
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Chủ đẳ Bĩ Khối ia diện vằ thể tích của mn 
đa diện quen thuộc- 

1. SCháS niệm về hình đa diện và lchếi đa diện. 


Hình đa diện là hình thỏa mãn hai tính chất: 

Ị a. Hai đa giác phân biệt chỉ có thể hoặc không có điểm chung, hoặc chỉ có một 
I đỉnh chung, hoặc chỉ có một cạnh chung. 

I b. Mỗi cạnh của đa giác nào cũng là cạnh chung của đúng hai đa giác. 

Muốn là hình đa diện bắt buộc phải thỏa mãn cả hai tính chất trên. 

Ví dụ: Hình 5.1 có cạnh AB là cạnh chung của 4 đa giác, do đó hình đó không 
phải là hình đa diện. 

I Câu hỏi ví dụ: Trong các hình sau, hình nào không phải hành đa diện: 




Đáp án D. 

Lý giải: Do hình D không thỏa mãn tính chất đầu tiên. 

2. Khối đa diện. 

I Khối đa diện là phần không gian được giói hạn bởi hình đa diện, kể cả hình đa 
I diện đó. 

|Khối đa diện = hình đa diện + phần không gian được giới hạn bởi hình đa diệnị 
I Ví dụ: Khối rubic là một khối đa diện (hình 5.2). 


a. Tên gọi và các thành phần: đỉnh, cạnh, mặt bên, ... được đặt tưcmg ứng với 
hình đa diện tương ứng. 

b. Điếm trong - Điểm ngoài; Miền trong - Miền ngoài 

* Các điểm không thuộc khối đa diện gọi là các điểm ngoài của khối đa diện. 
Tập các điểm ngoài gọi là miền ngoài của khối đa diện. 

* Các điểm thuộc khối đa diện nhưng không thuộc hình đa diện giới hạn khối 
đa diện ấy gọi là các điểm toong của khối đa diện. Tập các điểm trong được gọi 
là miền toong của khối đa diện. 

Ví dụ: Ta tưởng tượng nếu ta chế tạo mỗi khối đa diện bằng một chất kim loại 
thì ta có thể bơm vào bên trong nó một chất khí màu. Khi đó phần bên trong 
được tô màu gọi là miền trong của khối đa diện, phần bên ngoài thì được gọi là 
miền ngoài của khối đa diện. 
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* Mỗi hình đa diện chia các điểm còn lại của không giạn thành hai mĩên không giao 
nhau là niĩên ừong và miên ngoài của hình đa diện, trong đó chỉ có miên ngoài là chứa 
hoàn toàn một đường thẳng nào đấy. 

3. Hai đa diện bằng nhau, 
a. Phép dời hình trong không gian. 

Trong không gian, qụy tắc đặt tưomg ứng mỗi điểm M với điếm M' xác định 
duy nhất được gọi là một phép biến hình trong không gian. 

Phép biến hình trong không gian được gọi là phép dời hình nếu nó bảo toàn 
khoảng cách giữa hai điểm tùy y. 

Ta có những phép biến hình sau trong không gian là những phép dời hình: 


Phép tịnh tiến theo vecto V là phép biến hình 

biến điểm M thành điểm M' sao cho MM' = V. 

V 

> 

M >M ' 

Phép đối xứng qua mặt phẳng (p) Là phép biến 
hình biến mỗi điểm thuộc (P) thành chính nó, 
biến mỗi điểm M không thuộc (P) thành điểm 
M'sao cho (P) là mặt phẳng hung ữực của MM'. 

' 

M 


J 


M' 

Phép đối xứng tâm 0, là phép biến hình biến 
điểm 0 thành chính nó, biến mỗi điểm M khác 0 
thành điểm M' sao cho 0 là trung điểm của 

MM'. 


Phép đối xứng qua đường thẳng A (hay phép 
đối xứng qua trục A), là phép biến hình biến 
mọi điểm thuộc đường thẳng A thành chính nó, 
biến mỗi điểm M không thuộc A thành điểm M' 
sao cho A là trung trực của MM'. 


A 

r-' 

M' Ị 

p 
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Hình 5.3 


D 


Ví dụ: Cho tứ diện đều ABCD có M'lạ trung điểm của CD. Khi đó ta có phép 
đối xứng qua mặt phẳng ABM biến điểm A thành chính nó, điểm B thành chính 
nó, điểm D thành điểm c. Từ đó ta nhận thấy phép đối xứng qua mặt phang 
(ABM) biến tứ diện ABCD thành chính nó (hình 5.3). 

=> mặt phang (ABM) là mặt phang đối xứng của tứ diện ABCD. 

Nhận xét: Phép dòi hỉnh biến đa diện (fí) thành đa diện (ít) , biến đỉnh, 
cạnh, mặt của (H) thành đỉnh, cạnh, mặt tuông ứng của (H 1 ). 
b. Hai hình bằng nhau. 

I Hai hình được gọi là bằng nhau nếu có một phép dời hình biến hình nàỳ thành 
I hình kia. 

Hai đa diện được gọi là bằng nhau nếu có một phép dời hình biến đa diện này 
thành đa diện kia. (hình 5.4) 


m 



4. Phân chia và lắp ghép các khối đa diện. 

Đây là phần quan ữọng để áp dụng vào bài toán tính thể tích các khối không 
phải khối hình đã có công thức tính sẵn, bắt buộc phải chia nhỏ ra thành các 
tổng thể tích các khối nhỏ. 

Nếu khối đa diện (h) là hợp của hai khối đa diện (H 2 ) và (H 2 ) sao cho 
) và (H 2 ) không có chung điểm trong nào thì ta nói có thể chia khối đa 
diện (h) thành hai khối đa diện ) và (H 2 ), hay có thể lắp ghép hai khối 

đa diện^H,) và (H 2 ) thành một khối đa diện (H) (hình 5.5). 



(Hi) 
Hình 5.5 


(Hỉ) 


Nhận xét: Một khối đa diện bất kì luôn có thể phân chia thành những khối tứ 
diện. 


LOVEBOOK.VNI 248 







Chủ đề 5: Khôi da diện và thể tích 


The best or nothing 


II. Khối đa diện lồi và khế! đã diện đều. 

1. Khối đa diện lồi. 

Khối đa diện (h) được gọi là khối đa diện lồi nếu đoạn thẳng nối hai điểm bấ 
kì của (H) luôn thuộc (fí). Khi đó đa diện xác định (H) được gọi là đa diện 
lồi. 

ÍNgười ta chứng minh được rằng một khối đa diện là khối đa diện lồi nếu 
miền trong của nó luôn chỉ nằm một phía đối với mỗi mặt phẳng chứa một 
mặt phang của nó (hình 5.6). 

2. Khối đa diện đêu. 

I Khối đa diện đều là khối đa diện lồi có tính chất sau đây: 

a. Mỗi mặt của nó là một đa giác đều p cạnh, 

b. Mỗi đinh của nó là đỉnh chung của đúng q mặt. 

Khối đa diện đều như vậy được gọi là khối đa diện đều loại I p; íjj. 



Khối mười hai mặt đều Khối hai mươi mặt đều 


IIL Thể tích khối đa diện. 

Thể tích của mỗi khối đa diện H là số dương xác định V(H) sao cho các tính 
chất sau đây thỏa mãn: 

a. Hai khối đa diện H và H' bằng nhau thì có thể tích bằng nhau. 

b. Nếu khối đa diện H được phân thành hai khối đa diện H J và H 2 thì thể tích 
của H bằng tổng thê’ tích của Hj và H 2 . 

c. Khối lập phương đơn vị (tức là có cạnh bằng 1) có thể tích bằng 1. 

Thể tích khối hộp chữ nhật có ba kích thước lần lượt là a, b, c là V = abc. 

Thể tích khối lăng trụ H có diện tích đáy bằng B và chiều cao hỉkv = B.h. 

Thể tích của khối chóp có diện tích đáy bằng B và chiều cao hlkv = ~Bh. 

Trên đây là công thức tính thể tích của các khối đa diện cơ bản. Tiếp theo, ta 
xét đến các khối đa diện khác, từ đó hình thành công thức giải nhanh. 
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STUDY TIP: Thể tích 
của khối chóp cụt có 
đáý trên và đáy dưới là 
B và B', chiều cao h 
thì có thể tích là 

V = ^.(B + B' + >/BB 7 ).h 


A' 



Hình 5.8 
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A. Thê tích khối chóp cut. 

Bài toán tổng quát 1: Tính thể tích của khối chóp cụt có đáy trên là đa giác p 
có diện tích B và đáy dưới là đa giác p 1 có diện tích B'. Tính thể tích của 
hình chóp cụt này, biết chiêu cao của hình chóp cụt là h. (hình 5.7) 

Lời giải 

Kí hiệu H l là hình chóp có đáy là đa giác p, H 2 là hình chóp có đáy là đa giác 
p ’. Nếu /ĩj và h 2 là chiều cao của hình chóp H J và H 2 thì ta có 

_ 4Ẽ , , , , 

_x = JLr_ v à h 0 =h. +h. 

K Vẽ 7 2 h 


K _ Vb _ , 

> -r 1 r = r ^ < * h 1 
h + h^ ựẼ ĩ 


JẼ.h 

yỉW-S 


=>h 2 


Vb 7 —Vb ' 




Í.H. 

3 


= 1 ịB+B'+4ẼữỴh 





B. Thể tích tứ diên. 

Bài tập tổng quát 2: Cho khối tứ diện ABCD có AB = CD = a, AC = BD = b, 
AD=BC=c . Tính thể tích của tứ diện ABCD. 

Lời giải 

Dựng tứ diện D.A'B'C' sao cho Ạ, B, c lần lượt là toung điểm của B'C', C'A', 
A'B'. Khi đó tứ diện D.A'B'C' có các cạnh DA', DB', DC' đôi một vuông góc. 

Nhậnxét V^-ỈV^-Ld A\DB\DC 

Tam giác DA'C' vuông tại D có DB là trung tuyên => DB A A'C' => A'c'=2fr 
=> DA ữ +DC ,2 = 4fc 2 


Tưcmg tự ta có 


ỊdA' 2 + DB' 2 =4a 2 
ỊdB ,2 +DC ,2 =4c 2 


'da' 2 = l{a 2 + b 2 -c 2 ) 

DB' 2 = 2[c 2 +a 2 -b 2 ) 
DC' 2 =2ịc 2 +b 2 -fl 2 ) 


=> V ABCD = ^>/ 8 ( flZ +ỉ?2 + fl2 ~ b2 )( c2 +ỉ}2 ~ a2 ) 

= ^( fl2 +b2 ~ c2 ^ c2 + “ 2 ~ b2 )( c2+b2 ~ a2 ) 
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Bài tập tổng quát 3: (Thể tích khối tứ diện vuông) Cho khối tứ diện S.ABC 
có SA = a ; SB-b;SC = c và SA;SB;SC đôi một vuông góc vói nhau. Tích thể 
tích tứ diện S.ABC. 



Lời giải 

Ta có thể tích của khối tứ diện vuông -V SABC = 7 - ■ 7 - .SA.SB.SC = J .abc 
3 2 6 

Một số tính chất của khối tứ diện vuông: 

1 . Hình chiếu vuông góc của điểm s xuống mặt phẳng ABC là trực tâm H của 

__., , 1 111 

tam giác ABC và —=-7-++-T. 

SH 2 a 2 b 2 c 2 
0 c 2 = cc 

SBC °HBC- J ABC' 

S 2 s AC =S hac .S abc ; 

? U B=S mc £ MC 

3- S 2 HBC+ S 2 HAC+ S 2 HAB =S 2 ABC 

4. Nếu M, N, p là trung điểm của các cạnh AB, BC, CA khi đó tứ diện SMNP 
là tứ diên gần đều và VỊịmmp = Ặ V n , Br = Ậ- abc. 

& SMNP 4 ƠABC 24 

|^Bài^tập^tổĩT^q[iJLáljjk^TTtế^tích^củgJkliOTtúrjĩrẹri dều. 

Lời giải 

Ta xét hình tứ diện ABCD là tứ diện đều có cạnh là a. Diện tích tam giác đều 
BCD là S BCD = —Ỵ— . 

Gọi AH là đường cao của hình chóp A.BCD thì H là tâm của tam giác đều 
BCD. Lúc này chiều cao của hình chóp là 



h = AH = \IaB 2 - BH 2 =Ja 2 - — 
V 3 

a-ỊÌ 

= s 


Thể tích của khối tứ diện đều là: 

y-ỉs h-Ẻầ 


3 BCD ' 12 


1 Bài tập tổng quát 5: Thể tích của khối tám mặt đều. 


Ta thấy khối tám mặt đều có tất cả các cạnh bằng a có thể tích bằng tổng thể 
tích của hai khối hình chóp tứ giác đều có tất cả các cạnh bằng a. 

Ta có V = 2V. =2.ị.S BCDE .AO = 2.ị.a 2 .aệ = a 3 .ệ 
1 3 BCDE 3 2 3 

ẶỹỊỊ 
3 I 

Từ đây ta có luôn công thức của lchối chóp tứ giác đều có tất cả các cạnh bằng 

fllàí 


_a 3 4ĩ 


c. Thế tích khối phỏng lăng tru (đoc thêm). 

I Hình đa diện lồi gọi là hình phỏng lăng trụ nếu các đỉnh của nó nằm trên hai 
I mặt phẳng song song (hình 5.9) 
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Ví dụ: Hình chóp, hỉnh chóp cụt, hình lăng trụ là các hình phỏng lăng trụ. 



A 


Hình 5.9 


Các mặt của hình phỏng lăng trụ nằm hên hai mặt phẳng song song được gọi 
là các mặt đáy, các mặt khác gọi là các mặt bên. 

Cắt khối phỏng lăng trụ bởi mặt phẳng song song và cách đều hai đáy ta được 
một thiết diện gọi là thiết diện trung bình. 

Từ đây suy ra các mặt bên của hình phỏng lăng trụ là những hình tam giác 
hoặc những hình thang. 


Gọi Bj, B 2 , Bg lần lượt là .diện tích hai đáy và diện tích thiết diện trung bình 
của khối phỏng lăng trụ H, h là khoảng cách giữa hai mặt phẳng đáy thì thể 


Ig lăng trụ H, h là khoảng cách giữa 
y = ^.(B 1 + B 2 +4B 0 ).fe | (hình5.9). 


D. Các bải toán tổng quát tính thế tích hình chóp thường găp . 

Bài toán 1\ Tính thể tích của một hình chóp tứ giác đều S.ABCD (s là đỉnh, 
đáy là hình vuông ABCD) toong mỗi trường hợp được cho sau đây: 

1. AB = a, ASB = a. 

2. AB = a, góc giữa một cạnh bên và đáy bằng p. 

3. AB = a, góc giữa một mặt bên và đáy bằng Ỵ. 

4. AB = a và bán kính hình cầu ngoại tiếp hình chóp bằng R. 

5. AB = a và khoảng cách từ đưòng thẳng AC đến đường thẳng SB bằng b. 
1. (Hình 5.10) 



STUDYTIP: Thể tích 
của khối chóp tứ giác 
đều có cạnh đáy bằng a, 
góc giữa cạnh bên và 
đáy là p thì thể tích là 

y= 'TỊ 1 (đvtt) 

3V2 


Lời giải 

Gọi H=ACr\BD. 

Kẻ KH1AB (KsAB). 

Ta có K là trung điểm của AB. 

Khi đó: SK = ệ.-i— mà SHl(ABCD) nên SH1KH. 

2 tan^ 

2 

Từ định lý Py-ta-go cho tam giác SKH ta có: 

SH.ựsr-KH^Í^ịậ, 


Lúc này V - ' £ 

2. (Sử dụng hình 5.10) 


Lời giải 


Giả sử SDH = p. Do ABCD là hình vuông cạnh a, nên HD = ^BD = ~~= 

2 V2 


=í> SH = -J= tanp. 
V 2 
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Vậy thể tích hình chóp là 


1 W c fl 3 .tanp 

■D-^ABCO- 3 ^ 


STUDY TIP: Thê’ tích 


3. Dựng hình tương tự ý 1. 

Lời giải 

Do S.ABCD là hình chóp tứ giác đều nên SA-SB mà K là trung điểm của AB, 
suy ra SK±AB. 

Mặt khác KH Ị AB nên góc giữa (SAB) và ( ABCD) là góc giữa hai tia KS và 


1_ la. 1 fl 3 .tany 

'D =lịtany a^^ 


KH, hay SKH -y =>SH = ^- tany. Vậy thể tích của khối chóp: 
đều có cạnh đáy bẵng a, J ' 2 

góc giữa mặt bên và 
đáy là Y thì thê’ tích là 

T/ a 3 . tany íjiiA 
V = —- (đvtt) 

6 

Lời giải 

Gọi o là tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABCD thì o nằm trên đường 
thẳng SH. Xét hai trường hợp: 

- Trường hợp 1: Hai điểm o và s nằm cùng phía so với mặt phẳng (âBCD). 

Khi đó:SH = SO + OH = R+jR 2 -ị 
V 2 


Lúc này V S ., BCD =ịsH.S ABCD =f •| R + 'f 2 2f 

- Trường hợp 2: Hai điểm o và s nằm khác phía so vói mặt phẳng (ABCD) 


Khi đó:SH = SO-OH = R-jR 2 -ị 
V 2 



1 1 

f 1 , 


LÚC này 

V S.ABCD =—=—■ 

R-JR 2 -y 

,ữ“ 



, ’ 2 > 




Lời giải 

Kẻ BƠ//AC (ơ thuộc tia DC); 

HK±SB ( KeSB ). 

D Ta thấy BƠ±BD mà BƠ1SH nên BƠ±(SHB ) 

=> Bơ -L KH => HK 1 (SBD'). 

Do AC//BƠ => ACỈ/ịSBƠ ). 

Do đó khoảng cách giữa AC và SB là khoảng cách từ điểm H tới mặt phẳng 
(SBƯ). 

Từ đó HK chinh là khoảng cách giữa AC và SB hay HK = b. 


SH = - 


=. Lúc này 


V — 1 CỊT-T .cị 

a 

V S.ABCD n ■ Jll -°ABCD 

N 

12 

b 2 a 2 
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Bài toán 2: Tính thể tích của hình chóp S.ABCD, biết rằng cạnh bên SA=a 
và các cạrih còn lại đều bằng 1. 



Lời giải 

Đáy của hình chóp đã cho là hình thoi ABCD. 

Vì SC=SB=SD = 1, nên chân đường cao H hạ từ s xuống ABCD nằm ữên 
đưcmg trung trực của đoạn BD. 

Vì ABCD là hình thoi nên AC là đường trung ữực của BD. Suy ra H thuộc 
đường thẳng AC. 

Vậy đường cao của hình chóp cũng là đường cao của tam giác SAC. 

Gọi o là giao điểm của các đường chéo AC và BD. Vì ASBD=ACBD (c.c.c), 
nên SO-CO=AO. Từ đó tam giác SAC vuông tại s. Vậy: 


SH.CA=SC.SA < 


7 fl 2 +1 


Lúc này từ SH ta có thể tính được diện tích đáy ABCD bằng cách áp dụng định 
lý Py- ta -go cho các tam giác SHA, SHC từ đó tính được độ dài AC, BD. 


Bài toán 3: Cho khối chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a. Giả 
sử H là trung điểm cạnh AB và hai mặt phẳng ịSHC),(SHD) cùng vuông 
góc với mặt phẳng đáy. Tính thể tích khối chóp nếu hình chóp có ba mặt bên 
là tam giác vuông. 



Lời giải 

Vì (SHC) và (SHD) cùng vuông góc với đáy (ABCD) nên SH là đường cao 
của hình chóp. Hai tam giác SAD và SBC lần lượt vuông tại A và B (theo 
định lí ba đưcmg vuông góc). Tam giác SCD có SC=SD (vì HC = HD ) nên nó 
c không thể vuông tại c hoặc D. Nếu A SCD vuông tại s thì SC<CD=a. 
Nhưng do A SBC vuông tại B nên SC>BC=a. Từ đó ASCD không phải tam 
giác vuông. Từ giả thiết suy ra A SAB phải là tam giác vuông. Do SA = SB (vì 
HA = HB) nên ASAB vuông tại S, suy ra: 


Vậy 


-Ịe 

p ~3 



Bài toán 4: Cho khối chóp S.ABC có BC = 2a, BAC = 90°, ACB = a. Mặt 
phẳng (SAB) vuông góc với mặt phẳng (ABC), tam giác SAB cân tại s và 
tam giác SBC vuông. Tính thể tích của hình chóp S.ABC. 


Lời giải 

Tam giác ABC có AB = 2asina,AC = 2a cosa nên S ABC =a 2 sin2a. 

Vì ( SAB ) _L ( ABC ) và SA = SB nên SH _L (ABC) với H là ữung điểm cạnh AB. 
Tam giác SBC vuông ở đỉnh nào? Nếu A SBC vuông ở B thì CB±BA (theo 
định lí ba đường vuông góc) điều này vô lí vì A ABC vuông ở A. Tương tự nếu 
A SBC vuông ở c thì HCB = 90° (vô lí). Từ đó tam giác SBC vuông tại s. 
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Gọi K là trung diêm cạnh BC thì 

SK=ịBC = a,HK//AC và HK = ỈAC = flcosa 
2 2 

=>SH 2 =SK 2 -HK 2 = a 2 sin 2 a => SH=asina. 

Từđó V S.ABC = 3 S ABC - SH =^ fl 2 sin 2a.fl. sin a 

V SABC =ỉfl 3 sin2asina. 



Bài toán 5 (đọc thêm): Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình thang ( ABCD ) 
( ABIICD ). Tính thể tích hình chóp trong mỗi trường hợp sau đây: 

1. Biết AB = AD = BC = a r CD = 2a và SA=SB = SC = SD = b. 

2. Biết AB = AD = BC = a,CD = 2a và các mặt bên tạo với mặt phẳng đáy 
những góc bằng y. 


Dễ thấy DA' = ị. Ta có: cos A'DA= n A 
1 2 DA 



l.(Hình 5.14) 

Lời giải 

Gọi A' là hình chiếu của A trên CD; H là trung điểm của DC. 

DA' 1 
~2 

nên A'DA = 60°. 

Từ đó suy ra các tam giác HAD,HBC,HAB là các tam giác đều; nên H cách 
đều bốn đỉnh A,B,C,D. Vì SẠ=SB = SC=SD nên chân đường cao hạ từ s 
xuống mặt phang ( ABCD) nằm trên các đường trung ữực của các đoạn thẳng 
DA,AB,BC và CD. Vậy SH chính là đường cao của hình chóp S.ABCD. Ta có: 
SH = ylsD 2 - DH 2 = Jb 2 - a 2 . 

ị.sịb 2 -a 2 3.S ADH = \Ịb 2 - a 2 
3 ADH 4 

(Do diện tích hình thang là tổng diện tích của 3 tam giác đều). 


Lúc này V s/ 




oV Ul 


Lời giải 

Hạ SH ±(ABCDy, H thuộc mặt phẳng (ABCDy 

Gọi M,N r P,Q lần lượt là hình chiếu của H trên AB,BC,CD và DA. Từ điều 
kiện đã cho ta có SQH=SNH = SPH = SMH=y 
=> HP = HN = HM = HQị= r). 


PM Sa 


Vậy SH = tany.^p. 
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Từ ý 1 ta suy ra 


T , 1 a-j3 3a 2 *J3 3ữ 3 . tan Y 

v "“'4 


D. Môt số ghi nhớ đế xác đinh đường cao của khối đa diên. 


TRƯỜNG HỢP 1: Xác định được mặt phẳng (Pj) qua đỉnh (s) và vuông góc 
vối (p) trong đó (p) là mặt phẳng chứa đáy. Gọi A là giao tuyến của (p) và 
(P 1 ) và H là hình chiếu vuông góc của điểm s lên À. Khi đó SH chính là 
đường cao khối đa diện. 

(Ví dụ chính là bài toán 4 ở phía ữên). 


TRƯỜNG HỢP 2: Xác định được hai mặt phẳng (Pj),(P z ) qua đỉnh s của 
khối đa diện và vuông góc với mặt phẳng đáy (p). Gọi A là giao tuyến củạ 
te) và (P z ) thì A chứa đường cao của khối đa diện đó. 


Ví dụ 2: Cho khối chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a. Giả sử 
H là trung điểm cạnh AB và hai mặt phẳng ịSHCỴịSHÒ) cùng vuông góc 
vói mặt phẳng đáy. Tính thê’ tích khối chóp nếu hình chóp có ba mặt bên là tam 
giác vuông. 

A.ị B.ị D.Ặ 

2 __6_ 4 _3__ 

Đập án B. 


Lời giải 

Vì (SHC) và (SHD) cùng vuông góc vói đáy ( ABCD ) nên SH là đường cao 


của hình chóp. Hai tam giác SAD và SBC lần lượt vuông tại A và B (theo 
định lí ba đường vuông góc). Tam giác SCD có sc=SD (vì HC = HD ) nên nó 
không thể vuông tại c hoặc D. Nếu ASCD vuông tại s thì SC<CD=a. 
Nhưng do ASBC vuông tại B nên SC>BC=a. Từ đó ASCD không phải tam 
giác vuông. Từ giả thiết suy ra ASAB phải là tam giác vuông. Do SA = SB (vì 
HA = HB) nên A SAB vuông tại s, suy ra: 



SH=ỈAB=l 

2 2 . 

Vậy V S.ABCD=ị- S ABCD-SH=ị.a 2 .Ị=ị. 

J S - ABCD 3 ABCD 3 2 6 

TRƯỜNG HỢP 3: Xét khối chóp S.A 1 A 2 ...A n ịnầ. 3 ). Sử dụng mối liên hệ 
giữa đường xiên, hình chiếu và góc nghiêng, ta có ba mệnh đề sau tưoug 
đương: 

1) Các cạnh bên của hình chóp bằng nhau. 

2) Các cạnh bên của hình chóp nghiêng đều trên đáy. 

3) Đáy hình chóp nội tiếp được và chân đường cao của hình chóp trùng vói 
tâm đường ữòn ngoại tiếp đáy. 
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Ví dụ 5: Xét các khối chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình bình hành với 
AB = a. SA = SB = SC = SD = Khối chóp nào có thể tích lớn nhất và tính 
giá trị lớn nhất đó. 

Lời giải 

Vì khối chóp S.ABCD có các cạnh bên bằng nhau nên đáy phải là tứ giác nội 
tiếp. Suy ra ABCD là hình chữ nhật. Gọi I~I=ACnBD thi SH±(ABCD). 

Đặt BC = x{x > o) thì S ABCD = ax, 

SH 2 =SA 2 - AH 2 = 4g2 ~* 2 (ĐK x<2a) 

4 

Lúc này V = ị.a.x. J— ~ x =ị.a.x.\jáa 2 -X 2 

3 V 4 6 

Ta có x.\jếa 2 -X 2 < — = la 1 

2 

Dấu bằng xảy ra khi X 2 =ịa 2 -X 2 <=>x 2 = 2a 2 <z>x = a-J2 
Lúc này V max = . 

E. Môt số phương pháp gián tiếp xác đinh thể tích khối đa diên. 

Một số kết quả quan trọng: 

1. Tỉ số thể tích của hình chóp tam giác. 

Cho khối chóp S.ABC. Trên ba đường thẳng SA, SB, sc lần lượt lấy ba điểm 

A',B',C' khác s. Khi đó = 

V 8Ufífc SA SB sc “ 

Chú ý: Tỉ số thể tích chỉ áp dụng được cho hình chóp tam giác, còn hình chóp 
tứ giáckhông áp dụng được công thức này. 

2. Cho hai khối đa diện H và H 1 có thể tích tưong ứng là V 1 ;V 2 , lúc này nếu 
. V 

biết y=k và V 2 =a thì Vj = ka. 

3. Nếu chia khối đa diện H thành các khối đa diện thì 

V = V 1 +V 2 + ...+V n 

Với V là thể tích khối đa diện H, V. là thể tích của khối đa diện H ., ỉ = l,n 

4. Phưong pháp tọa độ hóa. 

Ví dụ 1: Cho khối chóp S.ABC với tam giác ABC vuông cân tại B, 

AC = 2a, SA ± (ABC) và SA = a. Giả sử I là điểm thuộc cạnh SB sao cho 

SI = ^SB. Thể tích khối tứ diện SA1C bằng 

A.ị. B.ị C.^- D.ị 

9 _3_ 3_6_ 

Đáp án A. 
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Lời giải 

Tam giác ABC vuông cân tại B có AC = 2a => AB = BC = a\ỊĨ. 
1 , 


, , , _ JL V SJUC SA SI sc_l y 

Áp dựng công thức tỉ số thê tích ta có = = ị ^ V SAIC =g 

Ví dụ 2: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình chữ nhật. AB = 2a; BC=«; 

SA = SB = SC = SD = w2. Giả sử E là điểm thuộc cạiứi sc sao cho SE = 2 EC, F 

là điểm thuộc cạnh SD sao cho SF-ị FD. Thể tích của khối đa diện SABEF 
3 


’ 9-S 


5a 3 S 

36 


’ 27S 


) 5a 3 yf3 
12 


Đáp án B. 


__\ D Ta có BD = ^AB 2 +AD 2 = aS. 


Lời giải 


Gọi 0=ACnBD thì BO = -y = ^ 

Tam giác SBD cân tại s suy ra so là đường cao của tam giác SBD hay 
SO JL BD. Tương tự ta có SO±AC . Suy ra so 1 ( ABCD) 

Ta có SO = -Js¥^ÕB 2 =ĩệ.Vậy V SABCD =ị.ĩệ.2 a 2 =-ị. 

2 3 2 v3 

Tjcá SB SE_2 
V.**, SA SB sc 3 


SA SB SE 2 2 1 ạ 3 /■.% 

cr n ^ "s.ABE — a ' l S.ABC 3 V S.ABCD „ V 1 / 


V^ = SA SE SF = 2 Ị = 1 
V S/1CD SÃSCSD 3'4 6 S ^ £F 6’ s>/ 

Từ (l)/(2) ta có V SABEĨ =V SABE +V SAEF = —Ị= + 


3' sabcd ~sS 


12 


S.ABCD „ /r 

5a 3 S. 


12-Vã 


fl « _ Sg y3 

3-73 12^ ~ 36 

Chú ý: Ở đây nhiều bạn sẽ mắc sai lầm khi áp dụng công thức tí số thể tích 
cho hình chóp tứ giác, dẫn đến chọn A là sai. 

Ví dụ 3: Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'D' có cạnh a. Gọi M là trung điểm 
của cạnh BB'. Mặt phẳng (A'MD) chia hình lập phương thành hai khối đa 
diện. Gọi Vj; V 2 với Vj < V 2 lần lượt là thể tích của hai khối đa diện tạo 
Vị_ . 


A-ể 

17 


d .2 

24 


ũ' Đáp án A. 


Lời giải 

Gọi N là giao điểm của A'M và AB, k là giao điểm của DN và BC. 
Mặtphẳng (A'MD) chia hình lập phương ABCD.A'B'C'D'MKCD. 
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Áp dụng định lý Thales ta có = => BN = A'B' = a 

_ BK BN AB a 

Tương tự ~=^- = í—==ĩ =>BK=CK = -Z. 

& CK CD CD 2 

Ta có công thức tính thể tích của khối tứ diện S.ABC có các cạnh bên 


SA;SB-,SC đôi một vuông góc với nhau tại s là 


Ta thấy V M , ND =V BMNK +V A , M 

r* T7 _7a 3 ,, 1 7a 3 

Suyra V =-—=> V, =-^-7- = 
y 1 24 2 24 


a 3 a 3 _ 7fl 3 
= Ỵ~24~~2Ĩ' 


>^- = — 
> V 2 17' 
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Bài tập rèn luyện kỹ năng 


1. Dạng bài về khối đa diện. 

Câu 1: Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng? 

A. Hai khối đa diện có thể tích bằng nhau thì bằng 
nhau 

B. Hai khối chóp có hai đáy là hai tam giác đều 
bẳng nhau thì thể tích bằng nhau 

c. Hai khối lăng trụ có chiều cao bằng nhau thì thể 
tích bằng nhau 

D. Hai khối đa diện bằng nhau có thê’ tích bằng 
nhau 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Trần Phú - Hải Phòng). 
Câu 2: Mỗi cạnh của một khối đa diện là cạnh chung 
của bao nhiêu mặt của khối đa diện: 

A. Hai mặt B. Ba mặt 

c. Bốn mặt D. Năm mặt 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Hà Tĩnh) 
Câu 3: Trong các mệnh đề sau mệnh đề nào đúng: 

A. Mỗi hình đa diện có ít nhất bốn đỉnh 

B. Mỗi hình đa diện có ít nhất ba đinh 

c. Số đỉnh của một hình đa diện lớn hơn hoặc bằng 
số cạnh của nó 

D. Số mặt của một hình đa diện lớn hơn hoặc bằng 
số cạnh của nó. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Bắc Cạn) 
Câu 4: Mỗi đinh của một hình đa diện là đỉnh chung 
của ít nhất: 

A. Năm cạnh B. Bốn cạnh 

c. Ba cạnh D. Hai cạnh 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Bắc Cạn) 
Câu 5: Trong các mệnh đề sau mệnh đề nào sai: 

A. Hình lăng trụ đều có cạnh bên vuông góc vói 
đáy. 

B. Hình lăng trụ đều có các mặt bên là các hình chữ 
nhật. 

c. Hình lăng ữụ đều có các cạnh bên bằng đường 
cao của lăng trụ. 

D. Hình lăng trụ đều có tất cả các cạnh đều bằng 
nhau 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Bắc Cạn) 
Câu 6: Khối lập phưong thuộc loại khối đa diện đều nào? 

A. {3;3} B. {4;3} c. {3;4} D. {5;3} 

(Trích đê thi thử THPT Hà Trung) 
Câu 7: Cho khối đa diện đều n mặt có thể tích V và 
diện tích mỗi mặt của nó bằng s. Khi đó, tổng các 


Ngọc Huyền LB 


khoảng cách từ một điếm bất kỳ bên trong 


diện đó đến các mặt của nó bằng: 




(Trích đê thi thử THPT chuyên KHTN mn I) 
Câu 8: Trong các phát biểu sau, phát biểu nào đúng? 

A. Hình lăng trụ đều là hình lăng trụ đứng và có 
đáy là đa giác đều 

B. Hình lăng trụ đều là hình lăng ữụ có tất cả các 
cạnh bằng nhau 

c. Hình lăng trụ đều là hình lăng trụ có đáy là đa 
giác đều và các cạnh bên bằng nhau 

D. Hình lăng trụ đều là hình lăng trụ có tất cả các 


mặt là đa giác đều 

(Trích đẽ thi thử THPTPhạm Công Bình) 
Câu 9: Cho khối chóp có đáy là đa giác lồi có 7 cạnh. 
Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng? 

A. Số đinh của khối chóp bằng 15 

B. Số mặt của khối chóp bằng số đỉnh của nó 
c. SỐ mặt của khối chóp bằng 14 

D. Số cạnh của khối chóp bằng 8 


(Trích đê thi thử THPT Phạm Công Bình) 
Câu 10: Trong các phát biểu sau, phát biểu nào sai? 

A. Hình chóp đều là hình chóp có tất cả các cạnh 
bằng nhau 

B. Trong một hình chóp đều các góc giữa một cạnh 
bên và mặt đáy thì bằng nhau 

c. Hình chóp đều là hình chóp có đáy là đa giác 
đều và chân đường cao trùng với tâm của đáy 

D. Hình chóp đều là hình chóp có tất cả các cạnh 
bên bằng nhau và đáy là đa giác đều 


(Trích đê thi thử THPT Phạm Công Bình) 
Câu 11: Cho khối tứ, diện ABCD. Lẩy một điểm M 
nằm giữa A và B, một diêm N nằm giữa c và p. 
Bằng hai mặt phẳng (MCD) và (NAB) ta chia khối 
tứ diện đã cho thành bốn khối tứ diện: 

A. AMCB, AMND, BMCN, BMND 

B. AMCD, AMND, BMCN, BMND 
c. BMCD, BMND, AMCN, AMND 
D. AMCN, AMND, AMCD, BMCN 

(Trích đê thi thử THPT Phạm Công Bình) 
Câu 12: Cho một hình đa diện. Khẳng định nào sau 
đây là sai? 

A. Một cạnh là cạnh chung của ít nhất ba mặt 

B. Một đỉnh là đỉnh chung của ít nhất ba cạnh 
c. Một đinh là đinh chung của ít nhất ba mặt 
D. Mỗi mặt có ít nhất ba cạnh 
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Câu 13: Số mặt đối xứng của hình tứ diện đều là bao 

nhiêu? 

A. 1 B. 4 c. 6 D. 8 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu) 
Câu 14: Số đinh của một hình bát diện đều là bao 
nhiêu? 

A. 10 B. 8 c. 6 D. 12 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu) 
Câu 15: Trong một khối đa diện, mệnh đề nào sau đây 
đúng? 

A. Hai cạnh bất kì có ít nhất một điểm chung 

B. Hai mặt bất kì có ít nhất một điểm chung 
c. Mỗi đỉnh là đỉnh chung của ít nhất 3 mặt 
D. Hai mặt bất kì có ít nhất một cạnh chung 

Câu 16: Hình nào dưới đây không phải là một khối đa 
diện? 



c. D. 


(Trích đê tih thử THPT chuyên Hưng Yên - ĩân 2) 
Câu 17: Mỗi hình dưới đây gồm một số hữu hạn đa 
giác phang (kể cả các điểm trong của nó). 



Số đa diện lồi trong các hình vẽ ữên là: 


A.l B. 2 C. 3 D. 4 


Câu 18: Một hình chóp có 46 cạnh có bao nhiêu mặt? 
A. 24 B. 46 c. 69 D. 25 

(Trích đê thi thử THPT Yên Phong) 
Câu 19: Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai? 

A. Thể tích của khối lăng trụ được tính theo công 

thức V = ^S.h ( s: diện tích đáy; h: chiều cao) 


The best or nothing 


B. Thể tích của khối lăng trụ được tính theo công 
thức V = s.h (S: diện tích đáy; h: chiều cao) 

C. Khối lằng ữụ đứng có các cạnh bên vuông gốc 
với mặt đáy 

D. Khối lăng trụ đứng có các mặt bên là hình chữ 
nhật 

(Trích đẽ thi thử THPT Phạm Hông Thái) 
Câu 20: Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào SAI ? 

A. Khối tứ diện là khối đa diện lồi 

B. Lắp ghép hai khối hộp luôn được một khối đa 
diện 

c. Khối hộp là khối đa diện lồi 

D. Khối lăng trụ tam giác đều là khối đa diện lồi 
(Trích đẽ thi thử THPTNgÔ Sỹ Liên) 
Câu 21: Khối mười hai mặt đều là khối đa diện đều 
loại: 

A. (3,5) B. (3,6) c. {5,3} D. {4,4} 

(Trích đê thi thử THPT Ngỗ Sỹ Liên) 
Câu 22: Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng? 

A. Tồn tại một hình đa diện có số cạnh bằng số 
đỉnh 

B. Tồn tại một hình đa diện có số cạnh và mặt bằng 
nhau. 

c. Số đỉnh và số mặt của một hình đa diện luôn 
bằng nhau 

D. Tồn tại hình đa diện có số đỉnh và số mặt bằng 
nhau 


(Trích đê thi thử THPT Ngô Sỹ Liên) 
Câu 23: Khối đa diện đều loại {4;3Ị có số đinh là: 

A. 4 B. 6 C.8 D.10 

2. Dạng bài tập tính thể tích khối đa diện. 
Câu 24: Hình chóp tứ giác đều có tất cả các cạnh bằng 
a. Thể tích khối chóp đó bằng: 

A.ỉệ- B.fk c.iẠ v.Ểậ 

2 6 3 3 


(Trích đê thi thử sô 4 tạp chí TH&TT) 
Câu 25: Cho hình chóp tam giác đều đáy có cạnh bằng 
a, góc tạo bói các mặt bên và đáy bằng 60°. Thể tích 
khối chóp là: 


c. V=£Ặ 


B.y = 


íỉ 3 Vó 


(Trích đê thi thử sô 4 tạp chí TH&TT) 
Câu 26: Cho khối chóp S.ABC có SA = 9,SB = 4, 
SC = 8 và đôi một vuông góc. Các điểm A',B',C' thỏa 


mãn SẢ = 2.SÁ',SB = 3,SB ; ,SC = 4.SC'. Thể tích khối 


chóp S.A'B'C’ là: 

A. 24 B. 16 c. 2 D. 12 
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(Trích đê thi thử số5 tạp chí TH&TT) 
Câu 27: Cho ABCD.A'B'C'D' là hình lập phương có 
cạnh a. Tính thể tích khối tứ diện ACD'B'. 

A.i«> c.ị D.ỉậ 

3 3 4 4 

(Trích đê thi thử số5 tạp chí TH&TT) 
Câu 28: Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam 
giác vuông tại A, cạnh AB = 2, ABC = 60°. Hình chiếu 
của s lên mặt phẳng (ABC) là trang điểm H của 
BC. Góc giữa SA và mặt phẳng đáy bằng 45°. Tính 
thể tích khối chóp S.ABC. 

A. iS B. 2^3 C. 2 D. - 4 = 

V3 

(Trích đê thi thử THPT Kim Thành - Hải Dương) 
Câu 29: Cho một hình ữụ, gọi V,V' lần lượt là thể 
tích khối trụ và thể tích khối lăng trụ tứ giác đều nội 
tiếp bên trong hình ữụ đó. Ti số -ỹ- là: 



(Trích đê thi thử THPT Kim Thành - Hải Dương) 
Câu 30: Ba mặt chung một đỉnh của một khối hộp chư 
nhật có diện tích lần lượt là 24 (cm 2 ), 28 (cm 2 ), 42 (cm 2 ). 
Tính thể tích khối hộp đó. 

A. V = 168(cm 3 ) B. v = 188(cm 3 ) 

c. V = 94(cm 3 ) D. V = 336(cm 3 ) 

(Trích đê thi thử THPT Kim Thành - Hải Dương) 
Câu 31: Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình 
vuông, BD = 2a, mặt SAC là tam giác vuông tại s và 


nằm ứong mặt phẳng vuông góc với đáy, SC = ayỊ 3. 
Tính thể tích khối chóp S.ABCD. 

a 3 yỊs „ fl 3 V3 


2 a 3 S 


a 3 3 


(Trích đê thi thử THPT Kim Thành — Hải Dương) 
Câu 32: Cho lăng trụ đúng ABC.A' B'C' có đáy ABC 


là tam giác vuông tại B; AB = a; BC = a*J 2; mặt phẳng 


(A'BC) hợp với mặt đáy (ABC) góc 30°. Thể tích 


của khối lăng trụ là: 

A. á>s B. ỉỷ- 

c fl3 ^ D 

3 '6 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình Un 2) 


__ Ngọc Huyền LB 

Câu 33: Hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình 
vuông cạnh a, hình chiếu vuông góc của s trên mặt 
phẳng (ABCD) trùng với trung điểm của AD; M là 


trung điểm CD; cạnh bên SB hợp với đáy góc 60°. 


Thể tích của khối hình chóp S.ABM là: 




(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình Un 2) 
Câu 34: Cho khối chóp S.ABC có đáy ABC là tam 
giác cân tại A với BC = 2fl, BAC = 120°, biết 
SA X (ABC) và mặt (SBC) hợp vói đáy một góc 45°. 
Tính thể tích khối chóp S.ABC. 

A -f b 4 c -* ri D -ĩ 


(Trích đê thi thử THPT chuyên Trần Phú - Hải Phòng) 
Câu 35: Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam 
giác đều cạnh la, tam giác SAB là tam giác đều và 
nằm trong mặt phẳng vuông góc với mặt đáy. Tính 
thế tích khối chóp S.ABC. 

A. v = a 3 B. V = J 

c.v=^ị- D. v = 3 a 3 

2 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Trần Phú - Hải Phòng) 
Câu 36: Cho hình hộp ABCDA'B'C' D' có thể tích V. 
Tính theo V ứiế tích khối tứ diện C.ABC. 



(Trích đê thi thử THPT chuyên Hạ Long) 
Câu 37: Xét khối chóp tứ giác đều S.ABCD. Mặt 
phẳng đi qua B, trung điểm F của cạnh SD và song 
song vói AC chia khối chóp thành hai phần, tính tỉ số 
thể tích của phần chứa đỉnh s và phần chứa đáy. 

A. 1 B. ị c. ị D. 2 


(Trích đê thi thử THPT chuyên Hạ Long) 
Câu 38: Cho hình chóp tứ giác S.ABCD có đáy ABCD 
là hình vuông, cạnh bên SA vuông góc với mặt phẳng 
đáy và SA = ÁC = a-JỈ. Tính thê’ tích V của khối chóp 
S.ABCD. 

3 /0 

A.V = a 3 JĨ. B - y= 2" 

cvẨ' d .V = M. 

2 3 

(Trích đê thi thử THPT Kim Liên - Hà Nội) 
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Câu 39: Cho hình hộp chữ nhật ABCD.A’B'C'D' có 
cạnh AB = a;BC = 2a;A'C = yf2Ĩa .. Thể tích của khối 
hộp chữ nhật đó là: 

A. v=8fl 3 B. v=|a 3 

3 

c. v = 4 a 3 D.v= 16 a 3 

(Trích đê thi thử sở GD&ĐT Hà Tĩnh) 
Câu 40: Một kim tự tháp ờ Ai Cập được xây dựng vào 
khoảng 2500 ữước công nguyên. Kim tự tháp này là 
một khối chóp tú’ giác đều có chiều cao 154m; Độ dài 
cạnh đáy là 2 70m. Khi đó thể tích của khối kim tự tháp 
là: 

A. 3.742.200 B. 3.640.000 

c. 3.500.000 D. 3.545.000 

(Trích đê thi thử "THPT chuyên Bắc Cạn; THPT Phạm 
Công Bình") 

Câu 41: Cho khối chóp S.ABC. Trên 3 cạnh SA,SB,SC 
lần lượt lấy 3 điểm A',B',C' sao cho SA’ = ~SA; 

SB'=ỈSB;SC' = ịsC. Gọi V và V lần lượt là thể 
4 2 

tích của các khối chóp S.ABCvằ. Khi đó tỳ 

A. 12 . B. -4- c. 24 D. Ặ- 

12 24 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Bắc Cạn) 
Câu 42: Người ta gọt một khối lập phưong bằng gỗ đê’ 
lấy khối tám mặt đều nội tiếp nó (tức là khối có các 
đỉnh là các tâm của các mặt khối lập phưcmg). Biết 
cạnh của khối lập phương bằng a. Hãy tính thê’ tích 
của khối tám mặt đều đó. 



(Trích đẽ thi thử THPT chuyền Bắc Cạn) 
Câu 42: Cho lăng trụ tam giác đều ABC.A’ B'C' có góc 
giữa hai mặt phẳng (A'BC) và (ABC) bằng 60°; 
AB = a. Khi đó thê’ tích của khối ABCC'B' bằng: 

A. B.Ềị c. D. 

4 4 4 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Bắc Cạn) 
Câu 44: Cho khối lăng trụ đều ABC.A'B'C' và M là 
trung điểm của cạnh AB. Mặt phẳng (B'C’M) chia 
khối lăng trụ thành hai phần. Tính tỷ số thê’ tích của 
hai phần đó: 



(Trích đê thi thử THPT chuyên Bắc Cạn) 


I he best or nothing 
Câu 45: Tính thê’ tích V của khối hộp chữ nhật 
ABCD.A'B'C'D', biết AB = a,AD = a-JĨ và AC' hợp 


với đáy một góc 60°. 

A. v = 2 a 3 V6 B. V =a 3 yỈ2 

c.v = 3a 3 JĨ D v = 3^2 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Vị Thanh) 
Câu 46: Cho lăng trụ tam giác ABC.A'B'C’ và M là 
trung điểm của AB. Lựa chọn phương án đúng. 



(Trích đê thi thử THPT chuyên Vị Thanh) 
Câu 47: Cho khối lăng trụ đều ABC.A' B'C' có tất cả 
các cạnh bằng a. Tính thê’ tích V của khối lăng trụ 
ABC.A'B'C\ 


C. V 


Sa 3 


D. V 


Sa 3 

12 


(Trích đê thi thử THPT Hà Trung) 
Câu 48: Cho tú' diện ABCD có thê’ tích là V. Gọi 
A',B',C',Ơ lần lượt là trọng tâm của các tam giác 
BCD, ACD,ABD,ABC. Tính thê’ tích khối tứ diện 
A'B'C'D' theo V. 

27V 


i. c. : 

27 


27 


D. - 


64 


(Trích đê thi thử THPT Hà Trung) 
Câu 49: Cho hình chóp đều S.ABCD có cạnh đáy bằng 
a, biết góc giữa cạnh bên và mặt đáy bằng 45°. Tính 


thể tích V của khối chóp S.ABCD. 

A. V =—a 3 B. V = ệa 3 

6 3 

C.V=ệa 3 D .V=j2a 3 

3 


(Trích đê thi thử THPTHà Trung) 
Câu 50: Một hình lăng trụ có đáy là tam giác đều cạnh 
bằng a, cạnh bên bằng b và tạo với mặt phang đáy 
một góc a. Thê’ tích của khối chóp đó là: 

A •_ n V3 2, . 

A. -— 0 . 0 sina B. -^—a osina 

12 4 

c. ệa 2 bc osa D. ^Ệ-a 2 bcosa 

12 4 

(Trích đê thi thử THPT chuyên KHTN lần Ị) 
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Câu 51: Một hình chóp tam giác đều có cạnh đáy bằng 
a và cạnh bên bằng b. Thể tích của khối chóp đó là: 



c. ^-•v/ 36 2 - a 2 D. a 2 ^3b 2 -a 2 

(Trích đê thi thử THPT chuyên KHTN ữn I) 
Câu 52: Các đường chéo của các mặt của một hình hộp 
chữ nhật bằng a,b,c. Thể tích của khối hộp đó là: 

A. V p 2 +c 2 -a 2 )(c 2 +a 2 -b 2 )(a 2 + b 2 -c 2 'j 

V 8 

B y. (^+c 2 - a 2 )(c z - t -a 2 -h 2 )(a 2 -th 2 -c 2 ) 

. 8 

c. v=abc 

D. V-a+b+c 

(Trích đê thi thử "THPT chuyên KHTN Un I; tạp chí 
TH&TT lãn 7") 

Câu 53: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông 
cạnh a. Cạnh bên SA vuông góc với mặt phẳng đáy, 
cạnh bên BC tạo vói mặt phẳng (SAB) một góc 30°. 
Thê’ tích của khối chóp đó bằng: 

A g3 ^ B g3> ^ C a3 ^ D g3 ^ 

'3 '4 '2 '3 

(Trích đẽ thi thử THPT chuyên KHTN lần I) 
Câu 54: Một hình hộp đứng có đáy là hình thoi cạnh 
a, góc nhọn 60° và đường chéo lớn của đáy bằng 
đường chéo nhỏ của hình hộp. Thê’ tích khối hộp đó 
là: 


A. a 3 B. a 3 4 3 c. D. 

2 2 

(Trích đê thi thử THPT chuyên KHTN Tân I) 
Câu 55: Cho hình chóp tứ giác S.ABCD có thê’ tích 

bằng V. Lấy điểm A' trên cạnh SA sao cho SA’ = ỉ SA. 

Mặt phẳng qua A' và song song vói đáy của hình chóp 
cắt các cạnh SB,SC,SD lần lượt tại B',C',D'. Khi đó 
thê’tích khối chóp S.A'B'C'D' là: 


A -Ễ 






(Trích đê thi thử THPTPhạm Công Bình) 
Câu 56: Nếu 3 kích thước của một khối hộp cùng tăng 
lên 3 lần thì thê’ tích của nó tăng lên: 

A. 81 lần. B. 8 lần c. 64 lần D. 27 lần 

(Trích đê thi thử THPT Phạm Công Bình) 
Câu 57: Một lăng trụ tam giác ABC.A' B'C' có đáy là 
tam giác đều ABC cạnh a. Cạnh bên bằng b và hợp 


Ngọc Huyền LB 


với mặt đáy góc 60°. Thê’tích hình chóp A'.BCC'B' 
bằng bao nhiêu? 

A. -íị B. ít cệ D.ỉìặ- 
4 V 3 4 2 2 

(Trích đê thi thử THPT Phạm Công Bình) 
Câu 58: Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam 
giác vuông tại B biết AB = a,AC = 2a. SA±{ABC)vk 
SA = a4 3 Thê’tích hình chóp S.ABC là: 


(Trích đẽ thi thử THPT Phạm Công Bình) 
Câu 59: Cho khối chóp S.ABC với SA 1 SB,SB 1 sc, 
sc JL SA. Biết SA,SB,SC lần lượt là 3,5> 6. Thê’tích của 
khối chóp đó bằng: 

A. 20 B.10 C. 15 D. 30 

(Trích đê thi thử THPT Phạm Công Bình) 
Câu 60: Cho khối chóp có diện tích đáy B và chiều cao 
h. Tính thê’ tích V của khối chóp đó. 

A. V = Bh B. V = ịs/i 

3 

c. v=3 Bh D.V = ịBh 

2 

(Trích đê thi thử THPT Kiến An) 
Câu 61: Khi chiều cao của một khối chóp đềư tặng lên 
2 lần nhưng mỗi cạnh đáy lại giảm đi 2 lần thì thê’ tích 
của chúng tăng, giảm như thế nào? 

A. Thê’ tích của chứng tăng lên 2 lần. 

B. Thê’ tích của chúng giảm đi 2 lần. 

c. Thệ’ tích của chúng tăng lên 4 lần. 

D. Thê’ tích của chứng tăng lên 8 lần. 

(Trích đê thi thử THPT Kiên An) 
Câu 62: Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam giác 
đều cạnh a; mặt bên SAB nằm trong mặt phẳng vuông 
góc với mặt phẳng đáy và tam giác SAB vuông cân tại 
s. Tính thê’ tích V của khối chóp S.ABC. 

A V = g3 ~^ B V = 

12 24 

C. V=ỂẬ V.V = ỂẶ 

6 8 

(Trích đê thi thử THPT Kiến An) 
Câu 63: Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam 
giác vuông cân tại đỉnh B,AB = a,SA = 2a vad SA 
vuông gổc với mặt phẳng đáy. Gọi H,K lần lượt là 
hình chiếu vuông góc của A lên SB,SC. Tính thê’ tích 
khối tứ diện S.AHK. 
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A. V S AHK 


4 fl 3 
15 


c. V S AHK 


8 a 3 

Ĩ5 


B. V S.AHK 


ỀỂ. 

45 


(Trích đê thỉ thử THPT Kiến An) 


Câu 64: Cho hình lăng trụ đứng ABC.A'B'C' có 
AA' = ĩa; tam giác ABC vuông tại B có AB = a,BC = 2a. 
Tính thể tích V của khối lăng trụ ABC:A'B'C'. 

A. B. F = 4fl 3 

3 

c. p. F = 2a 3 

(Trích đê thi thử THPT Kiến An) 
Câu 65: Hình chóp tú' giác S.ABCD có đáy là hình chữ 
nhật cạnh AB = a, AD = a-JĨ; SA-L(ABCD), góc giữa 
sc và đáy bằng 60°. Thê’ tích hình chóp S.ABCD bằng: 

A. y/ĩa 3 B. 3 a 3 

c. Vẽa 3 Đ.3-j2a 3 

(Trích đê thi thử sờ GD&ĐT Hà Tĩnh) 
Câu 66: Cho lăng trụ đứng ABC.A'B'C’ có đáy là tam 


giác vuông tại A, AC = a, ACB = 60°. Đường chéo BC' 
của mặt bên ( BCC'B') tạo vói mặt phẳng (AA'C'Q một 
góc 30°. Thể tích của khối lăng trụ theo a là: 

A.A/6 íỉặ 

3 

WỊs 2slẽa 3 

'2 ‘3 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Hà Tĩnh) 
Câu 67: Từ một mảnh giấy hình vuông cạnh là 4 cm, 
người ta gấp nó thành 4 phần đều nhau rồi dựng lên 
thành bốn mặt xung quanh của một hình lăng trụ tứ 
giác đều như hình vẽ. 

I ! ! ! I l^rl 



Hỏi thể tích của khối lăng trụ này là bao nhiêu? 

A. 4cwi 3 B. 16cm 3 C. ^cm 3 D. --em 3 
3 3 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Chậu) 
Câu 68: Cho một cái bể nước hình hộp chữ nhật có ba 
kích thước 2m, 3m, 2m lần lượt là chiều dài, chiều 
rộng, chiều cao của lòng trong đựng nước của bể. 
Hàng ngày nước ở trong bể được lấy ra bởi một cái 
gáo hình trụ có chiều cao là 5 cm bà bán kính đường 
tròn đáy là 4 cm . Trung bình một ngày được múc ra 
170 gáo nước đê’ sử dụng (Biết mỗi lần múc là múc 


The best or nothing 
đầy gáo). Hỏi sau bao nhiều ngày thi bê’ hết nước biết 
rằng ban đâu bê’ đầy nước? 



A. 280 ngày. B. 281 ngày, 

c. 282 ngày. D. .283 ngày. 


(Trích đê thi thử THPT chuyên Lê Hông Phong) 
Câu 69: Một cái cốc hình trụ cao 15cm đựng được 0,5 
lít nước. Hỏi bán kính đường ữòng đáy của cái cốc sấp 
sỉ bằng bao nhiêu (làm tròn đến hàng thập phân thứ 
hai)? 

A. 3,26 cm. B. 3,27 cm. 

c. 3,25cm. D. 3,28cm. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lê Hông Phong) 
Câu 70: Cho một tấm nhôm hình vuông cạnh lm như 
hình vẽ dưới đây. Người ta cắt phần tô đậm của nhôm 
rồi gập lại thành một hình chóp tứ giác đều có cạnh 
đáy bằng X (cm) sao cho bốn đinh của hình vuông gập 
lại thành đinh của hình chóp. Giá trị của X đê’ khối 
chóp nhận được có thê’ tích lớn nhất là: 



(Trích đê thi thử "THPT Can Lộc - Hà Tĩnh; THPT 
chuyên Lương Văn Tụy-Ninh Bình") 
Câu 71: Kim tự tháp Kê-ốp ở Ai Cập được xây dựng 
vào khoảng 2500 trước Công nguyên. Kim tự tháp này 
là một khối chóp tứ giác đều có chiều cao 147m, cạnh 
đáy dài 230m. Thê’ tích của nó là: 

A. 2592100 m 1 B. 2592100 m 3 

c. 7776300 m 3 D. 3888150 m 3 

(Trích đê thi thử THPT Can Lộc - Hà Tĩnh) 
Câu 72: Cho khối chóp S.ABC có ba cạnh bên 
SA = SB = SC = a vuông góc với nhau tùng đôi một. 
Thê’ tích khối chóp S.ABC là: 



(Trích đê thi thử THPT Phạm Hông Thái) 
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Hưốmg dẫn giải chi tiết 


1. Dạng bài tập vê khối đa diện 

Câu 1: Đáp án D. 

Phương ấn A. Sai: Xem lại định nghĩa 

"Hai đa diện được gọi là bằng nhau nếu có 1 phép dời 

hình biến đa diện này thành da diện kia". 

Phương án B. Sai vì v chủp = h. s ăị y nên hai chóp có thể 
tích bằng nhau thì cần thêm điều kiện đường cao bằng 
nhau. 

Phương án c. Sai v lầng trụ = h.s aá y 
Thiếu điều kiện hai đáy có diện tích bằng nhau 
Phương án D. Đúng: Vì hai khối đa diện bằng nhau 
được tạo thành từ một phép dời hình, nó bảo toàn 
khoảng cách giữa các điểm. Do đó thể tích của chúng 
bằng nhau. 

Câu 2: Đáp án A. 

Mỗi cạnh của đa giác nào cũng là cạnh chung của đúng 

2 đa giác 

Câu 3: Đáp án A. 

Phương án A. Đúng: Ta chứng minh như sau: 

Gọi M -1 là một mặt khối đa diện, Mị là đa giác nên có ít 

nhất 3 cạnh c 1; c 2 , c 3 

M 2 chung cạnh c x vói M x (M 2 * Mj) 

M 3 chung cạnh c 2 vói Mj (M 3 * M,) 

Vì Cj eÁÍ 3 =>M 2 ?*M 3 . 

Gọi M 4 là mặt có chung cạnh c 3 vói Mj(M 4 *Mj). 
VI M 4 không chứa Cj,c 2 nên M 4 khác M 2 và M 3 
Do đó khối đa diện có ít nhất 4 mặt 
=> Mỗi hình đa giác có ít nhất 4 đỉnh. 

Phương án B. Sai. 

Phương án c. Sai: Ví dụ như hình chóp tam giác có 4 
đinh nhưng có 6 cạnh 

Phương án D. Sai: Lấy ví dụ là chóp tam giác có 4 mặt 
nhưng có 6 cạnh. 

Câu 4: Đáp án c. 

Câu 5: Đáp án D. 

Phươiĩg án A. Đúng: Vì hình lăng trụ đều là hình lăng 
trụ đứng có đáy là đa giác đều nên lăng trụ đều có cạnh 
bên vuông góc với đáy. 

Phương án B. Đúng. 

Phương án c. Đúng. 

Phương án D. Sai: Do lăng trụ đều có cạnh đáy và cạnh 
bên có thể không bằng nhau. 

Câu 6: Đáp án B. 

Mỗi khối đa diện đều có thể xác định bói ký hiệu 
{p, q} trong đó 


p = số các cạnh của mỗi mặt (hoặc số các đinh của mỗi 
mặt) 

q = số các mặt gặp nhau ở một đỉnh (hoặc số các cạnh 
gặp nhau ở mỗi đỉnh). 

Câu 7: Đáp án c. 

Ta có, từ một diêm bất kì bên trong khối đa diện đều n 
mặt nối với các đỉnh ữên hình chóp, sẽ chia khối chóp 
ban đầu thành n khối chóp có đỉnh là điểm đã cho, đáy 
là các mặt của khối chóp. Lúc này ta có: 

v=ịỵds=>ỵ d =f 

Câu 8: Đáp án A. 

Phương án A. Đúng. 

Phương án B. Sai: Hình lăng trụ đều chi cần là lăng trụ 
đứng có đáy là đa giác đều không nhất thiết tất cả các 
cạnh phải bằng nhau. 

Phương án c. Sai: Điều kiện để tạo thành một lăng trụ 
đều là một lăng trụ đứng trước tiên. 

Phương án D. Sai: Theo định nghĩa lăng trụ đều chỉ cần 
đáy là đa giác đều. 

Câu 9: Đáp án B 
Câu 10: Đáp án A. 

Phương án A. Sai: Hỉnh chóp đều thỏa mãn hai điều 
kiện sau: 

+ Đáy là đa giác đều 

+ Chân đường cao của hình chóp là tâm của đáy 
Phương án B. Đúng: Hình chóp đều có các cạnh bên 
nghiêng đều trên đáy 
Phương án c. Đúng. 

Phương án D. Đúng. 

Câu 11: Đáp án c. 

Câu 12: Đáp án A. 

Phương án A. Sai: Mỗi cạnh là cạnh chung của ít nhất 2 
mặt 

Phương án B. Đúng 
Phương án c. Đúng. 

Phương án D. Đúng: Vì mỗi mặt phải là đa giác nên có 
ít nhất 3 cạnh. 

Câu 13: Đáp án c. 

Hình tứ diện đều có 6 mặt phẳng đối xứng là 6 mặt 
phẳng đi qua 1 cạnh và trung điểm của cạnh đối diện. 
Câu 14: Đáp án c. 

Câu 15: Đáp án c. 

Phương án A. Sai: Có thể có 2 cạnh không giao nhau 
Phương án B. Sai: Hai mặt bất kì có thể song song với 
nhau và không có điểm chung. 
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Phương án c. Đúng. 

Phương án D. Sai: Hai mặt có thể song song và không 
giao nhau. 

Câu 16: Đáp án D. 

A,B/C đều là khối đa diện 

D không là khối đa diện do không thỏa mãn tính chất 
đầu tiên: 

"Hai đa giác phân biệt có thể có hoặc không có điểm 
chung hoặc chỉ có 1 điểm chung hoặc chỉ có 1 cạnh 
chung". 

Câu 17: Đáp án B. 

Hai đa diện lồi là hình 1 và 4. 

Câu 18: Đáp án A. 

Giả sử đa giác đáy có n cạnh. 

Suy ra có n tam giác mặt bên. Suy ra đa giác có 2n cạnh. 

Suy ra 2n = 46 <=> n = 23 

Suy ra có 23 mặt bên và 1 mặt đáy. 

Do đó có tổng cộng là 24 mặt. 

2. Dạng bài tập tính thể tích khối đa diện 

Câu 24: Đáp án B. 


s 



A B 

Giả sử chóp S.ABCD là chóp tứ giác đều như bài ra 
=> SA=SB=sc=SD = a 

AB = AD = BC = CD=a. 

ABCD là hình vuông cạnh a => BD = AC = ayjĩ 
Gọi BD n AC = ỊhỊ => H là trung điểm của BD 

^ DH ,m=ỉệ 

2 2 

A SDH có H = 90° (do SH±(ABCD)) 

^>SH = 'JsD 2 -DH 2 

2 

S abcd .SH a 2 .a-h w 2 

S.ABCD 3 6 6 

Câu 25: Đáp án A. 


The best or nothing 

Câu 19: Đáp án A. 

Phương án A. Sai: Thể tích khối lăng trụ S = Sh 
Phương án B, c, D: Đúng. 

Câu 20: Đáp án B. 

Phương án A. Đúng 

Phương án B. Sai: Không phải lúc nào lắp ghép cũng 
được 1 khối đa diện vì có thểlắp ghép sao cho 2 đa giác 
phân biệt có 2 cạnh chung trờ lên. Suy ra B không thỏa 
mãn tính chất 1. 

Phương án c, D: Đúng. 

Câu 21: Đáp án c. 

Câu 22: Đáp án D. 

Ví dụ minh họa là hình tứ diện đều 
Câu 23: Đáp án c. 

Khối đa diện đều loại {4;3} tức là khối có mỗi mặt là 4 
cạnh tức là khối lập phưong. Vậy đáp án c. 


s 



B 


Giả sử chóp SABC là chóp tam giác đều có: 

AB = BC=AC=ạ. 

Gọi o là trọng tâm AABC => so 1 ( ABC) 

Giả sử AO nBC = {mỊ 

Yiị(SBC);(ABC)j = 60° => SMO = 60° 

ASMO có o = 90°, SMO = 60° 

=>SO = OM.tanSMO = tan 60° = ẾẾẾẾ 

3 3 

Xét A AMB có: AMB =90°, ABM = 60° (do A ABC đều) 

=> AM = AB.smABM = a.ệ=*SO = í 
2 2 

SOS MBC SO.AM.BC ala$__*s 

Câu 26: Đáp án c. 


LOVEBOOK.VN I 267 






Công Phá Toán - Lđp 12 


Ngọc Huyền LB 


s 



Áp dụng công thức: 


V S.ÃBC- _.SẨ _ SB _sc' 1 1 1 = J_ 

V SABC SA SB sc 2 '3'4 24 

V. ... 

y v S.ABC 

S - A ' B ' c ~ 24 



Nhìn vào hình vẽ ta thấy nếu đi tính trực tiếp thể tích 
khối tứ diện ACD'B' là khá lâu, do đó ta sẽ đi tìm một 
cách gián tiếp như sau: 

Lời giải 


Ta có 


_y -V. -V 


Mặt khác ta nhận thấy 

V ưADc= V n-Acn= V avcn' =V AA . B . n . = ị.a.ị.S ARrn = ịa 3 

DADC BACB CB c D AA B D 3 2 ABCD 6 

Do vậy V ACƠB . = fl 3 -4.ỉfl 3 = . 

Câu 28: Đáp án D. 


s 



+)Xét AABC: 

[a = 90° 

\aB = 2 => BC = ——= 4 

cos60° 

[ABC = 60° 

=> Tam giác SHA vuông cân tại H. 

BH = HC = AH = ^-=>AH= 2. 

2 

+) Xét A SHA: 

Í H = 90° 

AH = 2 

SAH = 45° (do ỊsA; (ABC)j = 45° 

Do dó V_- SH - S ^c _ 2.AB.BCsm60° 
SABC 3 3.2 

2.2.4.3 ểS 4 
3.2.2 3 "Vã' 

Câu 29: Đáp án c. 

D 



Giả sử khối trụ và lăng trụ tứ giác đều đã cho biểu diễn 
như hình vẽ 

Giả sử AC = d = 2 Diện tích hình ữòn đáy là 7iR 2 . 

Suy ra: V klru = S^.AA' = iĩR 2 .AA' 

Lăng trụ tứ giác đều nội tiếp trụ có đáy là hình vuông 
ABCDcó AC — d = 2r. 
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.„2 -AC 2 4 r 2 „2 
ABCD 2 2 

Suy ra: v ưing trụ = S abcd .AA' =>V' = 2r 2 .AA' 
V' 2 r 2 AĂ 2 

^ y ~7tr 2 .Al' _ 7t' 

Câu 30: Đáp án A. 


B c 



Đặt AB=a,BỂ =b,BC = c. 


ịab = 24 


(!)=> 


6 c = 42 
ữc = 28 


=>(abc) 2 = 24.42.28 = 168. 2 


=> y /1BCD /B . c . ư = AB.BB.BC = íỉbc = 168 
Câu 31: Đáp án A. 


s 



ABCD là hình vuông 

BD = 2a =>AB=BD.cos 45° = a-JĨ =>S AÍICD = AB 2 =2fl 2 
Tam giác SAC có: 

ASC = 90° 

• AC = BD = 2a=>SA=jAC 2 -SC 2 =a 

SC = aS 

Ta có: 

■~ĩ = ~ĩ+~ĩ = ị+-Ậ ĩ =^j^SH = ệa 
SH 2 SA 2 sc 2 a 1 3a 2 3a 2 2 



Xét A AĂB có: 

A = 90° 

n,R 

■ ÂBA = 30° =>AĂ = AB tan 30° = 

AB = a 3 

AB.BC a.a-ẵ w 2 

^ÁABC 2 2 ~ 2 

Do** • ĩ f- Ể r~J' lỉ - 

Câu 33: Đáp án D. 


s 



ABCD là hình vuông cạnh a =>AH = HD = ^P = ^ 


A = 9Q° 

AB = a => BH = 4ảH 2 + AH 2 =ệa. 

r-ỉ 

+) SH ± ( ABCD ) => ( SB;(ABCD )) = SBH = 60° 


LOVEBOOK.VN I 269 











Công Phá Toán - Lớp 12 



+) AAHB :< 


H = 90° 
BAH = —' 
BH = a 


AH.BC aS 2a a 2 S 
^ MBC 2 3 ■ 2 3 

+) A SAH có: 

A = 90° 

SH1 (ABC) ^ SHA = Ị( S BC),(ABC)Ị = 45°. 
SH1BC 

=> A SAH vuông cân tại A => SA = AH = 

y SA - S AABC _ g 2 '/ 3 _ g 3 

S/1BC 3 3 ' 3.3 9 ' 


Câu 35: Đáp án A. 

Do tam giác SAB là tam giác đều và nằm ữong mặt 
phẳng vuông góc với đáy nên đường cao kẻ từ s xuống 
AB của tam giác SAB chính là chiều cao cuả hình chóp: 


1 M) (2afS 

Vậylúcnày: V = ^.—-—.— — — =a 3 
Câu 36: Đáp án D. 

Ta có hình hộp ABCD.A'B'C'D' và khối chóp C.ABC có 
chung chiều cao kẻ từ C' xuống ABC. Lúc này ta có: 


Ỵcmc ' Ị Sạbc 

V ABCD.AVCV 3 ’ S ABCD 


1 1 
3 2 


6 


Ngọc Huyền LB 

Câu 37: Đáp án B. 


s 



Gọi o là tâm của tứ giác ABCD. Gọi G là giao điểm của 
SOvằBD. 

Trong (SAC), đường thẳng qua G và song song với AC 
cắt SA, sc lần lượt tại M, N. Ta có AO,BF lần lượt là hai 
trung tuyến của tam. giác SBD nên G là trọng tâm của 

tam giác SBD. = ậ 
& SO 3 

Lúc này mặt phẳng đã cho là mặt phẳng ( BMFN ). 

Ta có 

V SMBr SM SB SF _ 2 1 = 1 
. SA SB SD 3 2 3 

' 7 _ VsABD _ V SABCD 

3 - 6 

Tưong tự ta cũng có V SBNf = SA3CD . 

Vâv ^ SBMFN = ^ bmfn _ 1 

''S./IBCD ° V BMỈNCAD z 

Câu 38: Đáp án B. 

Do hình chó S.ABCD có cạnh bên SA vuông góc vói 
đáy nên SA là đường cao của hình chóp. 

IX 

Hình vuông ABCD có AC = a\l 3 => AB = -~jí 

Câu 39: Đáp án A. 


A D 
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The best or nothing 


Ta có: A'C' = -JaB 7 +BC 2 = 0%/Ì. 

=>C'C = 4a!ơ -A'C' 2 = V21 a-5a = 4«. 

=> V ABCDA . B , CD , = C'C.S ABCD = Aa.a.la = 8a 3 . 
Câu 40: Đáp án A. 

v w = |. Ã. đáy 2 = Ì.154.270 2 = 374220ũ(m 3 ). 
Câu 41: Đáp án D. 


s 



B 


Tacó- = M ẾỄl sc ' 1 I I = J_ 
aC0 ' V SA'SB‘SC 3 4 2 24' 

Câu 42: Đáp án D. 


A B 



Ta thấy khối tám mặt đều đó thực chất là 2 khối chóp 
có chung đáy được đánh dấu như hình ữên: EMNPQĨ. 
Xét A A'DC' có: M,N lần lượt là trung điểm của DA' 

và DC' => MN = ^A'Ơ (tính chất đường trung bình) 

Do ABCD.A'B'CƠ là khối lập phương cạnh a 
=>A!B'C'D' là hình vuông cạnh a 
=>A'C'=AB-j2=a-j2 

aJĨ 

Do vậy MN = —■ 

+ Nhận thấy MNPQ là một hình vuông cạnh 

—s c -ĩ_ 

U MNPŨ 2 ' 

+ d(E;(MNPQ)) = ị.EF = ịa 
^ ^EMNPQỈ = ^"^E.MNPQ ~ 2.ịd(E;(MNPQ)).S MNPữ 


Câu 43: Đáp án c. 



B 

Gọi K là trung điểm của BC => AK 1 BC (1) 

Ta có: A'B = -Ja'A 2 +AB 2 =sJa'A 2 + Aơ =A’C 
=> AA'BC cân tại A' =>A'K±BC (2) 

Từ (1) và (2) 

=> Ị(A'BC);(ABC)Ị = A'KA = 60°. 

Ta có: AB = a=>AK = ^ệ- 
2 

=> = AK. tan A'KA = ĩệ. tan 60° = ^ 

2 2 

Vi AXXBC và (ABC)l(BCC'B') nên AKl(BCC'B') 

. T/ -Ấ AVQ 1 aV3 a.3a _ a 3 yl3 
Aflcc ' B ' r 3 flcCB ' _ 3' 2 ' 2 " 4 
Câu 44: Đáp án B. 

H 



B' 


Gọi K là trung điểm của AC. 

Dễ dàng chứng minh được K e (B'C'M). 
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Gọi B'Mr\A'A tại H. 

Vi AM = ~A'B' và AM/ỊA'B' nên A, M lần lượt là 
2 

trung điểm của HA',HB'. 

Tưcmg tự, dễ dàng chứng minh được C'K cắt AA' tại 
H sao cho K là trung điểm HC'. 

Đặt AA' = h, A'B' = a. 

Ta có: V AKMM , c =V H A . B . c .-V H Am 

= ị .HA'.S.,, b , c , - ị .HA.S. akm 
3 MBC 3 MKM 

= l 2h ỂỂ.A h ĩỂ. t ỉ 

3' 4 3 4 2 2 

h.a 2 S h.a 2 S _7 h.a 2 S _7_ 

6 48 “ 12' 4 -12-GU>C.A'B'C' 

.. = 1 .. 

^B'CBCKM 5 

Câu 45: Đáp án c. 

A' . a Ịjf 



Ta có: góc A'CA = 60°. 

CA = -JaB 2 +BC 2 =yja 2 + la 2 = as/ã 
=> A'A = AC. tan 60° = a-s/3. tan 60° = 3ữ 
=> V m . c . D . = A'A. S, BCD = 3fl.«W2 = 3a 3 slĩ. 
Câu 46: Đáp án c. 


A M B 



Phương án A. Ta có: 

=\.à{A-,(A'B'C))S^ c 


Ngọc Huyền LB 

Vm.a^=14 m á a ' b ' c )) s ^c 

=> V AA , B , C , = V mvc => Phương án A sai. 

Phương án B. Ta có: 

v A'BCB'C' v ABC. A'B'C' v v A'ABC 

-d(A';(ABC))S m -ịđịA';(ABq).S u , c 
-jA(A'-,(ABCp UK -ịv^„ c 
=> Phương án B sai. 

Phương án c. Từ chứng minh trên và V A . BCCB , = V ABCCB , 
ta thấy phương án c đúng. 

Câu 47: Đáp án c. 



Câu 48: Đáp án c. 

A 



Gọi M,N,P lần lượt là trung điểm của CD,BD,BC 
=>A,B',M thẳng hàng 
A,C',N thẳng hàng 


Xét A AMN: 


AB' AC' 2 
AM AN 3 


CƠ//PN 
Tương tự ■ CƯ 2 
.■~m = 3 


B'C' / /MN 
=>■ B'C' 2 
. MN 3 


=>AB'C'D' co AMNP theo ti số ^ 


“-(!)’-|w 
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The best or nothing 


Mà AMNP 


ABCD theo tì số Ậ 
. 2 



Từ(1)và(2) 

Dễ dàng chúng minh được (B'C'D')//(BCD) 
^ d{A;(B'C'D')) AC 2 
^ d(A;(BCD)) an 3 


=>d(A;(B'C'D'))=ịd{A;(BCD)) 
=>d(A'-,(B'CD')) = ịã(A;(BCD)) 
Vậy V A , M , cv .=ịd(A';(BVV%S^ CỮ 
-ịịd(A-,(BCD)).ịs m 

ẢyV 

27 A - BCD 27 
Câu 49: Đáp án A. 



Gọi o là tâm hình vuông ABCD => SAO = 45° 

=*SO = OA = ị.AC = ị.aS 
2 2 



Câu 50: Đáp án B. 



Gọi K là trung điểm của B'ơ. 

Hạ AH _L A'K tại H => AA'H = a 
=> AH = AA'. sin a = b. sin a 

=> V A BC A’B‘C = AH'*>AA'ữc = k sút a - ..^ .s 2 .b. sin a. 

Câu 51: Đáp án B. 



B 


Gọi khối chóp tam giác đều đề bài cho là SABC. 
Gọi G là trọng tâm A ABC 

=>SG±(ABC) và GB = ị.^ệ-=ĩệ- 
v ' 3 2 3 

=>SG = J-GB 2 +SB 2 = 



Câu 52: Đáp án A. 


A y B 





ịAB' = a 

Giả sử hình hộp chữ nhật ABCD.A'B'C'Ơ có ị AC = b 


AB = y = 
AD = Z 


z 2 +y 2 =b 2 
x 2 +y 2 =a 2 = 
x 2 +z 2 =c 2 




-Ệ 
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The best or nothing 



Ta có: SA 1SB, SB1SC^>SB± (sác) 

=> =f .S MBC =f.^p (ASAC vuông tại S) 

= % = 15. 

Câu 60: Đáp án B. 

Câu 61: Đáp án B. 

Ta có: V dau =ị.h.S đ6y 



Vậy thể tích giảm đi 2 lần. 
Câu 62: Đáp án B. 



Gọi M là trung điểm AB. 

Vi A SAB vuông cân tại s nên SM = ~.AB = — và 
SMẤ-AB =$SMA-(ABC) (vì (ABC)±(SAB)) 

„ _SM „ _a a 2 V3 _ a 3 V3 
^ w ---g—--ãT- 
Câu 63: Đáp án B. 


s 



Vì AABC vuông cân tại B nên AC = a-JĨ. 
Ta có: SA 2 =SH.SB (ầSAB vuông tại A) 

<z>(2af =SH.Ậ2af +a 2 

OSH-* ‘Ạ 

5 

SH ểayỊs . /z _ 4 

^ SB 5 ' a ^ 5 

Tương tự, tính được ~ = - Ỵ- ■ ữyỊô = ^ 

V S.AHK SH SK 4 2 8 

SB sc 5 3 15 

8 2g ạ 2 _8fl 3 

=> &4HK “ J5‘ 3 -^BC “ 15* 3 • 2 “ 45 ■ 

Câu 64: Đáp án D. 


A c 
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Câu 65: Đáp án A. 

s 



Vì SA X ( ABCD ) => SCA = 60°. 

Ta có: AC = \ỊaB 2 + BC z = yỊa 2 +2a 2 = a-s/3 
=> SA = AC. tan 60° = 3a 

=> ý =~.S A „rn = ^r-a.ayl2 = CỞ-JĨ. 

S.ABCD 3 ABCD 3 

Câu 66: Đáp án A. 



A' 


Vì BA X AC và BA X AA' => BA X (ACC'A') 
=> BA XAC'=>BC'A = 30°. 

Ta có: AB = AC. tan 60° = ữ^ 

AC' = AB.cot30° = 3.cot30° = 3a 

=> A'A = Vc'A 2 -A'C ' 2 = Ậ3af -ê = 2«>/2 

V, BC ,, S , C , = A'A.S. bc = 2 ajĩ.a.ĩệ- = a 3 Vẽ. 

ABC.ABC ABC 2 

Câu 67: Đáp án A. 

Câu 68: Đáp án B. 


v te = 2.3.2 = 12(m 3 ) 

= 7I.4 2 .5 = 80ít(cm 3 ) = 8jt.l(r 5 (m 3 ) 

Vậy bể hết nước sau: -——— « 281 (ngày) 
8 ti.10- 5 .170 

Câu 69: Đáp án A. 

y = 0,5(z) = 50ũ(cm 3 ) =>r=ijjị^ *3,36(cm) 


Câu 70: Đáp án D. 

A M B 



Ta có: IM 2 =b 2 -50 2 


2 

_ , 2 ■ cn2 _ 100 2 - 200x-JĨ. + 2x 2 
4 

p 20000 - 200 W2+2x 2 

4 

=» =ịft~-x 2 =y5000 - 50xj2.x 2 

Thử tùng phương án ta chọn D. 

Câu 71: Đáp án B. 

V = 14 ?|--°- = 2592100(m 3 ). 

Câu 72: Đáp án A. 

Vì SA XSB và SB X SC => SB X (sác) 

=> y s.^Bc = SB ^ SAC = I • Y (ASAC vuông tại S) 
_ a 2 

~T’ 
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Chủ đề 6: Mặt cầu, mặt trụ, mặt nón 


The best or nothing 


Chủ đề Sĩ Mặt cầu ? mạt trụ, mặt nổn 

Bài 1: Mặt cẩu, khối cầu 

1. Định nghĩa 

I Tập hợp các điểm ừong không gian cách điểm o cố định một khoảng R không 
I đổi được gọi là mặt cầu có tâm o và bán kính R. 

Mặt cầu như thế thường được kí hiệu là SịO;R ). 

Các thuật ngữ: 




2. VỊ trí tương đối giữa mặt cầu và mặt phẳng. 

Cho mặt phẳng (p) và mặt cầu s (O; R). Gọi H là hình chiếu của o lên mặt 
phẳng (p) thi d=OH. 

a. Nếu d = R thì mặt phẳng (p) và mặt cầu có một điểm chung duy nhất là H 
là và ta nói mặt phẳng (p) tiếp xúc với mặt cầu (s) . (hình 6.2) 

b. Nếu d>Rt hì giao của mặt phẳng (p) và mặt cầu s (O;p) là tập rỗng và ta 
nói mặt phẳng (p) không cắt mặt cầu (s). (hình 6.3) 

c. Nếu d<R thì mặt phẳng (p) cắt mặt cầu (s) theo giao tuyến là đường tròn 
nằm trên mặt phẳng (p) có tâm H và bán kính r = Vp 2 - à 2 . (hình 6.3) 



Cho mặt cầu s (O; R) và một điểm A (hình 6.1). 

a. Nếu OA = R thì điểm A thuộc mặt cầu. Khi đó đoạn thẳng OA 
là bán kính của mặt cầu. 

b. Nếu OA < R thì ta nói điểm A nằm trong mặt cầu. 

c. Nếu OA > R thì ta nói điểm A nằm ngoài mặt cầu. 

Nếu OA; OB là hai bán kính của mặt cầu thỏa mãn o, A, B thẳng 
hàng thì AB là đường kính của mặt cầu. 

d. Tập hợp các điểm thuộc mặt cầu (s) cùng với các điểm nằm 
toong mặt cầu đó được gọi là khối cầu (s) hoặc hình cầu (s). 
Vậy khối cầu (s) là tập hợp các điểm A thỏa mãn OA <R. 
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3. Vị trí tương đối giữa đường thẳng và mặt cầu. 

Cho mặt cầu s (O; R) và đường thẳng A . Gọi H là hình chiếu của o lên A và 
d = OH là khoảng cách từ o tới A. Hoàn toàn tưong tự ữong ữưcmg hợp mặt 
cầu và mặt phẳng, ta có các kết luận sau đây: 

a. Nếu ả < R thi A cắt mặt cầu tại hai điểm phân biệt, (hình 6.5) 

b. Nếu d>R thì A không cắt mặt cầu. (hình 6.6) 

c. Nếu d = R thì A cắt mặt cầu tại một điểm duy nhất hay Á tiếp xúc với mặt 
cầu tại điểm H, hay A là tiếp tuyến của mặt cầu tại H. Điểm H gọi là điểm tiếp 
xúc của A và mặt cầu. (hình 6.7) 



Hình 6.5 



Hình 6.6 



Hình 6.7 


STUDY TIP: 

a. Diện tích s của mặt 
cầu bán kính r bằng bốn 
lần diện tích hình tròn 
lán của mặt cầu đó. 

b. Thể tích V của khối 
cầu bán kính r bằng thê’ 
tích khối chóp có diện 
tích đáy bằng diện tích 
mặt cầu và có chiều cao 
bằng bán kính mặt cầu 
đó. 


Kết quả 

a. Điều kiện cần và đủ để đường thẳng A tiếp xúc vói mặt cầu s(0;k) tại điểm 
H là A vuông góc vói bán kính OH tại điếm H. 

b. Có vô số đường thẳng tiếp xúc vói mặt cầu s (ơ; R) tại điểm H. chúng thuộc 
I mặt phẳng tiếp xúc vói mặt cầu tại điểm H. 

Chú ý 

Người ta nói mặt câu nội tiêp hình đa diện nếu mặt cầu đó tiếp xúc vói tất cả các 
mặt của hình đa diện, còn nói mặt cầu ngoại tiếp hình đa diện nếu tất cả các đỉnh 
của hình đa diện đều nằm ữên mặt cầu. 

2. Công thức tính diện tích mặt cầu và thể tích khối cầu. 

Mặt cầu có bán kính r có diện tích là: |s = 47tr 2 .| 


Khối cầu có bán kính r có thể tích là: 
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BỔ sung một số ¥ẩn đề mặt cầu ngoại tiếp, nội tiếp hình 
đa diện. 

8. Mặt cầu ngoại tiếp hình ẩa diện. 

I Mặt cầu đi qua mọi đinh của hình đa diện H gọi là mặt cầu ngoại tiếp hình đa 
diện H và hình đa diện H được gọi là hình đa diện nội tiếp mặt cầu đó. 

1. Măt cầu ngoai tiếp hình chóp, măt cầu ngoai tiếp hình lăng tru. 

A. Mặt cầu ngoại tiếp hình chóp 

I Điều kiện cần và đủ để một hình chóp có mặt cầu ngoại tiếp là đáy của nó là đa 
giác nội tiếp một đường tròn. 

Từ đây ta có 
Hệ quả 

I I Mọi hình tứ diện có mặt cầu ngoại tiếp. 

I Mọi hình chóp đều có mặt cầu ngoại tiếp. 

Các phương pháp cơ bản xác định tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp. 



Lời giải 


Phương pháp 1: 

1. Xác định tâm o là tâm đường tròn ngoại tiếp đa giác đáy A A 2 ...A . 

STUDY TIP: 

1. Khi hình chóp là hình 2. Dựng trục A là trục đường hòn ngoại tiếp đa giác đáy A 1 A 2 ...A n (A là đường 

chóp đều, lửnh chóp có thẳng đi qua tâm o của đường tròn ngoại tiếp đa giác đáy và vuông góc với 

mộ ^ bên ™5" gSÓC mặt phang đáy), 

vói đáy thì có thê’ thay 

mặt phẳng trung trực 3. Vẽ mặt phẳng trung trực (p) của một cạnh bên bất kì của hình chóp. 

băng đường trung trực. 4 Giao của mặt phẳng trung trực (p) và đường thẳng A là tâm I của mặt cầu 

2. Khi dựng mặt phẳng ^ ^ ^ , 

trung trực của cạrửi bên, ngoại tiếp ỉùnh chóp S.A.Ạ,...A n . 

nên chọn cạnh bên của Phương pháp 2: 

hình chóp đồng phăng I J Xác định tâm o là tâm đường hòn ngoại tiếp đa giác đáy A 1 A 2 ...A n . 

vói A. * 

2. Dựng trục Á là trục Víđường tròn ngoại tiếp đa giác đáy A Í A 2 ...A n . 

3. Vẽ trục đường tròn ngoại tiếp của tam giác mặt bên A 2 sao cho A và A 2 
I đồng phang. 

I 4. Lấy giao hai đường thẳng ta được tâm của đường tròn ngoại tiếp hình chóp. 
Phương pháp 3: 

I Chúng minh các đỉnh của hình chóp nhìn đoạn thẳng nối hai đinh còn lại dưới 
một góc vuông. Khi đó trung điểm của đoạn thẳng nối hai đinh đó chính là tâm 
của mặt cầu ngoại tiếp hình chóp, và đoạn thẳng nối hai đỉnh là đường kính 
của mặt cầu đó. 

Phương pháp 4: 

II Tun một điểm đặc biệt cách đều các đỉnh của hình chóp. 


Phương pháp. 5: 

I Ta tạo các lăng trụ quen thuộc để dễ dàng hon trong việc xác định tâm hay tính 
toán các yếu tố của mặt cầu ngoại tiếp đa diện. Bằng việc mở rộng khối đa diện 
đã cho, thay vì xác định tâm và bán kính của khối đa diện một cách trực tiếp, ta 
xác định tâm và bán kính của mặt cầu ngoại tiếp hình đa diện quen thuộc. 
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Công Phá ĩoán - Lớp 12 
B. Một số bài toán nổi bật 
Bài toán 1: Xác định tâm và bán kính của mặt cầu ngoại tiếp hình chỏp tam 
giác đều có cạnh đáy bằng a và chiều cao bằng h. 

Lòi giải tổng quát 

Gọi S.ABC là hình chóp tam giác đều, có chiều cao SH=h ; cạnh đáy bằng a. 

Trong mặt phẳng (SAFĩ). kẻ đường ữung trực của cạnh SA, khi đó gọi I là 
giao điểm của đường trung trực cạnh SA và SH. Khi đó I là tâm của mặt cầu 
ngoại tiếp hình chóp S.ABC. 

Ta có tam giác ABC là tam giác đều nên H là ữọng tâm của tam giác ABC 

^AỈỉẨ.ĩệ-ĩệ. 

3 2 3 

Tam giác SAH vuông tại H => SA = \ỊsH 2 + AH 2 = 



Tam giác SDI và tam giác SHA là hai tam giác đồng dạng nên 

CA SA ,2,0* 

SI _SD_ SI _ 2 _ SA 2 _ n + 3 3h 2 +a 2 

SA SH^ SH 2SH 2.h 6h ' 


Đến đây ta có kết luận: bán kính của mặt cầu ngoại tiếp hình chóp tam giác 
đều có cạnh đáy bằng a và chiều cao bằng h là 


R = ^±íl 

6 h 



Bài toán 2: Tính bán kính của hình chóp tứ giác đều có độ dài cạnh đáy là a 
và chiều cao là h. 

Tương tự bài toán trên ta có bá 
cạnh đáy là a và chiều cao h là 1 

n kính của hù 

R. 2h ‘ +a \ 
4 h 

ìh chóp tứ giác đều có độ dài 


1 Tổng quát: Công thức đọc thêm: Bán kính của mặt cầu ngoại tiếp hình chóp 1 

đều n giác có cạnh đáy bằng a và chiều cao h là 

„,2.2180° 2 
4rt .sin ——+ « . 


R , . 2180° ■ 
8«. sin - 


Bài toán 3: Xác định tâm và bán kính của tứ diện SABC có SA = a,SB = b, 
sc = c và bạ cạnh SA, SB, sc đôi một vuông góc. 

Lời giải tổng quát 

Cách 1: Gọi H là trung điểm của AB. Dễ thấy H là tâm đường tròn ngoại tiếp 
ASAB. Mặt phẳng trung trực của SC cắt trục đường tròn (SAB) tại o. Ta có o 

chính là tâm của mặt cầu ngoại tiếp tứ diện SABC. Dễ thấy OH = ~. 
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Chủ đề 6: Mặt cầu, mặt trụ, mặt nón 


The best or nothing 


R=SO = ylSH 2 +H0 2 =, - Ệ- + HO 2 
V 4 


=J SA2 : SB2 ^ 

V 4 


»r.^±ẹ±z 



Cách 2: Sử dụng phương pháp 5: Phương pháp tạo lăng trụ bao. 

Mở rộng tứ diện SABC thành hình hộp chữ nhật SADB.CMNQ. Khi đó tâm 
của mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABC chính là tâm của hình hộp chữa nhật 

SADB.CMNQ. Khi đó os = R = i yja 2 +b 2 +c 2 . (Công thức độ dài đường chéo 
của hình hộp chữ nhật tôi đã giới thiệu). 



Bài toán 4: Cho tứ diện ABCD có AB-CD = c, AC = BD = b, AD = BC = a. 
Tìm bán kính R là bán kính mặt cầu ngoại tiếp khối tứ diện ABCD. 

Lời giải 

Gọi I và / lân lượt là trung điểm của AB và CD thi dễ thấy IJ _L AB, IJ ± CD , 
hay nói cách khác IJ là cạnh vuông góc chung của hai cạnh AB, CD. 

Gọi o là ữung điểm của IJ thì OA = OB và oc = OD (Do IJ là đường hung 
trực của AB, CD). 

Do AB=CD nên IB = JC, khi đó hai tam giác OỈB và O/C bằng nhau. Suy ra 
OB=OC. 

Từ đây suy ra o cách đều bốn đỉnh của tứ diện ABCD. Vậy mặt cầu ngoại tiếp 
tứ diện ABCD là mặt cầu có tâm o, bán kính R =OA 


STUDY TIP: 
Bán kính của mặt cầu 
ngoại tiếp khối tứ diện 
gần đều là 

'R = ^ệ.-v/a 2 +b 2 +c 2 
4 


™ , „„2 2 . TAỈ IJ 2 . AB 2 IJ 2 +C 2 

Ta có OA 2 = OI +IA =^— + —— = —. 

4 4 4 

Vì CI là trung tuyến của tam giác ABC nên IC 2 = 2a - + ~ ——, suy ra 

Jj2 =CI 2 _ CJ 2 __ 2 a 2 + 2 b 2 -c 2 c 2 _ a 2 +b 2 -c 2 

7 ’ . 4 4 2 

Nhưvậy R 2 =OA 2 =Ỉ.Ịa 2 +fe 2 +C 2 Ị => 


R = ^Ặ.4c? +b 2 +c 2 
4 _ 


Bài toán 5*: Cho một mặt cầu bẳn kính R cố định. Tìm hình chóp tứ giác đều 
có thể tích lớn nhất nội tiếp trong mặt cầu. 

Đây là một bài toán mà kết hợp cả yếu tố hình không gian và giải tích (tìm 
max của một hàm số ữên một khoảng (đoạn)). 

Lời giải 

Giả sử S.ABCD là hình chóp tứ giác đều nội tiếp mặt cầu bán kính R thì đường 
cao SH đi qua tâm mặt cầu. 

Gọi a, h lần lượt là cạnh đáy, chiều cao hình chóp thì áp dụng bài toán 2 ta có 
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R = 2 h 2 +a 2 với 0<h<2R 
ếh 


^a 2 =2h,(2R-h). 

Thể tích khối chóp là V = ^ ữ 2 lí=“ .2h 2 ,(2R-h}. 

Đến đây ta có hai cách: 

Cách 1: Sử dụng bất đẳng thức 


Ta có V = ịịị.(2R-h )<I 
3 2 2 ' ' 3 


STUDYTIP: 

Hình chóp tứ giác đều có 
thể tích lán nhất nội tiếp 
trong mặt cầu bán kính R 
cố định là hình chóp tứ 


ị+ị+2R-h 
2 2 


64 R 3 
81 


Dấu bằng xảy ra khi và chi khi ^ = 2R-7í<=>/í = . 


Cách 2: Xét hàm 

Xét hàm SỐ f(h) = ị.h 2 (2R-h) trên (ũ;2 R). 

Ta có f(h)=ị.R.2h-ị.3h 2 =^.Rh-2h 2 =0oh = ~. Kết quả tương tự trên. 

Đến đây ta rút ra được Study Tip để ghi nhớ. 
c. Mặt cầu ngoại tiếp hình lăng trụ 

Một hình lăng trụ có mặt cầu ngoại tiếp khi và chỉ khi đáy của nó là hình lăng 
trụ đứng với đáy là đa giác nội tiếp đường tròn. 

Hệ quả 

I Hình hộp H có mặt cầu ngoại tiếp khi và chỉ khi H là hình hộp chữ nhật. Tâm o 
của mặt cầu ngoại tiếp hành hộp chữ nhật là giao đi ếm các đường ché o, và độ 


dài đường chéo là đường kính của mặt cầu. Khi đó 


R = 


\Ja 2 +b 2 - 


Bài toán 6: Trong số các hình hộp nội tiếp hình cầu bán kính R cho trước, 
hình hộp nào có tổng các kích thước lớn nhất. 


Lời giải 

Ta có hình hộp nội tiếp mặt cầu bán kính R nên nó là hình hộp chữ nhật và các 
kích thước lần lượt là a, b, c của nó liên hệ vói bán kính mặt cầu bởi công thức 
a 2 +b 2 +C 2 =4 R 2 . 

Tổng các kích thước của hình hộp đó là 4 (a + b + cỴ 


Mặt khác, ta có 

(a + b + cf <3(fl 2 +b 2 +c 2 )=12R 2 ^a + b + c<2RS . 
<=> 4(fl + b + c) < 8Ryf3. 
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The best or nothing 


2R-S 


chính là hình lập phương có cạnh bằng 


2rS 



Bài toán 7: Trong các hình nội tiếp mặt cầu tâm I bán kính R, hình hộp có 
thể tích lớn nhất bằng: 

d.Sr 3 


B. 

3V3 


n „3 


(Trích đê thi thử THPT chuyên KHTN lần 2) ị 


Đáp án B 

Lời giải 

Hình vẽ bên minh họa một hình hộp ABCD.A'B'C'D' nội tiếp mặt cầu tâm I 
bán kính R. 

Vì tính đối xứng nên hình hộp nội tiếp khối cầu luôn là hình hộp chữ nhật. Do 


STUDY TIP: 

Cho hình hộp chữ nhật 
có 3 kích thước là a, b, c 
khi đó độ dài đường chéo 
của hình hộp chữ nhật 
được tính bằng công thức 
d=Va 2 +b 2 +c 2 


vậy đặt ba kích thước của hình hộp chữ nhật lần lượt là a, b, c. 
Khi đó thể tích của hình hộp chữ nhật là V = ábc. 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy cho ba số dương ta có 
a+b + c> 3ịfãbc 



D. Mặt cầu ngoại tiếp hình chóp cụt (đọc thêm). 

I MỘt hình chóp cụt có mặt cầu ngoại tiếp khi và chỉ khi đáy của hình chóp cụt 
nội tiếp đường tròn và các cạnh bên bằng nhau. 


Hệ quả 


Mọi hình chóp cụt đều luôn có mặt cầu ngoại tiếp. 

Cho hai đường tròn c(j;r),c'(j';r') lần lượt nằm trên hai mặt phẳng (p) và 
(?') mà (p) II (p'), íí' -L (p), II' = h. Khi đó mặt cầu đi qua cả hai đường tròn 
đã cho. 

Bài toán 8: Cho hình chóp cụt ABCD.A'B'C'D' có hai đáy ABCD và A'B'C'D' 
ĩân lượt là hai tứ giác nội tiếp hai đường tròn có bán kính r, r '. Biết hình 
chóp cụt có chiều cao là h. 

Tính bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình chóp cụt ABCD.A'B'C'D'. 



Lời giải 

Gọi I, í' lần lượt là tâm của hai đường tròn ngoại tiếp tứ giác ABCD; A'B'C'D'. 
Theo giả thiết thì hình chóp cụt này nội tiếp mặt cầu nên các cạnh bên bằng 
nhau, do đó II' là trục của hai đường tròn đáy. 

Kí hiệu như hình vẽ bên thì AATI là hình thang vuông tại ỉ, r. 

*Gọi o là giao điểm của đường trung trực cạnh AA' với II'. Khi đó mặt cầu 
ngoại tiếp hình chóp cụt đã cho là mặt cầu tâm I bán kính R = OA. 
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STUDY TIP: 
Bán kính mặt cầu ngoạ 
tiếp hình chóp cụt là 


R = 


> 2+r2 " r ' 2 ) 


4h 2 


ữongđó r,r'lần lượt là 
hai bán kính của đường 
ữòn ngoại tiếp hai đáy của 
hình chóp cụt. h là độ dài 
đường cao của hình chóp 


Ta có R 2 =OA' 2 =r' 2 +OI' 2 =r' 2 +x 2 với x = OI'. 
Mặt khác R 2 = OA 2 =r 2 + (li' - xf =r 2 +(h- xf. 

r 2 +h 2 - r' 2 


Từ đó 2hx=r 2 + hh.2 -r' 2 hay 

Suy ra 


2 h 


(h 2 +r 2 -r’ 2 ) 2 
R 2 =r' 2 +4-— — ’ 


ss. Mặt eầu nội tiếp hình ehóp, hình ẩa diện. 

Một mặt cầu được gọi là nội tiếp một đa diện (hay đa diện ngoại tiếp mặt cầu) 
nếu mặt cầu tiếp xúc vói các mặt của đa diện đó. 

Hệ quả 1. 

I Vói mặt cầu tâm o, bán kính r nội tiếp hình đa diện cho trước thì 

a. Hình chiếu của điểm o trên các mặt của đa diện là điểm tiếp xúc giữa mặt 
cầu và các mặt đa diện, khoảng cách từ o đến các mặt là bằng nhau. 

b. Gọi V là thể tích khối đa diện, là diện tích toàn phan của hình đa diện thì 

r-ĩV-C) 

Hệ quả 2 

Ì Mọi lrùnh tứ diện luôn có mặt cầu nội tiếp. 

I Hình chóp đều nào cũng có mặt cầu nội tiếp. 

Chứng minh công thức (*) ta có 

Nối o vói các đỉnh của hình đa diện thì ta được các hình chóp đỉnh o, đáy là 
các mặt của hình đa diện. Khi đó 

V = ị.S 1 .r + ị.S 2 .r + ... + ị.S„.r=ị.S..r. 

3 1 3 2 3 " 3 * 

Từ công thức (*) ta suy ra công thức tính bán kính mặt cầu nội tiếp khối đa 
diện như sau: 

I Bải toán 9: Mặt cầu nội tiếp hình tứ diện đều cỏ cạnh bằng a. 

Từ công thức (*) ta có r = Ỵ- . Mặt khác ta có công thức tính thể tích tứ diện 


đều ở phần thể tích khối đa diện mà tôi đã giói thiệu đó là: V = 


a 3 -JĨ 


Từ đây ta có 


3a 3 \lĩ 

í 4 wr 

6 

12 

r 4 > 

12 


Bài toán 10: Cho hình chóp tam giác đều S.ABC, đáy ABC là tam giác đều 
cạnh a, mặt bên tạo vói đáy một góc a <, (o° < a < 90°). 

Tính theo avk a bán kính r của mặt cầu nội tiếp hình chóp đó? 


Lời giải 
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Chủ để 6: Mặt cầu, mặt trụ, mặt nón 


The best or nothing 


/ 


\ í ^ 

'Ax 

\ I / 

M 

\IX 

B 


s 


/ 1 

v\ _ 


..A-ọĩ/ y 


V 7m 

c 

B 


Kẻ SH là đường cao của hình chóp S.ABC. Do tam giác ABC đều nên H thuộc 
AM là đường trưng tuyến kẻ từ A của tam giác ABC. Gọi 1 là tâm mặt cầu nội 
tiếp hình chóp, khi đó I eSH. 

Do I là tâm của mặt cầu nội tiếp hình chóp SABC nên MI là đường phân giác 
của góc SMA. 

Khi đó ta có IH là bán kính r của mặt cầu nội tiếp hình chóp S.ABC. 


c 

Ta có 

IH = MH. tan- = ^.tan-. 

2 6 2 


Bài toán 11: Cho hình chóp đều S.ABCD có cạnh đáy bằng a và ASB = a. Xác 
định tâm và bán kính của mặt cầu nội tiếp hình chóp. 


Lời giải 

Gọi H là giao điểm của hai đường chéo của tứ giác ABCD suy ra SH là đường 
cao của hình chóp S.ABCD. Gọi M là trung điểm của AB. 

Ta có giao điểm của phân giác góc SMH và SH chính là tâm I của mặt cầu nội 
tiếp hình chóp S.ABCD. 

A Ta có SA = —-—; SH = JsA 2 - HA 2 

2.sin^ 

2 

=>SH» I ĩ I - i-Ịi* = íỄĩ 

\ 4.SŨ1 2 2.sin^ 2 2.sin^ 

V 2 2 2 2 

Áp dụng tính chất phân giác ta có — = <=> 

IS MS IS + IH MS + MH 

a-J cosa 

a a —•— -_______ 

„ rr « 2. sin— — 

r _■ 2 1 _ >r 2 0 r _ gy cos a 

“ 1+co, f 1+cot f 


1 2 

2.SÙI— 

2 

, IH MH 

MH 

“ IS MS IS + IH MS + MH 

íh/cosa 


2.sin— 

r 2 _ 

ữVcosa 

1 + cot— 

2 

0 r . a aì 

2. sữr—+ COS— 

l 2 2 J 



Bài toán 12: Cho hình chóp đều S.ABCD cạnh đáy bằng fl. Chiều cao bằng h. 
Tìm tâm, bán kính mặt cầu nội tiếp hình chóp. 

Lời giải 

Gọi H là giao điểm của AC và BD khi đó SH là đường cao của hình chóp đều 
S.ABCD. Gọi Hj là trung điểm của BC, khi đó SH J _L BC (do tam giác SBC cân 
tại S). 


c Kẻ phân giác của góc SHịH cắt SH tại o. 


Í 1 ịSH _L BC 
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Kẻ OK vuông góc với SH J tại K. 
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s 



■ (SBC)n(SHH 1 ) = SH l =>OK±(SBC) => d(0;(SBC)) = 0K 
OK1SH[ 

Mặt khác HjO là phân giác góc SHjH nên 
OH = OK <=> d (O; ( ABCD )) = d (O; (SBC)). 


Chứng minh tương tự vói các mặt phẳng còn lại ta được o là tâm mặt cầu nội 


tiếp hình chóp đều S.ABCD. 


HHị 

SHị 



Chú ỷ: Ta có kết quả sau: 

Ì Hìrứi chóp có mặt cầu nội tiếp, khi và chỉ khi trong đáy hình chóp có một điểm 
các đều tất cả các mặt bên của hình chóp. 

Đọc thêm: Xét hình chóp cụt và hình chóp sinh ra bởi hình chóp cụt đó. Nêu (ôn tại mặt cầu 
nội tiếp hình chóp thì đó cũng là mặt cầu nội tiếp hình chóp sinh ra hình chóp cụt. Do đó việc 
xác định tăm và tính bán kính cua mặt cầu nội tiêp hình chóp cụt chính là xác định tâm và bán 
kính của mặt cầu hình chớp sinh ra hình chóp cụt đó với chú ý là khi hình chóp cụt có mặt cầu 
nội tiếp với tâm I, bán kính r thì tâm I chính là trung điểm của 00', trong đó 0, 0' lần lượt là 
các điểm tiêp xúc của mặt cầu với hai đáy của hình chóp cụt và OO'=2r là chỉêu cao của 
hình chóp cụt. 
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Chủ đề 6: Mặt cầu, mặt trụ, mặt nón 


Ị Bài tập rèn luyện kỹ năng 

I. Mặt cầu. 

Câu 1: Tỉ SỐ thể tích giữa khối lập phương và khối cầu 
ngoại tiếp khối lập phương đó là: 

A. -ẼL. B. ĨỆ. c. - 4 . D. ĩặ.. 

2V3 3 icv/2 3 ti 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Quang Diêu) 
Câu 2: Cho hình hộp chữ nhật ABCD.A'B'C'D'có 
AB = a, AD = 2a, AA’ = 2a. Tính bán kính R của mặt 
cầu ngoại tiếp tứ diện ABB'C' 

A. R = 3a B. R = 4 

4 

c. R = 4 D. R = 2ữ 

2 

(Trích đê minh họa ũtn 2 BGD&ĐT) 
Câu 3: Cho mặt câu (s) ngoai tiếp một khôĩ lập 

phương co' thể tích băhg 1. Thể tích khôi câu (s) la': 

A 71 Vã B n\ỊỈ K D ityỊs 

■ 6 ‘3 6 ‘2 

(Trích đê thi thử THPT Ngô Gia Tự - Vĩnh Phúc) 
Câu 4: Cho hình chóp S.ABC, đáy là tam giác vuông 
tại A, AB = 3,AC = 4, SA vuông góc vói đáy, 
SA = 2-JĨÃ. Thể tích V của khối cầu ngoại tiếp hình 
chóp S.ABC là: 

A. y = lệ* B.V=^ 

6 6 

c. v = — D. v = — 

8 8 

(Trích đề thi thử THPT Trần Hưng Đạo - Ninh Bình) 
Câu 5: Cho hình chóp S.ABC có đáy là tam giác ABC 
vuông tại B, AB = a, góc BAC bằng 60°, chiều cao SA = 
a-J2 . Tính thể tích V của khối cầu ngoại tiếp hình 
chóp. 


A. 

3 

B. v=—a 3 n 

3 

c. V = ữW6 

D. V = ^-a 3 n 

3 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Ninh Bình) 

Câu 6: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông 
cạnh bằng a, SA vuông góc với đáy, SA=a~J 2. Tính 

thể tích V của khối 

cầu ngoại tiếp hình chóp 

S.ABCD. 


A. v=—na 3 

3 

B. v = -m 3 

3 

c. V = 4m 3 

D. v = —m 3 

3 


The best or nothing 
(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu lần 1) 
Câu 7: Cho hình chóp S.ABC có đáy là tam giác đều 
cạnh bằng 1, SA vuông góc với đáy, góc giữa mặt bên 
SBC và đáy bằng 60°. Diện tích mặt cầu ngoại tiếp 
hình chóp S.ABC bằng bao nhiêu? 

A B 43tĩ £ 43ti p 43ĩi 

16 '36 ' T" ' lĩ" 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu ĩẵn 1) 
Câu 8: Cho hình chóp đều S.ABC có cạnh đáy bằng 
a, góc tạo bởi cạnh bên và đáy bằng 60°. Tính bán 
kính R của mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABC. 

A.R = Í B.R = ệ CR = Í#d,R = 4 
3 3 3 3 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu ĩãn 1) 
Câu 9: Cho hình lăng trụ tam giác đều có các cạnh 
cùng bằng 1. Diện tích mặt cầu ngoại tiếp hình lăng 
trụ là: 

A. 7ji B. 4 C. ụ D.ụ 
2 3 6 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Văn Trỗi ũn 3) 
Câu 10: Mệnh đề nào dưới đây sai? 

A. Có một mặt cầu đi qua các đỉnh của một hình 
tứ diện bất kì 

B. Có một mặt cầu đi qua các đinh của một hình 
lăng trụ có đáy là một tứ giác lồi 

c. Có một mặt cầu đi qua các đỉnh của một hình 
hộp chữ nhật 

D. Có một mặt cầu đi qua các đỉnh của một hình 
chóp đều 

(Trích đê thi thửTHPT chuyên Sơn La) 
Câu 11: Cho hình lập phương có cạnh bằng 1. Diện 
tích mặt cầu đi qua các đỉnh của hình lập phương là: 
A.6ĩt B. 3it c. n D. 2rc 

(Trích đê thi thử THPT chuyên ĐHSP - HN) 
Câu 12: Cho tứ diện đều ABCD có cạnh bằng a. Một 
mặt cầu tiếp xúc với các mặt của tứ diện có bán kính 
là: 

A fl Vã g £ a Vã gVb 

'12 6 '3 '8 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lam Sơn - Thanh Hóa) 

Câu 13: Người ta bỏ vào một chiếc hộp hình trụ ba 
quả bóng tennis hình cầu, biết rằng đáy hình trụ bằng 
hình tròn lớn trên quả bóng và chiều cao của hình trụ 
bằng ba lần đường kính quả bóng. Gọi Sj là tổng diện 
tích của ba quả bóng, S 2 là diện tích xung quanh của 

5 

hình trụ. Tỉ số diện tích -- là: 

A.2 B. 5 C.3 D. 1 

(Trích đê thi thử tạp chí toán học & tuổi trẻ ĩãn 4) 
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Câu 14: Một hình trụ có chiều cao bằng 6 nội tiếp 
trong hình cầụ có bán kính bằng 5. Tính thê’ tích của 
khối trụ. 



A. 9671 B. 3671 c. 19271 D. 48tc 
(Trích đê thi thử THPT Đông Sơn I - Thanh Hóa) 
Câu 15: Cho hình chữ nhật ABCD và nửa đường hòn 
đường kính AB như hình vẽ. Gọi I,J lần lượt là 
trung điểm của AB, CD . Biết AB = 4; AD = 6 Thể tích 
V của vật thể tròn xoay khi quay mô hình trên 
quanh bục IJ là: 



A. v = -z-n. B. v = -i—n. 

3 3 

C.V = Ẹn. D.v=^n. 

3 3 

(Trích đê thi thử THPT Quảng Xương 1) 


Câu 16: Cho mặt cầu có diện tích là HĩiịcrrĩỴ Bán 
kính R của khối cầu là: 

A. R = 3(cm) B. R=3'JĨ{cm) 

c. R = ylẽ(cm) D. R = 6(cm) 

■ (Trích đê thi thử THPT Lương Thê'Vinh) 
Câu 17: Trong một chiếc hộp hình trụ người ta bỏ vào 
đó 2016 quả banh tennis, biết rằng đáy của hình trụ 
bằng hình tròn lớn trên quả banh và chiều cao của 
hình ữụ bằng 2016 lần đường kính của quả banh. Gọi 
Vj là tổng thể tích của 2016 quả banh và Vj là thể tích 
^ V 

của khối trụ. Tính ti số 


A. Một kết quả khác 


1 

3 


B. 

D. 


Yl = Ấ 

V 2 2 

44 

ỵ, 3 


(Trích đê thi thử THPT Lương ThếVmh) 
Câu 18: Cho hình chóp tam giác s. ABC có đáy là tam 
giác vuông tại B, cạnh AB = 3,BC = 4, cạnh bên SA 
vuông góc với đáy và SA=12. Thể tích V của khối 
cầu ngoại tiếp khối chóp S.ABC là: 

a.v= ĩ Ạ. b.v = ^. 

6 6 

c V = ^. D. V=^. 

8 8 

(Trích đê thi thử tạp chí TH &TT ĩán 6) 
Câu 19: Một hình nón đinh o có diện tích xung 
quanh bằng 607i(cra z ), độ dài đường cao bằng 8(cm). 
Khối cầu (s) có tậm là đỉnh hình nón, bán kính bằng 
độ dài đưòng sinh của hình nón. Thể tích khối cầu 
(s) bằng: 

A. 2000cm 3 B. 400Ũ7ĩcm 3 

C. 28871 cm 3 D. ~^cnỉ 

(Trích đẽ thỉ thứ THPT chuyên Thái Bình Tãn 2) 
Câu 20: Cho hình hộp chữ nhật ABCD.A'B'C'D' có 
AB = a,AD = 2a,AA' = 2a. Tính bán kính R của mặt 
cầu ngoại tiếp tứ diện ABB'C '. 

A. R = 3a B.R=4 C. R=4 Đ. R = 2a 
4 2 

(Trích đê minh họa ĩân 2 - BGD&ĐT) 
Câu 21: Cho hình chóp S.ÁBC có đáy ABC là tam giác 
đều cạnh 3 a, cạnh bên SC = 2 a và sc vuông góc vói 
mặt phẳng đáy. Tính bán kính R của mặt cầu ngoại 
tiếp hình chóp S.ABC. 

A. R = ^r B. R = 3a 

s 
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Câu 1: Đáp án D. 

Đặt cạnh của khối lập phương bằng 1 
Thể tích khối lập phương là: V lp = 1. 

Bán kính khối cầu: R = —. + — = . 

2 2 

Thể tích khối cầu là: V = ^ 7tí^ 1 = ^ 7 t . 

3 l 2 J 2 

^ K™ 3 71 ■ 

Câu 2: Đáp án c. 

A 2a D 


2 a 


D' 

B' C' 

Gọi o là trưng điểm BC 

=> o là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác A BB’C. 
Lấy N là trung điểm của AD 1 . 

Ta có: NO//AB và /LBJ-(BC'B')=>NO±(BC'B'). 
Gọi I là trung điểm ON, dễ dàng chứng minh được 
IA = IB. 

Lại có: IB = IC' = IB' 

=> I là tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABB'C'. 

Ta có: IA 2 = IN 2 + AN 2 = j +^—j =>ZA = y. 
Câu 3: Đáp án D. 

Thê’ tích khối lập phương là: V lp = 1 

=> Độ dài cạnh khối lập phương = 1 (đơn vị đo độ dài) 

=> Bán kính khối cầu: R = — + — = ~ 

2 2 

Thể tích khối cầu là: V =^71| ệ\ = ệ n. 

3 l 2 J 2 

Câu 4: Đáp án B. 



s 



Gọi M là trung điểm của BC 

=>M là tâm đường hòn ngoại tiếp AABC 

Trên nửa mặt phẳng chứa s, bờ là (ABC), kẻ 

MN/ISA sao cho MN=SA 

Gọi o là trung điểm MN 

Vì SA±(ABC)=>MN±(ABC) =>OA-OB=OC (1) 

Ta có: SA//MN và SA = MN; SAM = 90° 

=> Tứ giác SNMA là hình chữ nhật =>OS = OA (2) 
Từ (1) và (2) => o là tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ diện 
SABC. 

Ta có: 

=>OA = ị. 

2 

Vậy thể tích khối cầu là: v = |n^|j =Z^!E = ỊỆn. 
Câu 5: Đáp án C. 

s 



B 


Gọi M,0 lần lượt là trung điểm của AC,SC 
=> MO / /SA=> MO ±(ABC) 

=> MO là trục đường ữòn ngoại tiếp của A ABC 
=>OA = OB=OC 

Lại có: OS = OA = ịsC 
2 

=> o là tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ diện S.ABC. 
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Ta có: ■^• = cos60°=> AC = — - = 2a 
AC cos60° 

*AO-ịsC = ịỊ2Õf7Ụj2f.?ệ- 

Vậy thể tích khối cầu là: V = _ a 3 n*J(,' 

Câu 6: Đáp án B. 


s 



Gọi N là tâm hình vuông ABCD. 

Kẻ MN / /SA trên cùng nửa mặt phẳng bờ ( ABCD) 


chứa s sao cho SA=MN. 

Gọi 0 là hung điểm của MN =,>OS=OA=OB=OC 
=>0 là tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABCD 


Ta có: OA = \ION 2 +NA 2 = 




Thể tích khối cầu là: V = ị m 3 . 

3 


Câu 7: Đáp án D. 



Gọi M là trung điểm BC => AM -L BC 

Lại có: SA±BC=> {sam) 1 BC hay (sam) 1 ( SBC) 


=> SMA = 60° 

Ta có: SA = AM. tan60° = ệ.s = ị 
2 2 

Gọi G là trọng tâm AABC 

Trên nửa mặt phẳng bờ là ( ABC) chứa s, kẻ 
NGỈ/SA sao cho NG = SA 
=> NG -L (ABC) => OA = OB = oc 
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Lại có os = OA (tứ giác SNGA là hình chữ nhật) 
=> o là tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ diện SABC 


Ta có: OA = OG 2 + AG 2 = 



Vậy diện tích mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABCD 
bằng: s = 471 .OA 2 = . 


Câu 8: Đáp án B. 


s 



c 


Gọi G là trọng tâm AABC 

=>SG là ữục đường tròn ngoại tiếp của AABC 

Lấy 0 nằm giữa S và G sao cho so = OA 


Ta có: SAG = 60° => ASG = 30° = OAG 

CAOA ™.ịĩệ.ĩệ,ị,. 

cos30 5 2 3 3 

Câu 9: Đáp án c. 



Câu 10: Đáp án B. 

Vói A : Đúng do hình tứ diện luôn có mặt cầu ngoại 
tiếp. 

Với B: B sai do chưa chắc đáy của hình lăng ữụ đã nội 
tiếp đường tròn, nên chưa chắc đã có mặt cầu ngoại 
tiếp hình lăng trụ có đáy là tứ giác lồi. 

Vói C: Đúng, mặt cầu có tâm là tâm của hình hộp và 
đường kính là đường chéo của hình hộp. 

Vởi D: Đúng do hình chóp đều luôn có đáy nội tiếp 
đường tròn. 

Câu 11: Đáp án B. 

Ta có: R= ^ 2+ * 2 — = ệ =>s-3ít 
2 2 
Câu 12: Đáp án A. 

Từ công thức ở phần lý thuyết ta chọn đáp án A. 

Câu 13: Đáp án D. 

Đặt bán kính của quả bóng tennis bằng R. 

=> Sj = 3.47t.r 2 = 12ĩtR 2 và S 2 = (3.2.R).(2jlR) = 12tiR 2 
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Chủ dể 6: Mặt cầu, mặt trụ, mặt nón 


Câu 14: Đáp án A 

Bài toán tương tự như bài toán mà tôi đã giới thiệu ở 
phần toán thực tế min max ứng dụng. 

Ở đây ta có R 2 = + r 2 

or = ylỏ 2 —3 2 = 4 => V = 7X.4 2 .6 = 96ĩt 
Câu 15: Đáp án D. 

Thể tích khối trụ là: V lrii = I].(n.Al 2 Ị = 6.7C.2 2 = 2471. 
Thê’ tích nửa mặt cầu là: 


Vậy y = ^p. 

Câu 16: Đáp án B. 

s =4tcR 2 <=> 72n = 4rc.r r =>R = 3^2 (cm). 
Câu 17: Đáp án D. 

Đặt bán kính của quả bóng tervnis bằng R. 

Ta có: V. =2016.^.7C.Ì? 3 = 2688 tcR 3 
3 

và y 2 =(2016.2R).(7tR 2 ) = 40327tk 3 

y 2 
Vậy = 
y v 2 3 


Câu 18: Đáp án 



Gọi M là trung điểm AC và o là trung điểm sc. 

Dễ dàng chứng minh được o là tâm mặt cầu ngoại 
tiếp tứ diện SABC 

=>R = OA = ịsC = ị.VSA 2 +AC 2 


=OA = ịsC = ị.ylSA 2 +A 

4f> + (3> + 4-)=| 
v _ 2197 n 


Vậy V 
Câu 19: Đáp ki 



Vậy v (s) = ịn.R 3 =ị%.10 3 =Ể°pE(cm 3 ). 

Câu 20: Đáp án c. 

Phân tích: Gọi I là trung điểm của AC'. Giống như 
trong sách bộ đề tinh túy tôi đã giói thiệu cách tìm 
đường kính của mặt cầu ngoại tiếp khốp chóp bằng 
cách tìm một cạnh nhìn các đỉnh ữong khối chóp 
dưới một góc 90°. Ở đây ta có ABC' = AB'C = 90°. 



B' C' 


Lời giải: Tam giác ABC' vuông tại B có I là trung 
điểm của AC’ =>IA=1C' =IB. Tương tự vói tam giác 
AB'C' ta cũng có IA = IC' = IB'. 

Suy ra IA = IC' =IB = IB' =^J- = R. 

Tam giác AA'C' vuông tại A' nên ta có 
AC = jAA' 2 +A'C 2 =^a 2 +a 2 +ểa 2 =3 a 

2 2 

Câu 21: Đáp án D. 

Kẻ trục đường tròn của tam giác ABC, lấy giao điểm I 
của đường trung ữực cạnh sc và trục đường tròn, 
khi đó I là tâm của mặt cầu ngoại tiếp khối chóp 
S.ABC. Kí hiệu như hình vẽ: 



B 


Khi đó IC là bán kính của mặt cầu ngoại tiếp khối 
chóp. Ta có IDCG là hình chữ nhật, nên 



Đền đây ta có thể tự đưa ra công thức tổng quát cho 
các bài sau. 
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STUDYTĨP: 

Diện tích xung quanh 
của hình nón 
s = 7trl 

Thể tích của khối nón 

v=4.7ir 2 .h 

3 


Bài 2: ỈMặt trụ, hình trụ, khối trụ. 

Mặt nón, hình nón, khối nón. 

1. Khái niệm về mặt tròn xoay. 

Trong không gian, cho hình H và đường thẳng d. Hình gồm tất cả các đường 
tròn (S M ) với M thuộc H được gọi là hình tròn xoay sinh bởi H khi quay quanh 
d. Đường thẳng ả được gọi là trục của hình tròn xoay đó. Khi hỉnh H là một 
đường thì hình toong xoay sinh bởi nó còn gọi là mặt tròn xoay. 

2. Mặt nón tròn xoay. 

Cho đường thẳng A. Xét một đường thẳng l cắt A tại o và không vuông góc 
với A. 

Ị Mặt tròn xoay sinh ra bởi đường thẳng l như thế khi quay xung quanh A được 
gọi là mặt nón tròn xoay, hay đơn giản là mặt nón. 

Trong đó A là ừục của mặt nón. 

I là đường sinh của mặt nón. 
o là đỉnh của mặt nón. 

Nếu gọi a là góc giữa l và A thì 2a gọi là góc ở đỉnh của mặt nón 
(0 o <2a<180°). 

2.1 Hình nón và khối nón 

Ị Cho tam giác OIM vuông tại I. Khi quay tam giác đó quanh cạnh góc vuông OI 
Ị thì đường gấp khúc OMÍ tạo thành một hình được gọi là hình nón tròn xoay, 
j gọi tắt là hình nón. 

Hình tròn tâm í sinh ra bởi các điểm thuộc cạnh IM khi quay ỈM quanh trục 
OI được gọi là mặt đáy của hình nón, điểm o gọi là đỉnh của hình nón. 

OI = ã (l; day ) được gọi là chiều cao của hình nón. 

OM là đường sinh của hình nón. 

Phần mặt tròn xoay sinh ra bởi các điểm trên cạnh OM khi quay quanh trục OI 
được gọi là mặt xung quanh của hình nón đó. 

I Hình nón cùng vói phần không gian giới hạn bởi hình nón được gọi là khối 

2.2 Diện tích hình nón và thể tích khối nón. 
a. Định nghĩa 

I Diện tích xung quanh của hình nón tròn xoay là giới hạn của diện tích xung 
quanh của hình chóp đêì nội tiếp hình nón đó khi số cạnh tăng lên vô hạn. 

Thể tích của khối nón là giới hạn của thê’ tích hình chóp đều nội tiếp hình nón 
đó khi số cạnh đáy tăng lên vô hạn. 

b. Công thức tính diện tích xung quanh của hình nón và thể tích của khối 
nón. 

Điện tích xung quanh của hình nón tròn xoay bằng một nửa tích độ dài của đường 
tròn đáy và đường sinh 



Thể tích của khôĩ nón tròn xoay bằng một phần ba tích của diện tích hình tròn đáy và 
chiêu cao hình nón 
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The best or nothing 


V = ị.B.h = ị.Tĩr 2 h 
3 3 

2.3 Khối nón cụt. 

Định nghĩa 

I Nếu cắt một khối nón bằng một mặt phẳng song song với đáy thì khối nón 
được chia làm hai phần: một phần chứa đinh s cuả khối nón, chính là khối nón 
tròn xoay, phần còn lại được gọi là khối nón cụt. 

Thể tích khối nón cụt 

Giả sử khối nón cụt có đường cao OO' = h, hai bán kính đáy OB = Rvk 
0'A = R'. Khi đó thê’ tích V của khối nón cụt được tính bằng công thức 

V = ~(R 2 +R' 2 +R.R') 

(Chứng minh công thức ừên bằng cách lấy hiệu của hôĩ nón trừ đi phần khoì nón bỏ đi 
V = Vj-V 2 ). 

Diện tích xung quanh của hình nón cụt được tính bằng công thức: 

\s xil =n(R + r).ị 


2.4 Một số bài toán liên quan đến hình nón, khối nón. 

Chú ý: 

a. Một hình nón gọi là nội tiếp mặt cầu (cũng còn nó mặt cầu ngoại tiếp hình 
nón) nếu đỉnh và đường tròn đáy của hình nón nằm trên mặt cầu. 

b. Mọi hình nón đều có mặt cầu ngoại tiếp. 

c. Hình chóp có các mặt bên tạo với mặt đáy các góc như nhau và chân đường 
cao hình chóp nằm ữong đáy luôn có mặt cầu nội tiếp. 

Bài toán 1: Trong các hình nón nội tiếp mặt cầu bán kính R cho trước, tìm hình 
nón có thể tích lớn nhất. 

Lời giải 

Kí hiệu bán kính đáy của hình nón là X, chiều cao của hình nón là 
(0<x<R,0<y< 2R). Gọi ss' là đường kính mặt cầu ngoại tiểp hình nón thì 
ta có 

x z =y(2R-y) 


Gọi V 1 là thể tích của khối nón thì Vj = 


ị.nx 2 y = ịny.y(2R-y) 


|.(4R-2y ).y.yíf[ : 


ịR-2y + y + y 
3 


32 ĩĩR 3 
81 


Vậy thể tích Vj đạt giá trị lớn nhất bằng khi và chi khi 4R - 2y = y 

81 

_ _4R ^ , , 4R _ 4R > | 8R 2 ,_2 RyỊĨ 

= f, lùđó *■ =f j = hay * = 
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Bài toán 2: Tim hình nón có thể tích nhỏ nhất ngoại tiếp mặt cầu bán kính r 
cho trước. 

Lời giải 


Xét mặt phẳng chứa trục của hình nón, mặt phẳng này cắt hình nón theo tam 
giác cân SAB và cắt mặt cầu nội tiếp của hình nón theo đường ữòn bán kính r 
và hình hòn này nội tiếp tam giác cân SAB. 

Kí hiệu bán kính đáy hình nón là X, chiều cao của hình nón là y (x > 0, y > 2r) 


thì 



(AH + SÀ)r=^.AB.SH <£>ịx + <Jx 2 + y 2 jr = xyox 2 =- 


ry 

2 ".r v ' r y-2r 

Vậy thể tích hình nón ngoại tiếp mặt cầu bán kính r là 

T7_l 2.,_1 2 y 2 

2 3 * 3 y-2r 

_ , y 2 y 2 -4r 2 + 4r 2 __ 4r 2 

Ta có — 3 —— = -——-= y + 2r + ——— 

y-2r y-2r y-2r 


4r 2 


= y-2r + -^— + 4r >2J(y- 
y-2r 


■Ậỹ^) 


y-2r 


Suy rạ V 2 ầ. ỉ .Jĩ.8r 3 , tức là V 2 đạt GTNN khi và chi khi 

4 r 2 1— 

y~2r = — — <^> V = 4r, từđó X = ryj2. 
y y-2r y 

2.5 Một số bài toán ứng dụng thực tế của hình nón. 


Lấy một miếng bìa, cắt thành hình quạt ừong giới hạn bởi một cung tròn AB và hai 
bán kỉnh OA, OB. Ta uốn cong hình quạt tròn đó để có thể dán hai bán kính OA, OB 
với nhau. 

Sau khi dán, cung tròn AB trờ thành một đường khép kín. Nếu ta làm cho đường 
khép kín này trở thành một đường tròn thì ta được một phần của mặt nón tròn xoay. 




Bài toán 3: Huyền có một tấm bìa hình tròn như hình vẽ, Huyền muốn biến 
hình tròn đó thành một hình cái phễu hình nón. Khi đó Huyền phải cắt bỏ 
hình quạt tròn AOB rồi dán hai bán kính OA và OB lại với nhau. Gọi X là góc 
ở tâm hình quạt tròn dùng làm phễu. Tìm X để thể tích phễu lớn nhất? 

A.ĩện B.Ĩ C.2 D.í 

3 3 2 4 

(Trích sách bộ đê tình túy môn Toán năm 2017, đê thi thử tạp chí Toán học & Tuồi trẻ) 

Lời giải 


Đáp án A. 
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Vói bài này độc giả cần nhớ lại công thức tính độ dài cung hòn. Độ dài cung 
Rx . 


tròn AB dùng làm phễu là : Rx = 2iư <=> r = y- ; 


h=w^=k 2 -^ị=é^ ịn2 - ỵĩ 

V 4ti 2 2n 

Thể tích cái phễu là: V - f^x) = ^Kr 1 h = -^jX 2 ylin ỉ - X 2 với X 6 (0; 2tc) . 
ỵ3 X 2 Ị8tĩ 2 - 3x 2 ) 


R 3 X 1 8tc - 3, 
Ta có /’(*) = - Ị—.—)=== 
1 ; 24n 2 4^~ x 


2-^6 


/'(x) = 0o8jt 2 -3x 2 =0«r =—I.VÌ đây là BT ữắc nghiệm nên ta có thể 

_ 2-Jỏ 

3 n 

xét trên (ũ; 2nj mà /'(*) = 0 tại duy nhất một điểm thì ta có thể làm nhanh 
mà không vẽ BBT nữa. 


Bài toán 4: Từ cùng một tấm kim loại dẻo hình quạt như hình vẽ có kích thước 
bán kính R = 5 và chu vi của hình quạt là p=8jt+10, người ta gò tấm kim 
loại thành những chiếc phễu theo hai cách: 

1. Gò tấm kim loại ban đầu thành mặt xung quanh của một cái phễu. 

2. Chia đôi tấm kim loại thành hai phần bằng nhau rồi gò thành mặt xung 
quanh của hai cái phễu. 

Gọi Vj là thể tích của cãi phễu thứ nhất, V 2 là tổng thể tích của hai cái phễu ở 
Vị_ 


V^2Ị 

' v 2 J7 


Vị 2V2Ĩ 

* v] 7 


C.Zl 2 
V* £ 


V, 2 


(Trích sách bộ đê tinh túy môn Toán năm 2017) 


Đáp án B 

Phân tích: Do chu vi của hình quạt tròn là 
I p = độ dài cung +2Ẽ\ .Do đó độ dài cung hòn là l = 8n. 

Lời giải 

Theo cách thứ nhất: 8jc chính là chu vi đường tròn đáy của cái phễu. Tức là 
2 tct = 8jr=>r = 4 

Khi đó h = yjR 2 -r 2 =V5 2 -4 2 =3 


Theo cách thứ hai: Thì tổng chu vi của hai đường ữòn đáy của hai cái phễu là 
8ĩt<=> chu vi của một đường ữòn đáy là 4 tc => 4rc = 27ĨT => r = 2 

Khi đó h = ìlẼT^r 2 = 'I^~-2 2 = yỉĩĩ =>V 2 =2.|.^.2 2 .7ĩ 

_ . ., Vj _ 4 2 _ 2 M 
Khl đó — L = ~7=r = _ . 

v 2 8721 7 
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Bài toán 5: Một chiếc cốc dạng hình nón, chứa đầy rượu như hình vẽ. Do cụ 
Bá có tửu lượng kém nên cụ uống một lượng rượu nên "chiều cao" của rượu 
còn lại ữong bằng một nửa chiều cao ban đầu. Hỏi cụ đã uống bao nhiêu 
phần trong cốc? 


A.Ỉ 

2 


D. - 


(Trích sách bộ đê tinh túy năm 2 017) I 



Đáp án c. 

Lòi giải 

Ta thấy như hình vẽ thì lượng rượu còn lại ữong cốc của cụ bá là 


V, 


1 h_(RỴ 1 _ 
3'2' n \2) 24 71 


nh.R 2 . 


Mặt khác thể tích cốc ban đầu là V = ~nhR 2 . Khi đó lưong rượu còn lại so vói 
ự 111 7 

lượng ban đầu là: y 3 g => = g V ( Vj là lượng rượu đã uống). 
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Chủ đề 6: Mặt cầu, mặt trụ, mặt nón 

Mặt trụ, hình trụ, khối trụ. 

1. Khái niệm về mặt trụ. 

Cho đường thẳng À. Xét một đường thẳng l song song vói A, cách A một 
khoảng R. 

I Mặt tròn xoay sinh ra bởi đường thẳng l như thế khi quay quanh A được gọi là 
I mặt trụ tròn xoay (hoặc đon giản là mặt trụ). 

Khi đó đường thẳng A được gọi là trục của mặt ữụ, l được gọi là đường sinh 
của mặt trụ và R được gọi là bán kính của mặt trụ. 

Mặt trụ là tập họp tất cả các điểm M cách đường thẳng A cố định một khoảng 
R không đổi! 

Nếu điểm Mj nằm hên mặt trụ thì đường thẳng /j đi qua Mj và song song 
với A cũng nằm trên mặt hụ đó (vì mọi điểm của /j đều cách A một khoảng 
là R). Như vậy đường thẳng ỈJ cũng là một đường sinh của mặt trụ. 

2. Hình trụ và khối trụ. 

Cắt mặt trụ H, có trục A, bán kính R bởi hai mặt phẳng phân biệt (p) và ( pl ) 
cùng vuông góc với A, ta được giao tuyến là hai đường tròn (c); (c'). 

I Phần mặt trụ H nằm giữa hai mặt phẳng (p), (p') cùng vói hai hình ữòn xác 
định bởi (c); (c') được gọi là hình trụ. 

Hai đường tròn (c); (c') được gọi là hai đường tròn đáy, hai hình tròn xác 
định bởi chứng được gọi là hai mặt đáy của hình trụ, bán kính của chúng bằng 
R gọi là bán kính của hình trụ. Khoảng cách giữa hai mặt đáy được gọi là 
chiều cao của hình trụ. 

Nếu gọi o, O' là tâm của hai đáy thì đoạn thẳng 00' được gọi là ừục của hình 
trụ. 

Phần mặt trụ nằm giữa hai mặt đáy được gọi là mặt xung quanh của hình trụ. 

II Hình trụ và phần không gian được giói hạn bởi hình trụ được gọi là khối trụ. 

3. Diện tích hình trụ và thể tích khối trụ. 

Một hình lăng trụ được gọi là nội tiếp một hình trụ nếu hai đáy của hình lăng 
trụ nội tiếp hai đường tròn đáy của hình trụ. Khi đó ta còn nói hình trụ ngoại 
tiếp hình lăng ữụ 
Định nghĩa 

I Diện tích xung quanh của hình hụ là giới hạn của diện tích xung quanh của 
Ị hình lăng trụ đều nội tiếp hình trụ khi có số cạnh đáy tăng lên vô hạn. 

Ị Thể tích của khối trụ (còn gọi là thể tích của hình trụ) là giới hạn của thê’ tích 
I hình lăng ữụ dều nội tiếp hình trụ khi có số cạnh đáy tăng lên vô hạn. 

Diện tích xung quanh của hình lăng trụ được tính bằng chu vi đáy nhân với 
chiều cao: Ị 5^ -2ĩĩwj 

Thể tích của khối trụ tròn xoay được tính bằng công thức I —I 
3. Một số ví dụ về mặt trụ. 
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Ví dụ 1: Cho hình ữụ H có bán kính R, trục 00' bằng 2 R và mặt cầu (s) có 
đường kính OO'. 

a. So sánh diện tích mặt cầu và diện tích toàn phần của hình trụ. 

b. So sánh thể tích của khối trụ H và khối cầu (s) 


a. Diện tích toàn phần của hình trụ bằng: 
ấnR 2 +2 ĩiR 2 =6nR 2 





Đáp án A. 

Lời giải 

Ta có hình vẽ bên: 

Ta thấy A đứng do mặt phẳng (a) luôn tiếp xúc với mặt trụ có đường cao 
00' và bán kính đáy r=h. 

Ví dụ 3: Viết công thức tính thể tích của khối cầu ngoại tiếp hình trụ có đường 
cao h, bán kính đáy r có tâm đối xứng hùng với tâm o của khối cầu.. 


Ta có hệ thức R 2 =^- + r z =>R=Jr 2 + — 


Ví dụ 4: Trong các hình trụ nội tiếp mặt cầu bán kính R cho trước, tìm hình trụ 
có thiết diện qua trục lớn nhất. 


Lời giải 

Gọi bán kính đáy hình trụ là X. Chiều cao của hình ữụ này là y. Khi hình hụ 
nội tiếp mặt cầu thì tâm mặt cầu là trung điểm của đoạn 0j0 2 (với 0 1 ;0 2 là 
tâm của hai đáy),, từ đó giữa bán kính mặt cầu và X, y có mối quan hệ 
v2 -L lỄ— — ỉ? 2 
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Thiết diện qua trục qua hình trụ là hình chữ nhật với hai kích thước 2x và y, 


từ đó diện tích s của thiết diện là s = 2 xy. Suy ra s 2 = 4 x 2 y 2 = 16x 2 . . 

Từ đó s lớn nhất khi và chi khi 16x 2 . ~ lớn nhất. 

4 

Mặt khác ta lại có X 2 + ^— = R 2 ,doẵó 16x 2 .-^-đạtmaxkhivàchỉkhi 
4 4 

X 2 tức là x = ^;y = R-JĨ. 

2 4 2 9 

Vậy trong các hình trụ nội tiếp mặt câu tâm I, bán kính R thì hình trụ có bán kính 
đáy r = —và chiêu cao R\fĩ có thiêi diện qua trục lớn nhất. Lúc này thiết diện là 
hình vuông cạnh R-JĨ. 

Ví dụ 5: Một hình trụ có diện tích toàn phần bằng s. Xác định các kích thước 
của hình trụ đó (bán kính đáy và chiều cao), sao cho thê’ tích của khối trụ đạt 
giá trị lớn nhất. 

Lời giải 

Gọi bán kính đáy và chiều cao của hình trụ đó lần lượt là X, y với x, y > 0. Khi 
đó s = 2nx 2 + 2nxy hay y = s và thể tích V của khối trụ bằng: 

V = KX 2 y=^xS-nx 3 ,x>0. 


Vậy V lớn nhất khi và chỉ khi hàm /(*) = ỉ;eS-ja 3 lốnnhất. 

Tacó f'(x) = ịs-3iuc 2 ;f'(x) = 0&x = Ị^-. 

Vậy thể tích khôi ừụ lớn nhất khi thiết diện qua trục của hình trụ là hình vuông cạnh 
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Công Phá Toán - Lớp 12 


Bài tập rèn luyện kỹ năng 


I. Mặt nón 

Câu 1: Một hình nón có đường sinh bằng đường kính 
đáy. Diện tích xung quanh của hình nón bằng 9 71. 
Tính đường cao h của hình nón. 

A.h = ĩệ. B. h-S. 

2 

ClỊ. D.k.ệ. 

2 3 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Quang Diêu) 
Câu 2: Cho khối nón (n) có bán kính đáy bằng 3 và 
diện tích xung quanh bằng 15ít. Tính thể tích V của 
khối nón (n) 

A. V = 12tc B. V = 20k 

c. V = 36ti D.v = 607t 

(Trích đê minh họa tân II- BGD&ĐT) 
Câu 3: Một hình nón có bán kính đường tròn đáy 
bằng 3 a và đường sinh bằng 5 a. Thể tích của khối nón 
là: 

A. 5« 3 7t B. 9fl 3 7t C.12 ti« 3 D.157I0 3 

(Trích đê thi thử sở GD&ĐT Thanh Hóa) 
Câu 4: Cho tứ diện ABCD có đường thẳng AD vuông 
góc vói mặt phẳng (ABCj . Hai đường thẳng BD và BC 
vuông góc vói nhau. Khi quay lần lượt các mặt của tứ 
diện đó xung quanh trục là đường thẳng AB. Khi đó 
SỐ hình nón khác nhau được tạo thành là: 

A. 1 B. 3 c. 4 D. 2 

(Trích đê thi thử sở GD&ĐT Thanh Hóa) 
Câu 5: Một hihh noh co' bán kihh đưong troh đa'y 
băng 40 cm, độ dài đưòng sinh băhg 44cffí . Thê’ tích 
khôi nón nay co' gia' tri. gần đuhg là 

A. 30700cw 3 . B. 9209ŨCOT 3 . 

c. 30697cm 3 . D. 92100cm 3 . 

(Trích đẽ thỉ thử THPT Ngô Gia Tự - Vĩnh Phúc) 
Câu 6: Trong không gian, cho tam giác ABC vuông 
tại A, AC = 2a, ABC = 30°. Tính độ dài đưòng sinh 
của hình nón nhận được khi quay tam giác ABC 
quanh trục AB. 

A. I = 4« B. I = a-j3 

D. l = 2a 

2 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hung Đạo-Ninh Bình) 


Ngọc Huyền LB 

Câu 7: Cho khối nón đỉnh o, trục OI. Mặt phẳng 
trung trực của OI chia khối nón thành 2 phần. Tỉ số 
thê’ tích của hai phần là: 

A. ị B. ị c. ị D. ị 
2 8 4 7 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu) 
Câu 8: Một hình nón có chiều cao bằng aj 3 và bán 
kính đáy bằng a. Tính diện tích xung quanh s của 
hình nón. 

A. S XIỊ = 27tfl 2 B. S XIỊ = 'J3m ỉ 

c. S XIỊ = na 1 D. S XIỊ = 2« 2 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu tân 1) 
Câu 9: Cho tam giác ABC vuông tại A,AB = 3fl, 
AC = 4 a. Gọi M là trung điểm của AC. Khi quay 
quanh AB, các đường gấp khúc AMB,ACB sinh ra 
các hình nón có diện tích xung quanh lần lượt là 

s.,s,. Tính ti SỐ ặ-. 

S 2 

A.Í.ỊỊỊĨ B.ỊỊ.Ị 

s 2 10 s 2 4 

C ^L = )IẴ D 5l = ỉ 

‘ sj~ 5 ’ s 2 2 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu lãn 1) 
Câu 10: Cho hình chóp đều S.ABC có cạnh đáy bằng 
ữ/ góc giữa mặt bên và đáy bằng 60°. Tính diện tích 
xung quanh S XIỊ của hình nón đỉnh s có đáy là hành 
tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 


A <5 _™ 2 S 

B s _m 2 yjĩữ 

*, 3 

X, g 

C.S 

D.s =ĩ^~ 

xq 4 

xq 6 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu tãn 1) 
Câu 11: Trong không gian, cho tam giác ABC vuông 

tại A,AB = 6fl,AC = 

= 8«. Tính độ dài đường sinh l 

của hình nón nhận được khi quay tam giác ABC xung 

quanh trục AB. 


A. l=10a 

B. / = 100« 

C. ỉ=12« 

D. / = 14« 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Sơn La) 

Câu 12: Nếu hình nón có độ dài đưòng sinh bằng l. 
Thiết diện qua trục là tam giác vuông, tìm thê’ tích của 

khối nón. 


A. 

V.V,ĩCấ 

4 

6 

c v- nl3ylĩ 

12 

D.y.ĩtỄ 

12 
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Chủ đề 6: Mặt cầu, mặt trụ, mặt nón 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Phú Thọ) 
Câu 13: Cho hình nón có chiều cao bằng 3cm, góc giữa 
trục và đường sinh bằng 60°. Thể tích của khối nón 
là: 

A. 9ncm 3 B. 37IC/H 3 

c. 187tcm 3 D. 27ncm 3 

(Trích đê thi thử TtìPT chuyên ĐH SP HN) 
Câu 14: Cho hình nón có độ dài đường sinh bằng 2 
cm, góc ở đinh bằng 60°. Diện tích xung quanh của 
hình nón là: 

A. 6ncm 2 . B. 3ncm 2 

c. 2ncm 2 D. Ttcra 2 . 

(Trích đê thi thử THPT chuyên ĐHSP - HN) 
Câu 15: Tam giác ABC vuông tại B có 
AB = 3a,BC = a. Khi quay hình tam giác đó xung 
quanh đường thẳng AB một góc 360° ta được một 
khối tròn xoay. Thê’ tích của khối tròn xoay đó là: 

A. m 3 B. 3 na 3 c. ĩị-. D. 

3 2 

(Trích đê thi thử THPT chuyên ĐHSP - HN) 
Câu 16: Một khối nón có thể tích bằng 30 tc. Nếu giữ 
nguyên chiều cao và tăng bán kính mặt đáy của khối 
nón lên hai lần thi thê’ tích khối nón mới bằng: 

A. 120tc B. 60ĩt c. 40it D. 480it 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình ĩãn 2) 
Câu 17: Cho hình nón có bán kính đáy là 4«, chiều 
cao là 3fl. Diện tích xung quanh hình nón bằng: 

A. 24raỉ 2 B. 20™ 2 

c. 407ta 2 D. 12ĩtíỉ 2 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình ĩân 3) 
Câu 18: Cho hình nón tròn xoay (N ) có đinh s và 
đáy là hình tròn tâm o bán kính r nằm ữên mặt 
phẳng (í 1 ), đường cao SO = h. Điểm O' thay đổi 
ữên đoạn so sao cho SO' = x (o <x<hỴ Hình trụ 
tròn xoay (T) có đáy thứ nhất là hình tròn tâm o 
bánkính r (0<r'<r) nằm trên mặt phẳng (í 1 ), đáy 
thứ hai là hình tròn tâm O' bán kính r' nằm trên 
mặt phẳng (Q), (Q) vuông góc với SO tại O' 
(đường tròn đáy thứ hai của (T ) là giao tuyến của 
(Q) với mặt xung quanh của (N) ). Hãy xác định giá 
trị của X đê’ thể tích phần không gian nằm phía trong 
(NỊ nhưng phía ngoài của (T ) đạt giá tri nhỏ nhất. 


A. x = \h B. x = \h 

2 3 

c. x = ịh D. x = \h 

3 4 

(Trích đê thi thử tạp chí Toán học và Tuổi trẻ Un 5) 
Câu 19: Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai? 

A. Mặt trụ và mặt nón có chứa các đường thẳng. 

B. Mọi hình chóp luôn nội tiếp được trong mặt 
cầu. 

C. Có vô số mặt phẳng cắt mặt cầu theo những 
đường tròn bằng nhau. 

D. Luôn có hai đường tròn bán kính bằng nhau 
cùng nằm trên một mặt nón. 

II. Mặt trụ 

Câu 20: Cho hình lăng trụ ABC.A'B'C' có đáy ABC 
là tam giác vuông tại A , AC = a , ACB = 60°. 
Đường thẳng BC' tạo vói ( ACCA ') một góc 30° . 
Tính thể tích V của khối trụ ABC.A'B'C '. 

A.v = a 3 yfẽ. B. V = ^-. 

c.v=3a 3 . Đ.V = a 3 S- 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Quang Diêu) 
Câu 21: Cho hình lăng trụ tam giác đều ABC.A'B'C' 
có độ dài cạnh đáy bằng a và chiều cao bằng h. 
Tính thê’ tích V của khối trụ ngoại tiếp lăng trụ đã 
cho. 

A. B.v=ĩệt 

9 3 

c. v = 3na 2 h D. V = na 2 h 

(Trích đê minh họa Un II- BGD&ĐT) 
Câu 22: Một hình trụ tròn xoay có đường sinh bằng 
đường kính của đường tròn đáy và bằng 4. Diện tích 
xung quanh của hình trụ là: 

A. 12 K B. 10n c. 8rc D. 16% 

(Trích đê thi thử sở GD&ĐT Thanh Hóa) 
Câu 23: Cho một hình trụ có bán kính bằng r và chiều 
cao bằng h. Viết công thức tính diện tích toàn phần 
Sip của hình trụ. 

A. S lp = nr[2.r+h) B. S tỊi =2%r(r+h) 

c. S lp = %r{r+h) Đ. S tp = iư{r+2h). 

(Trích đê thi thử sở GD&ĐT Ninh Bình) 
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Câu 24: Một hình trụ có bán lánh bằng R, chiều cao 
bằng RyỈ3 . Tính diện tích s của thiết diện song song 

và cách trục hình trụ một khoảng . 

A.s.^# B .s.ỉầ 
4 3 

c. s = —^Ị— Đ. S = R 2 S 

(Trích đê thi thử sở GD&ĐT Ninh Bình) 
Câu 25: Cho hình trụ có trục là 00', có thiết đỉện qua 
trục là hình vuông cạnh 2 a. Mặt phẳng (p) song 


song vói trục và cách trục một khoảng Tính diện 
tích thiết diện của hình trụ cắt bởi (p). 


A. « 2 V3 B. a 2 c. lSa z D. ra 2 

(Trích đẽ thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu ĩãn 2) 
Câu 26: Một hình trụ có hai đáy là hai hình tròn tâm 
o và O' có bán kính R và chiều cao bằng R-Jĩ. Mặt 
phẳng (p) đi qua 00' cắt hình trụ theo một thiết 


diện có diện tích bằng bao nhiêu? 

A. ựĨR 2 B. 2-ẵR 2 

c. 4-ãR 2 D. 2 R 2 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu lân 1) 
Câu 27: Cho hình chữ nhật ABCD có AB = 2a, 
BC=3a. Gọi M,N là các điểm trên các cạnh AD,BC 


sao cho MA = 2MD,NB = 2NC. Khi quay quanh AB 
các đường gấp khúc AMNB, ADCB sinh ra các hành 
trụ có diện tích toàn phần lần lượt là Sj,S 2 . Tính tỉ số 

S 2 ■ 


c. n.=4 


D. 

S 2 15 


(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu tân 1) 
Câu 28: Cho hình lăng trụ đứng ABC. A'B'C, có đáy 
là tam giác đều cạnh 2 a, khoảng cách giữa hai đáy 
bằng 3 a. Thể tích khối trụ ngoại tiếp hình lăng trụ 
ABC. A'B'C' là: 


A. m 3 B. 2na 3 c. 3m 3 D. 4na 3 
(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyầi Văn Trỗi ữtn 3) 
Câu 29: Trong không gian cho hình chữ nhật ABCD 
có AB = 1, AD = 2. Gọi M, N lần lượt là trung điểm 
của AD và BC . Quay hình chữ nhật đó xung quanh 
trục MN ta được một hình trụ. Tính diện tích toàn 
phần của hình trụ đó? 


Ngọc Huyền LB 

A. lOrc. B. 4ji. c. 2it. D. 6n. 

(Trích đi thi thử THPT chuyên Biên Hòa - Hà Nam) 
Câu 30: Khối trụ có thiết diện qua trục là hình vuông 
cạnh ữ = 2ctn có thể tích là: 

A. 3ncm 3 B. ị%cm 3 

c. 2ncm 3 D. ncm 3 

(Trích đê thi thử THPT chuyên ĐHSP - HN) 
Câu 31: Cho hình trụ có bán kính đường tròn đáy 
bằng chiều cao và bằng 2 cm. Diện tích xung quanh 
của hình trụ bằng: 

A. ^ cm z . B. 47 icm 2 . 

3 

c. 2ncm 2 D. 8ncm 2 . 

(Trích đê thi thử THPT chuyên ĐHSP - HN) 
Câu 32: Một hình trụ có bán kính 5 cm và chiều cao 
7cm. Cắt hình trụ bằng mặt phẳng (p) song song vói 
trục và cách trục 3 cm. Diện tích thiết diện tạo bởi hình 
trụ và mặt phẳng ( p ) bằng: 

A.112 cm 2 B. 28 cm 2 

c. 54 cm 2 D. 56 cm z 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình ĩân 2) 
Câu 33: Một hình trụ có tâm các đáy là A, B. Biết rằng 
mặt cầu đường kính AB tiếp xúc vói các mặt đáy của 
hình trụ tại A,B và tiếp xúc vói mặt xung quanh của 
hình trụ đó. Diện tích của mặt cầu này là 1671. Tính 
diện tích xung quanh của hình trụ đã cho. 

A. ~ B. 16k c. 871 D. ^ 

3 3 

(Trích đê thi thử tạp chí TH &TT tẳn 5) 
Câu 34: Một hình nón có độ dài đường sinh bằng 2 a 
và mặt phẳng qua trục cắt hình nón theo thiết diện là 
tam giác vuông. Tính thể tích V của khối nón. 

A.V=^1 B. V = ^ 7m3 

3 3 

C. V = 2 ^ 7tg3 D. v = ỂạỂ. 

3 3 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hiêng Đạo ĩẫn 2) 

III. ứng dụng thực tế 

Câu 35: Một cái trục lăn sơn nước có dạng một hình 
trụ. Đường kính của đường tròn đáy là chiều dài lăn 
là 23cm (hình bên). Sauk hi lăn ữọn 15 vòng thì 
trục lăn tạo nên sân phẳng một diện diện tích là: 
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A.1725tc cm 1 . B. 34507C cm 1 . 

C.17257C cm 1 . D. 862,571 cm 2 . 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Quang Diêu) 
Câu 36: Cho hai hình vuông cùng có cạnh bằng 5 
được xếp chồng lên nhau sao cho đỉnh X của một hình 
vuông là tâm của hình vuông còn lại (như hình vẽ 
bên). Tính thể tích V của vật thể tròn xoay khi quay 
mô hình trên xung quanh trục XY 



24 ' 4 

(Trích đê minh họa lãn II- BGD&ĐT) 


Câu 37: Một thùng hình trụ có thể tích là 48 ti, chiều 
cao là 3. Diện tích xung quanh của thùng đó là: 

A. 1271 B. 24tt c. 4tc D. 18tc 
(Trích đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo-Ninh Bình) 
Câu 38: Người ta cần đô’ một ống thoát nước hình trụ 
với chiều cao 20ŨC777, độ dày của thành ống là 15C777, 
đường kính của ống là 8 ŨC777. Lượng bê tông cần phải 
đổ là: 

A. 0,195tdm 3 B. 0,18ron 3 

c. 0,14 tư77 3 D. Jt m 3 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hung Đạo - Ninh Bình) 
Câu 39: Người ta xếp 7 viên bi có cùng bán kính r vào 
một cái lọ hình trụ sao cho tất cả các viên bi đều tiếp 
xúc với đáy, viên bi nằm chính giữa tiếp xúc với 6 
viên bi xung quanh và mỗi viên bi xung quanh đềù 


The best or nothing 
tiếp xúc với các đường sinh của lọ hình trụ. Tính diện 
tích đáy s của cái lọ. 

A. s = 16 k r 2 B. s = 25itr 2 

c. s = 97ir 2 D. s = 36ro- 2 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Ninh Bình) 
Câu 40: Một cái tháp khổng lồ có thân là hình toụ và 
mái là một nửa hình cầu. Người ta muốn son toàn bộ 
mặt ngoài của tháp (kể cả mái). Tính diện tích s cần 
son (làm tròn đến mét vuông). 

30 m 

< -> 

48777 

A. s=8143 (m 2 )B. s = 11762 (m 2 ) 

c. s=12667 (m 2 ) D. s = 23524 (m 2 ) 

(Trích đê thỉ thử Sở GD&ĐT Ninh Bình) 
Câu 41: Một bồn nước inox được thiết kế có dạng hình 
trụ (có nắp) đựng được 10 mét khối nước. Tim bán 
kính r của đáy bồn nước biết lượng inox được sử 
dụng đê’ làm bồn nước là ít nhất? 


-r-ể 

(777) 



(777) 

D. r = %Ỉ5n (777) 


(Trích đê i 

thi thử Sở GD&ĐT Ninh Bình) 

Câu 42: Một 

CỐC nước 

hình trụ có chiều cao 9 C777, 

đường lánh 6 

cm, mặt đáy phẳng và dày 1 C777, thành 

cốc dày 0,2 cr, 

77. Đô’ vào 

cốc 120 mỉ nước, sau đó thả 

vào cốc 5 viên bi có đường kính 2 cm. Hỏi mặt nước 

trong cốc cách mép cốc 

: bao nhiêu (làm hòn đến hai 

chữ SỐ sau dấu phẩy)? 


A. 3,67 C777 


B. 2,67 C777 

c. 3,28 cm 


D. 2,28 C777 


(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu ĩân 2) 
Câu 43: Một bình đựng nước dạng hình nón (không 
có nắp đáy), đựng đầy nước. Biết rằng chiều cao của 
bình gấp 3 lần bán kính đáy của nó. Người ta thả vào 
bình đó một khối trụ và đo được thê’ tích nước trào ra 

ngoài là ^Ệ-(dm 3 ). Biết rằng một mặt của khối trụ 

nằm trên mặt đáy của hình nón và khối trụ có chiều 
cao bằng đường kính đáy của hình nón (như hình vẽ 
dưới). Tính bán kính đáy R của bình nước. 
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A. R = 3(dm). B. R = ể(dm). 

c. R = 2(dm). D. R = 5(dm). 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hùng Vương - Gia Lai) 
Câu 44: Một nhà máy cần thiết kế một chiếc bê’ đựng 
nước hình trụ bằng tôn có thể tích là 6ấnịm 3 ). Tìm 
bán kính đáy r của hình ữụ sao cho hình trụ được 
làm ra tốn ít nhiên liệu nhất. 

A. r = 3(m). B. r = ^/Ĩ6(m). 

cr-45(m). D. r = 4(m). 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Biên Hòa - Đồng Nai) 
Câu 46: Cho hai hình ữụ có cùng thể tích. Bán kính 
của hình ữụ thứ hai lớn hon 10% so với bán kính của 
hình trụ thứ nhất. Hỏi mối quan hệ của chiều cao giữa 
hai hình trụ là như thế nào? 

A. Chiều cao thứ hai nhỏ hon 21% so với chiều cao 
thứ nhất 

B. Chiều cao thứ nhất lón hon 21% so vói chiều 
cao thứ hai 

c. Chiều cao thứ nhất lớn hon 10% so với chiều 
cao thứ hai 

D. Chiều cao thứ hai nhỏ hon 10% so với chiều cao 
thứ nhất. 

(Trích đê thi thử THPT Biên Hòa - Đồng Nai) 
Câu 47: Một tấm bìa gồm nửa hình tròn bán kính R 
uống cong lại sao chọ hai bán kính sát vào nhau tạo 
thành hình nón. Tính thể tích khối nón tạo thành. 

A.V.ĨR-S b.v-Ị^-,/3 

22 24 

c.v = ^s D.V=^SỈ3 

12 25 

(Trích đê thi thử sở GD&ĐTPhú Thọ) 
Câu 50: Một cái nồi nấu nước người ta làm dạng hình 
trụ, chiều cao của nồi là 60cm, diện tích đáy 900cm z . 
Hỏi người ta cần miếng kim loại hình chữ nhật có 
kích thước là bao nhiêu đê’ làm tâm nồi đó? (bỏ qua 
kích thước các mép gấp). 

A. Chiều dài 180cwĩ, chiều rộng 60cm . 

B. Chiều dài 900cm, chiều rộng 60 cm . 
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c. Chiều dài 30ji cm, chiều rộng 60 cm . 

D. Chiều dài 60ncm, chiều rộng 60cm . 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hưng Yên lần 2) 
Câu 51: Khi sản xuất vỏ lon sữa hình trụ, nhà sản xuất 
luôn đặt mục tiêu sao cho chi phí nguyên liệu làm vỏ 
lon là thấp nhất/ tức diện tích toàn phần của vỏ lon 
hình trụ là nhỏ nhất. Muốn thê’ tích của lon sữa bằng 
1 dm 3 thì nhà sản xuất cần phải thiết kế hình trụ có 
bán kính đáy R bằng bao nhiêu đê’ chi phí nguyên 
liệu thấp nhất? 

A -Ể (dm) 

C.#(H D - 

(Trích đê thi thử THPT Lam Kinh) 
Câu 53: Một cái phễu có dạng hình nón. Người ta đổ 
một lượng nước vào phễu sao cho chiều cao của 

lượng nước ữong phễu bằng ị chiều cao của phễu. 

Hỏi nếu bịt kín miệng phễu rồi đáỏ lộn ngược phễu 
lên thì chiều cao của nước bằng bao nhiêu? Biết rằng 
chiều cao của phễu là 15 cm. 



A. 0,3 (cm) B. 0,5 (cm) 

c. 0,216 (cm) D. 0,188 ( cm ) 

(Trích đê thi thử THPT Lương ThếVinh) 
Câu 54: Một cái xô bằng inox có dạng như hình vẽ. 
Đáy ữên có đường kính 42cm, đáy dưới có đường 
kính 18cm, cạnh bên AB - 36cm. Tính diện tích xung 
quanh của cái xô. 



A. 1080jt(cm 2 ) B. 13237t(cm 2 ) 

c. 14407t(cm 2 ) D. 486rc(cm 2 ) 

(Trích đê thi thử THPTHàn Thuyên) 
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The best or nothing 


I. Mặt nón 

Câu 1: Đáp án A. 



s = ■K.r.l <=> 9tc = n.r.2r 


«9 = 2o^ = r 2 
2 

Lại có: l 2 = h 2 +r 2 o- (2r) = /z 2 +r 2 


■»3 r 2 =h 2 = 

3 

_ 9 ,3>/3 

=>-=-<=> h=—Ị—. 

3 2 2 

Câu 2: Đáp án A. 


Hưếng dẫn giải chi tiết 

=>BC-L(ADB) =>BC-LAB 
Các hình nón được tạo thành là: 

Hình nón tâm B, đường cao AB, đường sinh AC. 
Câu 5: Đáp án A. 

Ĩ /-1 2,,_1 2 ./£—T 

12 = —7c.r .« =—7t.r .vr-r 
3 3 

= 17t.40 2 .V44 2 -40 2 » 30713 (cm 3 ). 


Câu 6: Đáp án A. 



Câu 7: Đáp án B. 


N 



S X9 = K.r.l <=> 15tc=71.3.1 =>1-5 

=>h=S 2 -3 3 =4 

=> V = ị 7t.r 2 .h = ị 7t.3 2 .4 = 1271. 
3 3 

Câu 3: Đáp án c. 

Ta có h=Ậ5af -ị3af =4fl . 
Vậy V = ì ,7t.9« 2 .4ữ = 12m 3 
Câu 4: Đáp án D. 


D 



Ta có: AD±BC và DB±BC 



Gọi Vj là thể tích của mặt nón tâm E, h = OE. 
Gọi V 2 là thê’ tích của mặt nón tâm I, h = OI. 
Vị OF.EH 2 1 

V* OI.IK 2 8 

Vậy tỉ số hai phần thể tích là: = ậ. 

Câu 8: Đáp án A. 

S XÍ/ = Tĩ.r.l = n.r.^h 2 +r 2 
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Ta có s = Tơl 

ở đây để tính tì số hai diện tích xung quanh ta chi cần 
xét: 

s, r t i, 2aẬ3af+(2af jj| 

S 2 r 2 Z 2 4«.5« 10 

Câu 10: Đáp án D. 


s 



B 

Gọi M là trung điểm AC và G là trọng tâm A ABC 
=>SG 1 (ABC) => SMG = 60° và MG=” 

=> SG = MG.tanSMG = ~.tan60° = 

Ta có bán kính mặt nón đinh s là: 

r = AG= ĩệ.ị = ĩệ 

2 3 3 

=> = JtrJ = Tt.AG.SA = n .^Ệ-.ylSG 2 +AG 2 

_ayl 3 lía) 2 , íaVãỴ 7ĩfl 2 ^ 

= 3Ậ2j [ 3 ) 6 

Câu 11: Đáp án A. 

B 



ỉ = BC = VaB z +AC 2 = 10«. 

Câu 12: Đáp án c. 

_ n.r 2 .ft _ 7t.r 3 _ n ( l 'l n.l 3 yỊ2 

~~3~ = 3 ^ĩịyỊĩi ~ 12 

Câu 13: Đáp án D. 
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r = 3. tan 60° = 3-s/3 (cm) 



r = 2.sin30° = 1 => s^ = n.r.l = 7C.1.2 = 2n(cm ỉ ). 
Câu 15: Đáp án A. 


A 



Câu 16: Đáp án A. 

V =3071=-Va 
1 3 


V 2 = n.(2r) 2 .h=>V 2 = 4Vj = 12Ũ7I. 

Câu 17: Đáp án B. 

S^ = 7ti.r = n.r.\lh 2 +r 2 = 7t.4«.^(4a) 2 +(3a) 2 = 20a 2 7t. 
Câu 18: Đáp án c. 
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The best or nothing 


Áp dụng định lí Thales ta có: ặ = — => r' = . 

h r h 

Khi đó ta có công thức tính thể tích của khối trụ là 
V = f(x) = n(r'f .(h-x) = nỆ.x\(h-x). 

Khi đó f'(x) = ^-ị2hx-3x i 'j = 0<i>x = ^Ệ- do x>0 

. Đến đây ta chọn c. 

Câu 19: Đáp án B. 

II. Mặt trụ 

Câu 20: Đáp án A. 



Vì BA1AC và BA1AA' nên AB±(ACC'A') 

=> BCA = 30° =>BA = AC'. tan 30° 

<=> AC.tanóO 0 = AC'.tan30° 

=> AC' = 3 a=> AA' = ^(3 àf -a 2 = 2 \lĩa. 

- _ AA\AB.AC 2-Jĩa.a.aS „3 /7 

- - 3 -« V 6 . 

Câu 21: Đáp án B. 

Đáy của khối trụ chính là đường tròn ngoại tiếp tam 
giác đều ABC. 

0 aI 3 


thể tích của khối ữụ là V = 


n ( fl ^ ì ỵ _ mỉ h 

K \ 3 J ' 


Câu 22: Đáp án D. 

S I? =ỉ.7t.(2r) = 47T:.4 = 167t. 

Câu 23: Đáp án B. 

s ¥ = h.n.ị2r)+2n.r 2 =2n rịh+r). 

Câu 24: Đáp án c. 


RyỊ 3 




Câu 25: Đáp án A. 


S = ~-.2a = a 3 S. 



Sj = Tt.2BN.AB + 2.ĨĨ.BN 2 = 2n.2a.2a + 2n. (2àf =lốm 2 
s 2 = it.2BC.AB + 2ti.BC 2 = 2n.3a (2 a + 3a) = 30« 2 TC. 

Vậy 7r = T7 = rr- 
7 s, 30 15 



s ¥ = 2n.MD.AB + 2. ( 2nMD ) = 271.(1 + 1 ) = 4ti. 
Câu 30: Đáp án c. 
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Ta có: r = l(cm) và h = 2ịcm ) 

=>v=n.r 2 .h-2nịcm 3 y 
Câu 31: Đáp án D. 
s = 2n.r.h = 271.2.2 = 8jtỊcm 2 |. 

Câu 32: Đáp án D. 
a = -v/ 5 2 -3 2 = 4 (cm). 

Vậy diện tích thiết diện là: s = 2.4.7 = 56 (cm 2 Ị. 
Câu 33: Đáp án B 
Ta có 

477T 2 = 16tc »r = 2 
Vậy V =277.2.4 = 1671 
Câu 34: Đáp án A. 



3 v=ĩ í 'i.Ịa*6.?ệí. 

3 3 3 

III. ứng dụng thực tế 

Câu 35: Đáp án A. 

s = 15.S I(Ị = 15.(2n.rJÌ) =15.Ị^277.|.23j = 1725n{cm 2 ). 
Câu 36: Đáp án c. 

Khi quay xung quanh trục XY ta được vật thể tròn 
xoay ở bên dưới: 



Ngọc Huyền LB 

Phân tích: Khi quay quanh ữục XY thì thể tích khối 
tròn xoay thu được chính là tổng của ba khối: khối trụ 
phía trên cùng, khối nón cụt ở giữa, và khối nón ở 
dưói cùng. 

Lời giải: 

1. Thể tích khối trụ là: Vj = IL^I j .5 = ^. 

Ta thấy khối nón cụt có đáy nhỏ chính là đáy của khối 
trụ, đáy lớn là đáy của khối nón, gọi đáy nhỏ là r, đáy 

lớn là R. Khi đó r = ^ và R = — jj ■ 

2. Vậy thể tích khối nón cụt là: 

V 2 =|.(B+B'+VẼF) = ^.(R 2 +r 2 +Rr) 

1 K^M ís 2 , 5 2 .2 t 5 S^/Tỉ 
3' 2 [4 4 2' 2 

125(2^-1) 

= 24 n 

3. Thể tích khối nón dưói cùng là 



Vậy thể tích khối cần tìm là: 

125. ( 5 +4^) 

v = v.+v.+v 3 = -- ”77 . 

1 2 3 24 

Câu 37: Đáp án B. 

V = 4877 = h.S đ 

Do h = 3 =>S đ = 1677 => R = 4 
S X!Ị = 2n.R.h = 2.77.4.3 = 2477. 

Câu 38: Đáp án A. 

Số lượng bê tông cần đổ có thê’ tích là: 

V = ( 77 . 0 ,4 2 - 77 . ( 0 ,4-0,15) 2 Ị .2 = 0,19577 (m 3 ) 
Câu 39: Đáp án c. 

Bán kính đáy của hình trụ là: R = r + 2r = 3r 
=> S đ =n.R 2 =9tt R 2 . 

Câu 40: Đáp án A. 

Diện tích xung quanh của khối cầu là: 

S' = 477 R 2 = 4T7.24 2 = 230477 

Diện tích xung quanh của khối trụ là: 

s ( = 48.77.30 = 144077 

Vậy diện tích cần sơn là: 

s = ^-+s ( = 259277« 8143 Ịm 2 ). 

Câu 41: Đáp án A. 
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Ta có: V=lũ(m 3 )=>jiR 2 fe = 10o/í = -^- 
1 1 kR 2 

S tp =2S a +S xq =2nR 2 +2R.h 

= 2nR 2 +2 R.^- = 2nR 2 

kR 2 R 

Xét f(x) = 2nx 2 + — 

f'(x) = 4roc— ^ => F'[x) = 0ox = ^ 

Câu 42: Đáp án D. 

Dung tích của cốc là: 

v = n.2,8 2 .8 

Thể tích của nước và bi là: 


V ĩ = 120+5.|.7t.l 3 . 

Thể tích còn trống trong cốc là: V - Vj 
Vậy mặt nước cách thành cốc: 

V-Vỵ 
71.2,8 2 : 

Câu 43: Đáp án c. 

Gọi bán kính đáy là R => Chiều cao nón là 3R. 
Vì bán kính hình trụ bằng 2 R 
^ R tm 3R-2R ĩ r R 

Kén 3R 3 3' 


ì- «2,28 


.2R = ^tcR 3 


=>V tru =nR 2 h = n.ị^j 

Mà V* „=^7t=>R = 2. 
tru 9 

Câu 44: Đáp án c. 

V ừ = 647i(m 3 )=> 7t R 2 h = 6471 olí = ~ 

' ì R 2 

s tp = 2nR 2 + 2nRh = 2nR 2 + 2tcR.-^| = 2nR 2 + - 
Xét f(x) = 27ư 2 ^ 

r(*)-/(x)-4«-^ 

/'(*) = 0»x=§. 

Vậy /(x) đạt giá trị nhỏ nhất tại X = \/32. 
Câu 46: Đáp án B. 


=>i = í^-ì =11 2 =1 21. 

Câu 47: Đáp án B. 


, , nR R 

Khối nón có r = -r 11 = . 

2ju 2 

T , , , L r 2 _ rS 

J V 4 2 

1/-U: ^ T7 1 _ K 2 7ĩR 3 >/3 

3 4 2 24 

Câu 50: Đáp án D. 

h = 60(cm) 

_, ,\=>S á = 7ĩR 2 =>R = 30(cm) 

s đ =9007ĩ(cm 2 ) v ’ 

Vậy cần một hình chữ nhật có chiều dài 6Ũ7tcm và 
chiều rộng 60cm. 

Câu 51: Đáp án A. 

s to = 2S đ +2S = 2 tĩR 2 +27tR./7 

tp đ xq 

Mà V = lảm 3 => 7C R 2 h = 1 => li = —L 
ĩtR 2 

s »= 2 * r!+ | 

Xét f(x) = 2mc 2 +— 


f(x) = ểnx~ 

n*)= 

„ JT 


27 


Do vậy khi R = ?/-— thì tiết kiệm chi phí nhất. 

V 2tc 

Câu 53: Đáp án D. 

Ta sẽ tính phần thể tích nước đổ vào ban đầu: 
V n =nR 2 „.h n 

X 1 

Do R 3 =>V„=7C.Í|Ì .J = ^=>V n =^% 
K_l 3 27 ” 3 

. h 3 

Khi lật ngược nón ta sẽ được 2 hình nón nhỏ và lớn. 

261 /. 

Thể tích khối nón nhỏ là: V = V nón - V n -- ndn 
Giả sử Rj là bán kính đáy nón nhỏ 
hy là đường cao nón nhỏ 

R h 

V = 7 ĩR 2 hy = nk 2 R 2 kk = k 3 nR 2 h = k 3 .V nón 

^-ặ^ k ,ụ=>H l ,Ẹ} l ,U.S 1 2(an) 

27 3 ^3 v ’ 

Do đó chiều cao nước là: 15-14,812 = 0,188 (cm). 
Câu 54: Đáp án A. 

Ta có =7t(R+r).ỉ = 7t.(21 + 9).36 = 108Ũ7i 


LOVEBOOK.VN I 309 




Ngọc Huyền LB 


Công Phá Toán - Lđp 12 

Chủ đề 1 \ Phưổng pháp tọa độ trong khống gian„ 

[Hỉệ tọa độ trong không gẵan 

1. Hệ trục tọa độ trong không gian. 

Trong không gian, cho ba trục x'Ox, y'Oy, z'Oz vuông góc với nhau trừng đôi 
một. Gọi i,j,k lần lượt là các vecto đon vị ữên các hục x'Ox, y'Oy, z'Oz. 

Định nghĩa 

I I Hệ gồm ba trục x'Ox, y'Oy, z'Oz đôi một vuông góc được gọi là hệ trục tọa độ 
I Đề các (Descartes) vuông góc Oxyz trong không gian (hình 7.1). 

y Điểm o được gọi là gốc tọa độ. 

Các mặt phẳng {Oxỳ),ịpyzỴịpzx) đôi một vuông góc với nhau được gọi là 
các mặt phẳng tọa độ. 

Không gian vói hệ tọa độ Oxyz được gọi là không gian Oxyz 
Nhận xét: t = f =Ỷ =1 và ì~i=].ĩc = 0 = 0. 

2. Tọa độ của vecto 

Trong không gian Oxyz với các vecto đon vị i,j,k hên các trục Ox, Oy, Oz, cho 
một vecto u. Khi đó tồn tại duy nhất bộ ba số thực ịx, y,z ) sao cho 
u=x.i + y.j + z.k 

Bộ ba số thực [x, y,z) thỏa mãn hệ thực trên được gọi là tọa độ của vecto u 
đối với hệ ữục Oxyz. 

Kí hiệu ũ = [x-, y; z) hoặc ũ (x; y; z), ữong đó X là hoành độ, y là tung độ, z là 

cao độ của vecto u . 

Tính chất 

I Chocácvecto ủ=(u 1 - r u 2 ;ư 3 ),v=(v l ;v 2 -,v 3 ) .Kbiăó 
I a. u = V ■«> Mj = v ir u 2 = w 2 ,m 3 = » 3 . 

b. ũ+^ịUị+v^^+v^Us+v^. 

c. k.u = ịku l ;ku 2 )ku 3 ) vói mọi số thực k. 

d. ũ.v = u l v 1 +u ỉ v 2 +u 3 .v 3 
e. |m| = ^/m 1 2 +H 2 2 +M 3 2 

f. Hai vecto u;v có phương vuông góc với nhau khi và chi khi 
u ĩ v ĩ +U 2 V 2 +U 3 V 3 = 0 

g. Hai vecto u,v cùng phương với nhau khi và chi khi 
:u 2 :u 3 =v 1 :v 2 :v 3 
y 3. Tọa độ của một điểm 

^ Nếu (ac,y,z) là tọa độ của vecto OM thì ta cũng nói (x,y,z) là tọa độ của 
điểm M vói hệ tọa độ Oxyz (hình 7.2). 
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Kí hiệu M = (x;y;z) hay M(x;i/;z). 

Trong đó X là hoành độ, y là trung độ, z là cao độ của điểm M. 

4. Liên hệ giữa tọa độ của vecto và tọa độ của hai điểm đầu mút 
Trong không gian Oxyz cho hai điểm M (*J; t/j; z x ) và N ịx 2 ; y 2 ; z 2 ) thì khi đó 
tọa độ của vecto MN và độ dài của nó là: 

MN = (x 2 -x l ;y 2 -y 1 lz 2 -z ĩ ) 

MN = 

5. Tích có hướng của hai vecto 
Định nghĩa 

I Tích có hướng của hai vecto ù và V, kí hiệu £íi,ùj là vecto cĩ xác định bởi 

i. a có phưang vuông góc với u và V , 

ii. Bộ ba ịu,v,a^ là bộ ba vecto thuận (đọc thêm vì trong SGK cơ bản không giải 
thích vấn dề này). 

iii. |oi| = |ũ|.|ũ|. sin cp, trong đó (p là góc giữa hai vecto ũ và ũ. 

Định lý 

I Trong không gian Oxyz cho hai vecto u = (u ỉ ;u 2 m ,u 3 ') và V = (v 1 ;v 2 ;v 3 Ỵ Khi đó 



Một vài mẹo để tính nhanh tích cổ hướng của hai vecto. 

Cách 1: Viết hai tọa độ của hai vecto song song sau đó nhó nhanh như sau: 

Ví dụ hai vec tơ u = (iíj; u 2 ;« 3 ) và v=ịv 1 ‘,v 2 ;v 3 ')tã viết tọa độ của hai vecto 
song song và ghép các định thức theo chiều tam giác mũi tên từ giữa sang 
phải rồi trái như ở STUDY TIPS. Cách nhó mẹo này để độc giả dùng khi 
không nhó công thức. 

Đến đây ta tìm được công thức tính tích có hướng 
[ủ,vị = (u 2 v 3 -U 3 V 2 ,U 3 V X —U 1 V 3 }'U 1 V 2 -u 2 v 2 ) 

Cách 2: Sử dụng máy tính cầm tay. 

Tôi xin nhắc lại cách tính tích có hướng bằng máy tính fx - 570 VN Plus mà tôi 
đã giói thiệu trong cuốn "Bộ đề tinh túy môn toán" như sau: 

1. Vào ỊmODE| -> |8 :VECTO| (để chuyển máy tính sang chế độ tính toán với 
vecto. 

2. Khi máy hiện như ở góc trái chọn 1: VctA để nhập tọa độ vecto thứ nhất, 
tiếp theo máy hiện VctA(m), ta chọn 1:3 để nhập tọa độ vecto có hoành độ, 
tung độ, cao độ. 

3. Tiếp theo, máy hiện như bên, ta sẽ nhập tọa độ vecto thứ nhất vào. 
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4. Sau khi đã nhập tọa độ vecto thứ nhất, ẩh |Ãc| để xóa màn hình. Tiếp tục 
thực hiện nhập vecto thứ hai như các bước ữên, tuy nhiên ở bước 2, ta không 
chọn 1 nữa bởi 1: VctA đã có tọa độ, nên ta chọn 2: VctB và tiếp tục thực hiện 
gán tọa độ vecto thứ hai. 

5. Tiếp tục ấn ỊacỊ để xóa màn hình. 

6. Ấn ỊSHĨETị 5 máy hiện như bên, chọn 3 để hiện VctA, ấn nút nhân tiếp tục 
lần nữa chọn 4 đê’ hiện Vct B. Máy hiện như bên. 

7. Ấn = để nhận kết quả. 

Tính chất 



Hệ quả 

I 1. Ba vecto ú; v và a đồng phẳng khi và chi khi p,ỡj.õi = 0 (tích hỗn tạp). 

I 2. Diện tích hình bình hành ABCD là s = |Ị^B, AdJ và S MD = ^ AD J. 

3. Nếu-ABCD.A'B'C'D'là hình hộp có thê’tích V thì V = |£ãB,ÃdJ.ÃÃ'| và do 
đó V MDA , =ỉ|[ĂB,ĂD].ÃÃj. 

Từ hệ quả trên, ta có thể tính nhanh các thể tích, diện tích mà không cần tìm 
các độ dài. 

Phưđni trình mặt phảng 

1. Vecto pháp tuyến của mặt phẳng. 

I Vecto n*0 được gọi là vecto pháp tuyến của mặt phẳng (p) nếu giá của n 
I vuông góc với mặt phẳng Ịp) (hình 7.4). 

Chú ý 

Nếu n là vecto pháp tuyến của mặt phẳng (p) thì k.nịk^= o) cũng là một 
vecto pháp tuyến của mặt phẳng (p). 

Cho mặt phẳng (p) đi qua điểm M 0 (x 0 ;y 0 ;z 0 ) và có vecto pháp tuyến 
n = ịa,b,c}* 0. Khi đó phưcmg trình mặt phẳng (p) có dạng 
{p):a(x-x o ) + b(y-y o ) + c(z-z 0 ) = 0. 

Định nghĩa 
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I I Phương trình có dạng Ax + By+Cz + D = 0, ữong đó A, B, c không đồng thời 
I bằng 0, được gọi là phương trình tổng quát của mặt phẳng. 

Nhận xét 

I i. Nếu mặt phẳng (p) có phương trình tổng quát là Ax + By + Cz + D = 0 thì nó 
có vecto pháp tuyến n = (A; B;C). 

ii. Phương trình mặt phẳng đi qua điểm M 0 (x 0 ;y 0 ;z 0 ) nhậnvecto Ú(.A;B;C) 
khác 0 làm vecto pháp tuyến có dạng i4(x-x 0 )+B(y-y 0 ) + C(z-z 0 ) = 0. 

Các trường hợp đặc biệt 

Trong không gian Oxyz, xét mặt phẳng (p) :ax + by + cz + d = 0 với 
« 2 +b 2 +c 2 5*0. 

1. Trường hợp d=Q thì mặt phẳng (p) đi qua gốc tọa độ. 



2. Trường hợp a = 0 thì mặt phẳng (p) có vtpt n = (o;b;c) khi đó mặt phẳng 
(p) song song hoặc chứa trục Ox. Khi đó mặt phẳng (p) chứa ữục Ox khi và 
chỉ khi (p) đi qua gốc tọa độ o, hay d= 0. 



3. Trường hợp b=0, mặt phẳng (p) song song hoặc chứa trục Oy. 
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4. Trường hợp c= 0, mặt phẳng (p) song song hoặc chứa trục Oz. 



5. Trường hợp a=b=0,cj±0. Khi đó mặt phẳng (p) có vtpt n = (0; 0; c). Trong 
trường họp này, mặt phẳng (p) song song hoặc trùng với mặt phẳng [Oxy). 
Khi đó (p) 3 {Oxy ) khi và chi khi (p) đi qua gốc toạ độ o, hay d = 0. 



6. Trường hợp a = c = 0,b* 0, mặt phẳng (p) song song hoặc ữùng với mặt 
phẳng (OxzỴ 



7. Trưòng hợp b=c = 0,a^0, mặt phẳng (p) song song hoặc hùng với mặt 
phẳng (Oyz). 
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The best or nothing 



2. VỊ trí tương đối của hai mặt phẳng. 

Ị Trong không gian Oxyz cho hai mặt phẳng (Pj); (P 2 ) lần lượt có phương hình 
(P 1 ):a 1 x+b 1 y+c 1 z+d 1 = 0,ịP 2 ):a 2 x + b 2 y+c 2 z + d 2 = 0, 

vói a k 2 +b k 2 +c k 2 *0 (k = l;2).Khiđó 


= K = £l = Ì 

b 2 c 2 d 2 



( p M p *h 

(Pj) cắt (P 2 ) OAị :Ỉ?J :Cj *ữ 2 :b 2 :c 2 . 

(Pj ) ± (P 2 ) o a jữ 2 + 6^2 + CjC 2 = 0. 

M 3. Khoảng cách từ một điểm tới một mặt plìẳng. 

Trong không gian Oxyz cho mặt phẳng ịpy.ax + by + cz + ã = 0 , với 
a 2 +b 2 +c 2 *0 và điểm Mịx ữ ; y 0 ;z 0 ). Khi đó khoảng cách từM đến mặt 
phẳng (p) là độ dài đoạn MH, vói MH là đoạn thẳng vuông góc với (p) tại H 
(hình 7.6). 


Độ dài MH được tính bằng công thức: 
Hệ quả 


__Vfl 2 + fc 2 +c 2 
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Với ịp):ax+by+cz+d =0 và ịp'y.ax + by + cz + d' = 0 [a 2 +b 2 +c 2 *0;d*d'} 
là hai mặt phẳng song song thì khoảng cách giữa (p) và (p') được tính bằng 


công thức: 


á((P);(P'))- 


M1 

Va 2 +b 2 +c 2 


4. Góc giữa hai mặt phẳng. 

Góc giữa hai mặt phẳng (p) và (q), kí hiệu Ị(p),(Q)Ị là góc giữa hai đường 
thẳng a và b mà fl-l-(p) và b-L(Q). 


Từ đó suy ra 


Từ đây ta có 


Phương trình đường thẳng, 

1. Hai dạng biểu diễn của phương trình đường thẳng trong không 
gian. 

Trong không gian Oxyz cho đường thẳng A đi qua điểm M(x 0 ;y 0 ;z 0 ) và có 
vecto chỉ phương ũ = («;b;c) (do ũ=tÕ nên a 2 +b 2 +c 2 *0), khi đó phương 
trình tham số của đường thẳng A có dạng 

f x = x 0 + at 

y = y 0 + bt với t là tham số. 
z = z 0 +ct 

Khi abc^O, khử t từ hệ ta được: 

*-*0 _ y-y ữ z-z 0 

fl.bc 

Phương trình trên được gọi là phưong trình chính tắc của đường thẳng A . 
2. Vị trí tương đối giữa hai đường thẳng. 

Trong không gian Oxyz cho đường thẳng Aj đi qua Mj có vecto chi phương 
và đường thẳng A 2 đi qua điểm M 2 có vecto chỉ phương w 2 . 

1. Aj =A 2 khi và đủ khi ba vecto đôi một cùng phương, tức là 

p / ^]=p,Al 1 M ỉ ‘]=Õ (hình 7.7). 

2. Aj IIA 2 khi và chi khi Uj II u 2 nhưng không cùng phương với MjM 2 , tức là 

M-õ 

ịịl2l L. n (hình 7.8) 

3. Aj và A 2 cắt nhau khi và chi khi M, không song song với u 2 , đồng thời ba 
vecto m 1 ,m 2 và MjM 2 đồng phang, tức là 


os((p),(Q))<f - 
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Hình 7.9 


\u,u 2 yỏ 

(hình 7.9) 

Ị^m 1 ,m 2 J.M 1 M 2 =0 

4. Aj và A 2 chéo nhau khi và chi khi ba vecto u v u 2 và M,M 2 không đồng 
phẳng, tức là ^Uj,m 2 J JV4jM 2 *■ 0 (hình 7.10) 


Ta cũng có thể xét tính tương đối của hai đường thẳng dựa hên hệ phương 
trình hai ẩn như sau: 



Hình 7.10 


Ỉ x ữ +ta ỉ =xù +t'al 

y 0 + ta 2=yó + t ' a 2Ì I ) 

z 0 +ta 3 = z ó +t ' a 3 

1. Hai đường thẳng d và d’ cắt nhau khi và chi khi hệ phương trình ịỉ ) có đúng 
một nghiệm. 

2. Hai đường thẳng d và d' chéo nhau khi và chi khi hệ phương trình (í) vô 
nghiệm. 



STUDV TIP: 

Khoảng cách giữa điểm M 
đến đưòng thẳng A trong 
không gian được tính bằng 
công thức 



3. Khoảng cách tù' một điểm tới một đường thẳng. Khoảng cách giữa 

hai đường thẳng chéo nhau. 

a. Khoảng cách từ một điểm đến một đường thẳng. 

Trong không gian cho điểm M và đường thẳng A đi qua điểm N, với vecto chỉ 
phương u . Khoảng cách từ M đến A là độ dài đoạn vuông góc MH kẻ từ M 
đến A (hình 7.11) 

Cách 1: Lẩy điểm p trên A sao cho NP=U. Khi đó MH là độ dài đường cao kẻ 
từ M của tam giác MNP. Vì MH = nên 



Cách 2: Để tính khoảng cách từ M đến đường thẳng A, ta có thề xác định tọa 
độ hình chiếu H của M trên A rồi tính độ dài MH. 

Chú ý: Ở cách 2, để tính được tọa độ điểm H ta phải đưa phương trình đường 
thẳng A về dạng tham sổ, từ đó tham số hóa tọa độ điểm H. 


Trone đó N là một điểm _ . ... _ , . - A 

„ . . Dựa vào dữ kiện MH -LA ta sẽ tìm được tọa độ điếm H. 

thuộc A. 


Ví dụ: Tính khoảng cách từ điểm A(l;2;l) đến đường thẳng (đ): 


_ỵ-!_ 


Lời giải 
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STUDYTIP: 

Cả hai cách làm đều 
khá là nharih, tùy theo 
lựa chọn của độc giả 
mà áp đụng, tuy nhiên 
để nhớ công thúc 
nhanh, cần nắm vững 
cách đê’ suy luận ra 
công thức đó. 


Aj 



B u 2 N A 2 
Hình 7.12 


STUPYTĨP: 
Khoảng cách giữa hai 
đường thẳng Aj và A 2 
ừong không gian được tính 
bằng công thức 



trong đó A, B là hai điểm 
lần lượt thuộc Aj và A 2 . 
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Cách 1: Lấy điểm B (0; 1; -3) trên ịãj. Khi đó khoảng cách từ điểm A đến 


đường thẳng (đ) được tính bằng công thức: dịA;ịdỴj = 


ES. 

M 


Ta có BÃ=(-l;-l;-4). Khi đó [u,BÀ] = (l5;-ri;-l) 


đ(A;(d)) = 


^+(-1 l)‘+(-l)‘ 

S 2 +Á l +l 2 


SĨ7 

Sẽ' 


Cách 2: Gọi H là hình chiếu của A lên (í/) . Khi đó H(3f;l + 4f;-3 + í) 


=> AFÍ = (3í-l;4í-l;f-4) 

Mấ AFỈ-L(ểỉ) / do vậy 

Khi đó \~Ãh\ = JẸĨ' 

1 1 Sẽ 

b. Khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau. 

Khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau Aj và A 2 là độ dài đoan vuông 
góc chung của chứng. 

Lấy điểm A thuộc Aj, điểm B thuộc A 2 . 

Gọi ; «2 lần lượt là vecto chi phương của hai đường thẳng Aj và A 2 . 


Trên Aj và A 2 lần lượt lấy hai điểm M, N sao cho AM = u J; BN = u 2 . Khi đó 
khoảng cách giữa Aj và A 2 là khoảng cách giữa hai đáy của hình hộp dựng 
hên ba cạnh MA, AB, BN (hình 7.12). 

Mặt khác ở phần hệ quả của bài hệ tọa độ trong không gian ta có công thức 
của hình hộp bằng |Ị^m 1 ,m 2 J.Ab|. Do vậy 

4. Góc giữa hai đường thẳng. Góc giữa một đường thẳng và một mặt 
phẳng. 

a. Góc giữa hai đường thẳng. 

Góc giữa hai đường thẳng d 1 , d 2 được kí hiệu là , d 2 ), được xác định bởi 

các trường hợp: 

-Nếu dj cùng phương vói d 2 thì (d^í^^O 0 . 

- Nếu d, và d 2 cắt nhau tại í thì (íỉ^íỊ^bằng số đo góc nhỏ nhất trong bốn 
góc tạo thành. 




|[u 1 ,u,].ab| 


p-ĩ] 
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-Nếu d 1 và d 2 chéo nhau thì [d 1 ,d 2 )=(«,&), trong đó aị\d 1 ,b\\d 2 và 
anb={l). (Hành 7.13) 

Do góc giữa hai đường thẳng là số đo góc nhỏ nhất ữong bốn góc tạo được. 

Do vậy 0<(d 1/ d 2 )<^. Do vậy nếu đặt (dj,d 2 ) = athìtacó 


Hình 7.13 

b. Góc giữa một đường thăng và một mặt phăng. 

Góc giữa đường thẳng d và mặt phẳng (p), kí hiệu là ịd, (p)), xác định bởi: 
-Nếu dl(p) thì (đ;(p)) = 90°. 

- Nếu d không vuông góc với (p) thì (d,(p))bằng góc giữa d và hình chiếu 
của d ừên (p) (hình 7.14). 

T«c6 0í(4(P))s2. 

Gọi u, n lần lượt là vecto chi phưong của d và vecto pháp tuyến của mặt 
Hình 7.14 phẳng (p). Khi đó nếu đặt (d, (p)) = a thì 
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■Đọc thêm: Bài toán cực tộ trong không gian 

1. Bài toán cực trị về mặt phẳng, đường thẳng quay xung quanh một điểm cố 
định 

Bài toán 1: Cho hai điểm phân biệt A và B . Tìm vị trí của mặt phẳng (a) 
chứa B và cách A một khoảng lớn nhất. 

Lời giải 

Gọi H là hình chiếu vuông góc của A trên mặt phẳng (a). Khi đó tam giác ABH 
vuông tại H và đ(A;(a)) = AH < AB. Vậy khoảng cách đó lớn nhất khi H trùng 
B, khi đó (a) là mặt phẳng đi qua B và vuông góc với AB. 

Bài toán tưong tự là tìm đường thẳng qua B và cách A một khoảng lớn nhất. 

2. Bài toán cực trị về mặt phang quay xung quanh một đường thẳng cố 
định 

Bài toán 2: Cho điểm A và đường thẳng A không đi qua A Tìm vị trí của 
mặt phẳng (a) chứa A sao cho khoảng cách từ A đến mặt phẳng đó là lớn 
nhất. 

Lời giải 


Gọi H là hình chiếu vuông góc của A trên (<x), K là hình chiếu vuông góc của 
A hên đường thẳng A. 

Ta thấy d(A;(a)) = AFỈ < AK (quan hệ giữa đường vuông góc và đường xiên). 
Vậy d(A;(a)) lớn nhất khi cà chỉ khi H = K, hay vị ữí mặt phẳng (a) cần tìm 
là (a) chứa A và vuông góc vói AK. 


Lúc này mặt phẳng cần tìm có vecto 
MsA. 


pháp tuyến 


n = |Jh a , MA J,« A J trong đó 


Ví dụ 1: Vecto pháp tuyến của mặt phẳng (a) chứa đường thẳng 
ịx = ĩ + 2t 

d:ịy = t (f e iẵ) và cách A(l; 2; 5) một khoảng lớn nhất là 
|z = -2-t 

A. (10; 17; 37) B. (9;-14; 4) C.(l0;-17;37) D.(9;14;4) 

Đáp án A 

Lời giải 

Ta có ũ đ = (2; 1; -l), M (l; 0; -2) => MA = (ũ; 2; 7). Vậy áp dụng công thức vừa 
chứng minh ta có n = J = (l0;17;37) . 

Bài tập áp dụng 

1. Viết phương trình mặt phẳng chứa đường thẳng d: —ỉ = Y = ~~~~~ cách M (2; 1; 1 ) 
một khoảng lớn nhất. 

A. (a):x+y + 3z+5 = 0 B. (a):4x-7y + z = 0 
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c. (a):6x + 6y + 18z + 5 = 0 D. (a):-4x + 7y-z = 0 

2. Viết phương trình mặt phẳng (p) đi qua gốc tọa độ và vuông góc với mặt phẳng 
(Q): 2x - y + z -1 = 0 và cách điểm M (l; 0; l) một khoảng lớn nhất. 


A. x-2y+z = 0 B. x-2y-z = 0 

c. x+y-z = 0 D. x-y+z = 0 


_.___ Đáp án: l.A; 2.B 

Bài toán 3*: Cho hai đường thẳng A 1 ,A 2 phân biệt và không song song với 
nhau. Viết phương trình mặt phẳng (a) chứa À 1 và tạo với A 2 một góc lớn 
nhất. 

Lời giải 



Vẽ một đường thẳng bất ki A 3 song song với A 2 
và cắt Aj tại K. Gọi A là điểm cố định trên A 3 
và H là hình chiếu của A hên mặt phẳng (a). 
Ta có góc giữa A 2 và (a) chính là góc AKH. Kẻ 
AT±\(Te\). 


Khi đó A HKT vuông tại T, nên: 


_. ^ HK KT ... 

cos AKH = (không đổi). 


Vậy góc AKH lớn nhất khi và chỉ khi HK = KT hay H=T. 

Góc lớn nhất đó chính bằng góc AKT = |Aj, A 2 j. 

Khi đó mặt phẳng (a) cần tìm chứa Aj và vuông góc vói mặt phẳng (Aj, A 3 ) 
hay nó có một vectơ chỉ phương là Ị^M A /M A J. 



Đáp án A. 


Lời giải 


B 



Tacó n = [[M d ,H d .]« d ]=(3;-12;3) . 
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3. Bài toán cực trị về họ đường thẳng quay xung quanh một điểm cố định 
trong mặt phẳng cố định 

I Bài toán 4*: Cho mặt phẳng (a) và điểm A thuộc (a), điểm B khác A. Tìm 
đường thẳng A nằm toong (a) đi qua A và cách B một khoảng nhỏ nhất, 
lớn nhất. 

Lời giải 

Gọi H là hình chiếu vuông góc của B trên A. 

Ta thấy d(B;À) = BH<AB. 

Vậy khoảng cách đó lớn nhất khi và chỉ khi H=A. 

Khi đó A là đưcmg thẳng qua A và có mootju vectơ chi phưong là 
ũ A ' = [n a ',AB]. 

Gọi T là hình chiếu của B trên (a). Ta thấy BH>BT. 

Vậy khoảng cách BH nhỏ nhất bằng BT khi và chỉ khi H = T hay đường thẳng 
A đi qua A và T. 

Để viết phưcmg trình đường thẳng A ta có 2 cách: 

- Tìm hình chiếu vuông góc T của B trên A, từ đó viết phưong trình đường 
thẳng A đi qua A và T. 

- Tìm tọa độ một vectơ chi phưong của đường thẳng 

Bài toán 6*: Cho mặt phẳng (<x) và điểm A thuộc (a), đường thẳng d không 
song song với (a), không nằm trên (a), không đi qua A. Tìm đường thẳng 
A nằm trong mặt phẳng (a) đi qua A sao cho khoảng cách giữa A và đường 
thẳng d là lớn nhất. 

Lời giải 

Gọi d' là đường thẳng qua A và song song với 
d và B là giao điểm của d với mặt phẳng (a). 
Gọi H là hình chiếu vuông góc của B trên mặt 
phẳng (d',A). Khoảng cách giữa d và A bằng 
BH. Gọi c là hình chiếu vuông góc của B trên d'. 

Ta thấy BH < BC, nên BH lớn nhặt khi và chi khi H=c. 

Khi đó đường thẳng A có một vectơ chỉ phưoug 
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Chủ để 7: Phương pháp tọa dộ trong không gian _ 

Bài tập rèn luyện kỹ nằng 

Câu 1: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho hai 
điểm h(l;2;l), B(3;0;-l) và mặt phẳng 
(p):x + y-z-l = 0. Gọi M và N lần lượt là hình chiếu 
của AvàB trên (p). Độ dài đoạn thẳng MN là: 

A.2S c. — D. 4 

V3 s 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Phan Bội Châu-Lần II) 
Câu 2: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho điểm 
(l;2;l) vàmặtphẳng (p): x + 2y-2z-l = 0. Gọi B 
là điểm đối xứng với A qua (p). Độ dài đoạn thẳng 
AB là: 

4 2 

A.2 B. £ c. 4 D. 4 

3 3 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Phan Bội Châu-Lần II) 
Câu 3: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
a = (l;2;l), b = (-2;3;4), c = (0;l;2;)và d = (4;2;0). 
Biết d = xa+yb+zc. Tống x+y+z là: 

A. 2 B. 3 c. 5 D. 4 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Phan Bội Châu-Lần II) 
Câu 4: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho điểm 

A(l;2;l) và đường thẳng d:^Y^ = ^-^- = ~. 

Phưong trình mặt phẳng chứa A và vuông góc vói d 
là: 

A. x-y+z- 1 = 0 B. x-y+z+ 1 = 0 

c. x~y+z = 0 D. x-y+z-2=Q 

(Trích đê thi thử TtìPT Chuyên Phan Bội Châu-Lan II) 
Câu 5: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho hai 
mặtphẳng (p):2x+y-z-l = 0 và (Q):x-2y+z-5 = 0. 
Khi đó giao tuyến của (p) và (ữ) có một vectơ chỉ 
phương là: 

A.m = (1;3;5) B.u = (-l;3;-5) 

c. w = (2;l;-l) D. « = (l;-2;l) 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Phan Bội Châu-Lần II) 
Câu 6: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho điểm 
M(l;2;l). Mặtphẳng (p) thay đổi di qua M lần lượt 
cắt các tia Ox, Oy, Oz tại A, B, c khác o. Giá ữị nhỏ 
nhất của thể tích khối tứ diện OABC là: 

A. 54 B. 6 c. 9 D. 18 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Phan Bội Châu-Lần II) 


Câu 7: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
đường thẳng d: — — = ^- = ỉ và mặt cầu 

l) 2 +(y-2) 2 +(z —lý 2 =2. Hai mặt phẳng 
(*) và (q) chứa d và tiếp xúc với (s). Gọi M và N là 
tiếp điểm. Độ dài đoạn thẳng MN là: 

A. 2-JĨ B.Ậ C.Jẽ D. 4 
V3 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Phan Bội Cliâu-Lần II) 
Câu 8: Cho hai điểm A(3;3;l),B(0;2;l) vàmặtphẳng 
(p):x + y + z-7 = ũ. Đường thẳng d nằm trên (p) 
sao cho mọi điểm của d cách đều hai điểm A,B có 
phương trình là: 


x = t 

y = 7-3t B. 

z = 2f 

x=-t 

y = 7-3t D. 

z = 2f 


x = t 

y = 7 + 3t 
z = 2t 

x = 2t 
y = 7-3t 
z = t 


(Trích đê thi thử THPT Chuyên KHTN) 
Câu 9: Cho bốn điểm A(íi;-l;6),B(-3;-l;-4), 
C(5;-l;0),D(l;2;l)và tlìể tích của tứ diện ABCD 
bằng 30. Giá trị của a là: 

A. 1 B.2 

c. 2 hoặc 32 D. 32 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên KHTN) 
'x = 2+t 

Câu 11: Cho hai đường thẳng d 1 :-y = l-t và 
[ z = 2t 

x = 2-2t 

y = 3 . Mặt phẳng cách đều hai đường thẳng 
z = t 


ÍỈJ và d 2 có phương hình là: 

A. a:+5y+2z+12 = 0 B. x+5y-2z + 12 = 0 
c. x-5y+2z-12 = Q D. x+5y+2z-12 = 0 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên KHTN) 
Câu 12: Cho đường thẳng íỉ: . 

Hình chiếu vuông góc của d lên mặt phẳng (Oxy) là: 
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x = 0 

A. ■ y = -l-t 
z = 0 

'x = -l + 2t 
c. y = l+t 
z = 0 


x = l + 2í 
B. y = -l+í 
z = 0 

x = -l+2í 
D. y = -l+í 
z = 0 


(Trích đê thi thử THPT Chuyên KHTN) 


Câu 13: Cho A (2; 1;-l), B (3; 0; l), c (2; -1; 3), điểm D 
nằm trên trục Oy và thể tích của tứ diện ABCD bằng 
5. Tọa độ của D là: 

A. (0;-7;0) B. (0;-7;0) hoặc (0;8;0) 

c. (0;8;0) D. (0;7;0) hoặc (0;-8;ũ) 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên KHTN) 
Câu 14: Cho A(5;l;3),B(-5;l;-l), C(l;-3;0), 
D(3;-6;2).Tọa độ của điểm A' đối xứng vói A qua 
mặtphẳng ( BCD) là: 

A. (-1;7;5) B. (l;7;5) 

c. (l;-7;-5) Đ. (l;-7;5) 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên KHTN) 
Câu 15: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, cho 
điểm M(2;6;-3) và ba mặt phẳng (p):x-2 = 0; 
(Q): y - 6 = 0; (p) : z + 3 = 0. Trong các mệnh đề sau, 
mệnh đề sai là: 


A. (p) đi qua M B. (Q) //(Oxz) 

c .{R)//Oz D. (P)l(Q) 


(Trích đê thi thử THPT Chuyên Hoàng Văn Thụ) 
Câu 16: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, cho d 
là đường thẳng qua M(l;2;3) và vuông góc vói 
(Q):4 x + 3ị/-7z + 1 = 0. Phưong trình tham số của d 


là: 


'x = l + 4í 


A. 


y = 2 + 3f 
z = 3 + 7í 


■ x = 4 + t 
c. ■ y = 3+2f 
z = -7+3f 


[x = l+4í 
B. |y = 2 + 3í 
[z = 3-7f 


D. Đáp số khác 


(Trích đê thi thử THPT Chuyên Hoàng Văn Thụ) 
Câu 17: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
hai điểm A (2; -3; -l); B (4; -1; 2). Phương trình mặt 
phẳng trung trực của AB là: 

A. 4x + 4y + 6z-7 = 0 B. 2x+2y+3z-5 = 0 


Ngọc Huyền LB 

c. 4x-4y+6z-23=0 D. 2x-3y-z-9 = 0 
(Trích đê thi thử THPT Chuyên Hoàng Văn Thụ) 
Câu 18: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho hai 
mặtphẳng (a):3x-y+mz-3 = 0 và (p):2x+ny + 2z-2 = 0. 
Giá tri của m vần đểhaimặtphẳng (a) và (p) song 
song vói nhau là: 

A. m = -3-,n = ị 

3 

B. Không có giá trị của m và n 

C. m = 3;n = -| 

3 

D. m = 3-,n = ị 

3 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Hoang Văn Thụ) 
Câu 19: Cho điểm M(l;0;0) và đường thẳng 

= 1 M '( ữ;fc;c ) là điếm đối xứng 

với M qua d. Giá trị của a-b+c là: 

A.-1 B.-2 C.1 D. 3 

(Trích đê thi thử THPĨ Chuyên Hoấng Văn Thụ) 
Câu 20: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, cho 
mặt phẳng (P):2x-y+z+2=0 và (Q):x+y+2z-l = 0. 
Góc giữa (p) và (Q) là: 

A. 45° B. 90° c 30° D. 60° 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Hoàng Văn Thụ) 
Câu 21: Cho điểm M(-3;2;4), gọi A, B, c lần lượt là 
hình chiếu của M trên trục Ox, Oy, Oz . Trong các 
mặt phẳng sau, tìm mặt phẳng song song vói mặt 
phẳng (ABC). 

A. 6x-4y-3z-12 = 0. B. 3x-6y-4z+12 = 0. 

C. 4x-6y-3z+12 = 0. D. 4x-6y-3z-12 = 0. 
(Trích đê thi thử THPT Chuyên Biên Hòa-Lần I) 
Câu 22: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
điểm A(-4;-2;4) và đường thẳng 

d: X+ ^ = ^~Ỹ~ = Viết phương trình đường 

thẳng A đi qua A, cắt và vuông góc với đường thẳng 
d. 

x+4 _ y+2 _ z-4 

' : -4 -4 “ 1 

B _ A; X+4 = y+2 = z-4 
-12 1 
c A: *+ 4 y+2 z-4 
2 -2-1 
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D A; x + 4 = y+2 =£ -4 
3 2 -1 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Sơn La-Lần I) 
Câu 23: Trong không gian với hệ tọa độ Oxi/ 2 , cho ba 
điểm A(l;0;0), B(ũ;3;0) và C(ũ;0;-4). Phương 
trình nào dưới đây là phương trình của mặt phẳng 
(ABC)? 


c. 7 + f+"T = 1 D.-^-+^ + 7 = 1 

13-4 -4 3 1 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Sơn La-Lần I) 
Câu 24: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, viết 
phương trình mặt phẳng (p) đi qua hai điểm 
A(2;l;l),B(3;2;2) và vuông góc với mặt phẳng 
x+2y-5z-3 = 0. 


A. (p):7x-6y-z~7 = 0 B. (p):7x-6y-z+7 = 0 
c. (p):x-3y-z + 2 = ũ D. (p):x-3y-z+5 = ũ 


(Trích đê thi thử TtìPT Chuyên Sơn La-Lần I) 
Câu 25: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho ba 
điểm A(fl;0;0),B(0;ỉ>;0),C(0;0;c) vói a,b,c. là những 
số dương thay đổi sao cho a 2 +4 b 2 +16 c 2 =49. Tứih 
tổng F = a 2 +b 2 +c 2 sao cho khoảng cách từ o đến 
mặtphẳng (ABC) là lớn nhất. 

A.F = ẹ B.F = f CF = ẹ D.F = ạ 
4 5 4 5 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Sơn La-Lần I) 
Câu 26: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, cho hai 
điểm A(-3;5;-5), B(5;-3;7) và mặt phẳng 
(p):x + y + z = 0. Tính độ dài đoạn thẳng OM, biết 
rằng điểm M thuộc (p) sao cho MA 2 +MB 2 đạt giá 
trị nhỏ nhất? 

A.OM = S B. OM = l 

c. OM = 0 D. OM = -VĨÕ 

(Trích đê thi thử THPT Chuyền Sơn La-Lần I) 
Câu 27: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, viết 
phương trình mặt phẳng (a) đi qua điểm H(3;-4;l) 
và cắt các trục tọa độ tại các diêm M,N,P sao cho H 
là trực tâm của tam giác MNP. 

A. 2x-4y + z-26 = 0 B. 2x+y-z-l = 0 
c. 4x-3y-z + l = 0 D. x+2y-z+6 = 0 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Sơn La-Lần I) 
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Câu 28: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho ba 
vectơ a(5;7;2), b(3;0;4), c(-6;l;—1). Tìm tọa độ của 
vectơ m = 3ã-2b+c. 

A. m = (-3; 22; -3). B. m = (3; 22; -3). 

c. ih = (3; 22; 3). D. fh = ( 3;-22; 3). 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Hung Yên-Lần II) 
Câu 29: Cho điểm M(3;2;l). Mặt phẳng (p) đi qua 
điểm M và cắt các trục tọa độ Ox, Oy, Oz tại A, B, c 
sao cho M là trực tâm tam giác ABC. Phưong trình 
mặtphẳng (p) là: 

A. ^+^+7 = 0. B. x+y+z-6 = 0. 

3 2 1 3 


c. 3x+2y+z-14 = 0 T>.ị+ị+ị = \. 

3 2 1 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Biên Hòa-Lầnl) 
Câu 30: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz , cho 
A(a;0;0), B(0;b;ũ), c(0;0;c) vói a,b,c dương. Biết 
A, B, C di động hên các tia Ox, Oy, Oz sao cho 
a+b+c = 2. Biết rằng khi a,b,c thay đổi thì quỹ tích 
tâm hình cầu ngoại tiếp tứ diện OABC thuộc mặt 
phẳng (p) cố định. Tính khoảng cách từ 
M(2016;0;0) tớimặtphẳng (p). 


A.2017. G™ 

V3 V3 V3 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Biên Hòa-Lầnl) 
Câu 31: Trong không gian vói hệ trục tọa độ Oxyz, 


cho đường thẳng 


x = l+2t 
d:-y = t 
z = -2-3f 


và mặt phẳng 


(P):2x + y+z-2 = 0. Giao điểm M của ả và (p) có 
tọa độ là: 

A. M(3;l;-5) B. M(2;l;-7) 

c. M(4;3;5) D. M(l;0;0) 

' (Trích đê toán học tuổi trẻ-Lần III) 
Câu 32: Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz, gọi 
(a) là mặt phẳng cắt ba trục tọa độ tại ba điểm 
A(4;0;0),B(0;-2;0),C(0;0;6). Phương trinh của (a) 
là: 


• X + J 7 + X = l 


c. 3x-6y+2z-12 = 0 D.3x-6y + 2z-l = 0 


(Trích đê toán học tuổi trẻ-Lần III) 
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Câu 33: Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz, 
cho mặt phẳng (p): x-y+z+3=0 và ba điểm 
A(0;l;2),B(l;l;l),C(2;-2;3). Tọa độ điểm Mthuộc 


(p) sao cho |MA+MB + Mc|nhỏnhấtlà: 

A. (4;-2;-4) B. (-1;2;0) 

c. (3;-2;-8) D. (l;2;-2) 

(Trích đê toán học tuổi trẻ-Lần III) 
Câu 34: Trong không gian với hệ trục tọa độ oxyz. 


cho đường thẳng 


x = 2 + f 
ri:- y = l + mí 
z = -2t 


và mặt cầu 


(s):x 2 +y 2 +z 2 -2x + 6y-4z + 13 = 0. Có bao nhiêu 
giá ữị nguyên của m để d. cắt (s) tại hai điểm phân 


biệt? 

A. 5 B. 3 c. 2 D. 1 


(Trích đê toán học tuổi trẻ-Lần III) 
Câu 35: Viết phưong hình đường thẳng d qua 
M(l;-2;3) và vuông góc vói hai đưòng thẳng 


d, 


X y-1 

: ĩ -1 


y = 2 + f. 
[z = l + 3í 


' X=1+t 
A. ■ y = -2 + f 
■ z = 3 


x = l+3f 
B. ■ y = -2 + t 
z = 3 + t 


x = ĩ+t 


c. y = l-2í 
z = 3t 


í X = 1 

D. |y = -2+í 
[z=3+f 


(Trích đê thi thử THPT Chuyên Vị Thanh-Hậu GiaỊig) 
Câu 36: Viết phưcmg hình mặt phẳng (q) chứa 


. , , x-2 y+3 z-4 _ 2 _, 

đường thẳng d : —— = = —Ị— và vuông góc với 

mặtphẳng Oyz. 

A. x + y-2z + 4 = 0 B. y-3z+15 = 0 

c. x+4y-7 = 0 D. 3x+y-z+2 = 0 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Vị Thanh-Hậu Giang) 
Câu 37: Cho mặt phẳng (p):x + y + z + 3 = ũ và đường 


thẳng = Phưong trình đường 

thẳng A nằm trong mặt phẳng (p), cắt đường thẳng 
d và vuông góc với «(l;2;3) là: 

x+1 y + 1 Z+1 x+8 _ y-2 _ z-3 

A ‘"r"^r“T" 1 


c x = lll = ĨZỀ- D x+8 - y ~ 2 — 
' 1-21 1 2 1 
(Trích đệ thi thử THPT Chuyên Lam Sơn-Lan I) 
Câu 38: Cho mặt phẳng (p) đi qua các điểm 
A(-2;0;0), B(ũ;3;0), C(ũ; 0;-3). Mặt phẳng (p) 
vuông góc với mặt phẳng nào trong các mặt phẳng 
sau: 

A. x+y+z+l = 0 B. 2x+2y-z-l = 0 

c. x-2y-z-3 = 0 D. 2x+3y+z-l = 0 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Lam Sơn-Lần I) 
Câu 39: Cho tam giác ABC có A(l; 2; 3 ), B(-3;0;l), 
c(-l;y;z ). Trọng tâm G của tam giác ABC thuộc 
trục Ox khi cặp (y;z) là: 

A. (1;2) B. (2; 4) c. (-l;-2) D. (-2;-4) 
(Trích đê thi thử THPT Chuyên Lam Sơn-Lần I) 
Câu 40: Cho 3 điểm A(ũ;l;2), B(3;l;l), c(0;3;ũ). 
Đường thẳng đi qua trọng tâm G 'của tam giác ABC và 
vuông góc với mặt phẳng (ABC) có phưomg trình: 


A _ x-l = y z l = z-l B x-1 = ỵ-l = z-l 

' 1-11 111 

c y- 1 2-1 D X ~ 1 2-1 


-1 


1 


1 


-Ị 


(Trích đê thi thử THPT Chuyên Lam Sơn-íần I) 
Câu 41: Cho A ABC có 3 đinh A(m;0;0),B(2;l;2), 


C(0;2;l).Để S MBC M: 

A. m = l B. m=2 c. m = 3 D. m = 4 
(Trích đê thi thử THPT Chuyên Lam Scm-Lần I) 
Câu 42: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz cho ba 
vectơ ã = (l;m;2);B = (m+l;2;l);c=(0;m-2;2). Giá 


ttịcủa m đê’ a,b,c đồngphẳnglà: 



(Trích đê thi thử THPT Chuyên Thái Bình-Lần II) 
Câu 43: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz cho mặt 
phẳng (p) đi qua điểm M(9;l;l) cắt các tia 
Ox, Oy, Oz tại A,B,C( A, B, c không trùng với gốc tọa 
độ). Thể tích tứ diện ƠABC đạt giá trị nhỏ nhất là: 

A.ạ B.^3 c. 243 d“ 

6 2 2 

(Trích đẽ thi thử THPT Chuyên Thái Bình-Lần II) 
Câu 44: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz cho ba 
mặtphẳng (p):x + y + 2z+l = 0, (Q):x + y-z + 2 = 0, 
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Chủ để 7: Phương pháp tọa độ trong không gian _ 

(p):X- 1 / + 5 = 0. Trong các mệnh đề sau, mệnh đề 


nào sai? 

A.(Q)±(R) B .(p)-L(Q) 

C.(p)//(R) D. (P)-L(R) 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Thái Bình-Lần II) 
Câu 45: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz cho mặt 
phẳng (p) cắt các trục tọa độ tại M(8;0;0), 
N(0;2;0), p(0;0;4). Phương trình mặt phẳng (p)là: 

A. x+4y+2z-8 = 0 B. x+4y+2z+8 = 0 

cỉ+í+ỉ-1 D.Ỉ+ĩ+i-0 

4 1 2 8 2 4 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Thái Bình-Lần II) 
Câu 46: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz cho mặt 
phẳng (p) đi qua gốc tọa độ o và vuông góc với hai 
mặtphẳng (Q):2x-y+3z-l = 0; (R):x + 2y + z = 0. 
Phương trình mặt phẳng (p) là: 

A. 7x+y-5z = 0 B. 7x-y- 5z = 0 

c. 7x+y+5z = 0 D. 7x-y+5z = 0 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Thái Bình-ĩần II) 
Câu 47: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz cho hai 
điểm A(l;l;2); B(3;-l;l) và mặt phẳng: 


(p):x-2y + z-l = 0. Mặt phẳng (Q) chứa A;B và 
vuông góc với mặt phẳng (p) có phương trinh là: 

A. 4x+3y+2z = 0 B. 2x-2y-z+4 = 0 

c. 4x+3y+2z+ll = 0 D. 4x+3y+2z-ll = 0 
(Trích đê thi thử THPT Chuyên Thái Bình-Lan II) 

Câu 48: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, cho các 
điểm A(l;-l;l), B(0;l;-2) và điểm M thay đổi trên 
mặt phang tọa độ (ơxy). Gía trị lớn nhất của biểu 
thức T = |MA-MB| là 

A. Vẽ. B. VĨ2. c. Vĩ 4. D. Vã. 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên ĐHSP Hà Nội-Lần I) 
Câu 49: Cho ba điểm A(l;6;2),B(5;l;3),C(4;0;6), 
khi đó phương trình mặt phang (ABC) là: 

A. 14x+13y+9z+110 = 0 

B. 14x + 13y - 9z -110 = 0 

C. 14x-13y + 9z-110 = 0 

D. 14x+13y+9z -110 = 0 

(Trích đê toán học tuoi ừẻ-Lần IV) 
Câu 50: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, vị trí 
tương đối của hai đường thẳng 


The best or nothing 




x = l+2t 

y = -2-3f và d 2 : 
z =5+4 1 
A. Chéo nhau 
c. Song song 


x=7+3m 
y = -2+2m là: 
z=l-2m 
B. cắt nhau 
D. Trùng nhau 


(Trích đê toán học tuổi trẻ-Lần IV) 
Câu 51: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz cho ba 
điểm A(-2;1;0),B(-3;0;4),C(0;7;3). Khi đó 
cosỊ AB, Bcj bằng: 

A 14VĨĨ8 B 7VĨĨ8 

354 ' 177 


c. 


V798 


V798 


(Trích đê toán học tuổi trẻ-Lần IV) 
Câu 52: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz cho tú’ 
diện ABCD có A(2;3;1),B(4;1;-2), c(6;3;7), 
D(-5;-4;8). độ dài đường cao kẻ tù D của tứ diện 


4V3 


(Trích đê toán học tuổi ừẻ-Lần -IV) 
Câu 53: Cho điểm M (l; 2; -l). Viết phương ửình mặt 
phẳng (a) đi qua gốc tọa độ O(0;0;ũ) và cách M 
một khoảng lớn nhất. 

A. x + 2y-z = 0 B. ^ + ^ + 4 = 1 

J 12-1 

c..x-y-z = 0. D. x+y+z-2 = 0 

(Trích đề toán học tuôĩ trẻ-Lan V) 
'x = l+t 

Câu 54: Tìm điểm M trên đường thẳng d: ■ y = l-t 
[ z = 2f 

sao cho AM = Vó, với A(0;2;-2). 

A. M(l;l;0) hoặc M(2;l;-l) 

B. M(l;l;0) hoặc M(-l;3;-4) 
c. M(-l;3;-4) hoặc M(2;l;-l) 

D. Không có điểm M nào thỏa mãn yêu cầu của 
bài toán 

(Trích đê toán học tuổi trẻ-Lần V) 
Câu 55: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz , cho hai 
điểm A(l;2;-l), B(0;4;0) và mặt phẳng (p) có 
phương trình 2x-y-2z+2015 = 0. Gọi a là góc nhỏ 
nhất mà mặt phẳng (Q) đi qua hai điểm A, B tạo với 
mặtphẳng (p) . Giá trị của cosa là 

A.i. B.Ỉ. c|. D .4 

9 6 3 Vã 

(Trích đê toán học tuổi trè-Vân VI) 
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Câu 56: Trong không gián với hệ tọa độ Oxyz , cho 
đường thẳng d 'ĩ-~ = Y = —p và điểm A(2;0;-l). 
Mặt phẳng (p) đi qua điểm A và vuông góc với 
đường thằng ả có phương ữmh là 

A. 2x+y-z+5=0. B. 2x+y+z+5 = 0. 
c. 2x+y-z-5 = 0. D. 2x+y+z-5 = 0. 

(Trích đê toán học tuoi trẻ-Lần VI) 
Câu 57: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz , cho 

đường thẳng = = v à phẳng 

(p) :x + 2y-3z + 4 = 0. Đường thẳng d. nằmtrongmặt 
phẳng (p) sao cho d cắt và vuông góc vói A có 
phương trình là 

^ x+3 y-1 z—1 g x+1 _ y-3 z-hl 

■'T _ ”'^r“ _ 2 _ ' '~T“ 2 ""T - ’ 

c *~ 3 y+1Z+1 D x+3 _ y-1 Z-1 

1 “ -1 " 2 -1 ~ 2 _ 1 

(TricTi để toán học tuổi ừẻ-Lãn VI) 
Câu 58: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 

đường thẳng A có phương trình = 1 = và 
mặt phẳng (p):2x-y+2z-i = 0. Viết phương trình 
mặt phẳng (Q) chứa A và tạo vói (p) một góc nhỏ 
nhất. 

A. 2x-y+2z-l = 0 B. 10x-7y+13z+3 = 0 

c. 2x+y-z = 0 D. -x+6y+4z+5 = 0 

(Trích đê thi thử Chuyên Nguyễn Trãi -lần I) 
Câu 59: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, tính 

góc giữa hai đường thẳng đj: J = và 

, x+1 _ y _ z-3 
2: -1 ” 1 1 ' 

A. 45° B. 30° c. 60° D. 90° 

(Trích đê thi thử Chuyên Nguyễn Trãi -Lần I) 
Câu 60: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, viết 
phương trình mặt phẳng (p) chứa đường thẳng 

, x-ĩ y Z + 1 _____ ,4 

= Y = —— và vuông góc với mặt phăng 

(Q):2*+y-z = 0. 

A. x + 2y+z = 0 B. x-2y-l = 0 

c. x+2y-l = 0 D. x-2y+z = 0 

(Trích đê thi thử Chuyên Nguyễn Trãi -Lần I) 
Câu 61: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
đường thẳng (d) có phương trinh 

£_i _ yi?. = ^—p. Điểm nào sau đây không thuộc 
đường thẳng (d)? 


Ngọc Huyền LB 

A. N(4;0;-l) B. M(l;-2;3) 

C. p(7;2;l) D. Q(-2;-4;7) 

(Trích đê thi thử Chuyên Nguyễn Trãi -Lần I) 
Câu 62: Trong không gian với hệ trục Oxyz, viết 
phương trình mặt phẳng (p) đi qua điểm A(l; 2; o) 

,___._ .,4_ J x-1 y Z+1 

và vuông góc với đường thăng d: 2 = Ỹ = —— • 

A. x+2y-5 = 0 B. 2x+y-z+4 = 0 

c. -2x-y+z-4 = 0 D. -2x-y+z+4 = 0 

(Trích đê thi thử Chuyên Thái Bình -Lần III) 
Câu 63: Trong không gian với hệ trục Oxyz, mặt 
phẳngchứa2điểm A(l; 0; l) và B(-l; 2; 2) và song 
song với trục Ox có phương trình là: 

A. x+y-z = 0 B. 2y-z+l = 0 

c. y-2z+2=.0 D. x+2z-3 = 0 

(Trích đê thi thử Chuyên Thái Bình -Lần III) 
Câu 64: Trong không gian vói hệ trục Oxyz, cho 

đường thẳng d :x-l = ^^ = ^^ và mặt phẳng 
(p):x+4y+9z-9 = 0. Giao điểm I của d và (p) là: 
A. l(2;4;-l) B. l(l;2;0) 

c. í(l;0;0) D. í(0;0;l) 

(Trích đê thi thử Chuyên Thái Bình -Lần III) 
Câu 65: Trong không gian vói hệ trục Oxyz, mặt 
phẳng đi qua điểm A(l;3;-2) và song song vói mặt 
phẳng (p):2x-y + 3z + 4 = ũ là: 

A. 2x-y+3z+7 = 0 B. 2x+y-3z+7 = 0 

c. 2x+y+3z+7 = 0 D. 2x-y+3z-7 = 0 

(Trích đê thi thử Chuyên Thái Bình -Lãn III) 
Câu 66: Trong không gian với hệ toạ độ Oxyz, cho 
A(2;0;0); B(0;3;l); C.(-3;6;4). Gọi M là điểm nằm 
trên đoạn BC sao cho MC = 2MB. Độ dài đoạn AM 
là: 

A. 2^7 B. >/29 C. 3-S D. Văõ 

(Trích đê thi thử Chuyên Thái Bình -Lân III) 
Câu 67: Trong khồng gian với hệ tọa độ Oxyz, cho tứ 
diện ABCD với A(-l;2;l), B(0;0;-2), 
C(l;0;l), D(2;l;-l). Tính thể tích tứ,diện ABCD. 



(Trích đẽ thi thử Chuyên KHTN -Lần III) 
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Chủ đề 7: Phương pháp tọa độ trong không gian 

Câu 68: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, viết 

phương trình mặt phẳng (p) song song và cách đều 

. . , , _ i . x-2 y z , X y-1 z-2 
hai đường thăng fljj- = Ỹ = Ỹ và “2 • 2 J~ = ' 

A. (p):2x-2z + l = 0. B. (p):2y-2z + l = 0. 
c. (p):2x-2y+l = 0. D. (p):2y-2z-l = 0. 

(Trích đê thi thủ Chuyên KHTN -lần III) 
Câu 69: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
hình hộp ABCD.A'B'C'D' có A(l;2;-l), 
c(3;-4;l), B'(2;-l;3) và D'(0;3;5). Giả sử tọa độ 
D(x;y;z) thì giá trị của X+2y-3z là kết quả nào 
dưới đây? 

A. 1. B. 0. c. 2. D. 3. 

(Trích đê thi thử Chuyên KHTN -Lần III) 
Câu 70: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
mặt phẳng (p): 2x + 2y-z + 3 = 0 và đường thẳng 

(đ):^Ỹ“ = ^Y“ = Y. Gọi ^ là giao điểm của (d) và 

(p); gọi M là điểm thuộc (đ) thỏa mãn điều kiện 

MA = 2. Tính khoảng cách từ M đến mặt phẳng (p). 

A. ị B. f. c. D. ị 

9 3 9 9 

(Trích đề thi thử Chuyên KHTN -Lần III) 
Câu 71: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho hai 

đường thẳng = = và 

X y -2 z-2 

d': -- = 3 = ——. Mệnh đề nào sau đây là đúng? 

6 —2 4 

A.dlld 1 B .dmd' 

c. d và d' cắt nhau D. d và d' chéo nhau 

(Trích đê thi thử Chuyên ĐH Vinh -Tân I) 
Câu 72: Trong không gian hệ tọa độ Oxyz, cho các 
điểm .^(-l^ề^ỉ^-khầ^C^Oíề). Tim số đo của 
ABC. 

A. 135°. B. 45°. c. 60°. D. 120°. 

(Trích đẽ thi thử Chuyên ĐH Vinh -lãn I) 
Câu 73: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, cho 

điểm M(2;-3;l) và đường thẳng A:^Y“ = —P = 
Tim tọa độ điểm M 1 đối xứng với M qua .A. 

A. M'(3;-3;0). B. M'(l;-3;2). 

c. M'(0;-3;3). D. M'(-l;-2;ũ). 

(Trích đê thi thử Chuyên ĐH Vinh -lân I) 


The best or nothing 

Câu 74: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho mặt 
cầu (S):x 2 + y 2 +z 2 -2x-4y + 4z -16 = 0vàđường 

thẳng d : iyL = . Mặt phẳng nào ứong các 

mặt phang sau chứa d và tiếp xúc với mặt cầu (S). 

A. (P):2x-2y + z-8 = 0 

B. (p): - 2x + lly - 10z -105 = 0 

C. (P):2x-lly + 10z-35 = 0 

D. (p):-2x + 2y-z + ll = 0 

(Trích đê thi thử Chuyên ĐH Vinh -lãn I) 
Câu 75: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho hai 
điểm Mị-2;-2,1), A( l;2,-3) và đường thẳng 

d: = “Y • Tim véctơ chỉ phương ũ của 

đường thẳng A đi qua M, vuông góc vói đường 
thẳng d đồng thời cách điểm A một khoảng bé nhất. 
A. ũ = (2;l;6). B. u = (l;0;2). 

c. u = (3;4;-4). D. ũ = (2;2;-l). 

(Trích đê thi thử Chuyên ĐE Vinh -lẫn I) 
Câu 76: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, cho 

đường thẳng (cừ ): * — = "Y" = " Y ^ • Viết phương 
trình mặt phẳng qua điểm A(3;l;ũ) và chứa đường 
thẳng (d). 

A. x+2y+4z-l = 0 B. x-2y+4z-l = 0 

c. x-2y+4z+l = 0 D. x-2y-4z-l = 0 

(Trích đê thi thử Chuyên KHTN -lãn II) 
Câu 77: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
đường thẳng có phương ữình: 

đ *-4 y-1 z-2 
2 1 1 

Xét mặt phẳng (P):x-3y + 2mz-4 = 0 / vói m là 
tham số thực. Tìm m sao cho đường thẳng d song 
song với mặt phẳng (p). 

A. m = ị. B. m = ị. c. m = l. D. m = 2. 

2 3 

(Trích đê thi thử Chuyên Lê Hóng Phong) 
Câu 78: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho hai 
điểm A(-1;1;0) và B(3;l;-2). Viết phương ữình mặt 
phẳng (p) đi qua trung điểm I của cạnh AB và 
vuông góc với đường thẳng AB. 

A. -x + 2z + 3 = 0. B. 2x-y-l = 0. 

c. 2y-z-3 = 0. D. 2x-z-3 = 0. 
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(Trích đê thi thử Chuyên Lê Hóng Phong) 
Câu 79: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
điểm A(l;-1;3) và hai đường thẳng: 

ề ,*-4 1+2 Z-1 x-2 y +1 Z-1 

1: 1 4 -2 ' 2: 1 -1 1 

Viết phương trình đường thẳng ă đi qua điểm A, 
vuông góc với đường thẳng d i và cắt đường tìiẳng d 2 . 

4 1 4 2 1-3 

C. d:ĩzk-Ũl.ĩ=Ề. D.đ:^ = ỵ±ỉ = ự. 

2-1-1 -2 2 3 

(Trích đê thi thử Chuyên Lê Hông Phong) 
Câu 81: Cho tọa độ các điểm A(2;2;3), B(l;3;3), C(l;2;4). 
Chọn phát biểu đúng? 

A. Tam giác ABC là tam giác đều 

B. Tam giác ABC là tam giác vuông 
c. Các điểm A, B, c thẳng hàng 

D. Tam giác ABC là tam giác vuông cân 

(Trích đê thi thử Chuyên Mặt Trăng) 
Câu 82: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, cho 

đường thẳng d:ị = ~~~ = z và mặt phẳng 

(P):x + 2y-2z + 3 = 0. Tim tọa độ điểm M có các tọa 
độ âm thuộc d sao cho khoảng cách từ M đến (P) bằng 2. 

A. M(-2;-3;-l) B. M(-l;-3;-5) 

c. M(-2;-5;-8) D. M(-l;-5;-7) 

(Trích đê thi thử Chuyên Mặt Trăng) 
Câu 83: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, cho ba 
điểm A(l;3;5), B(2;0;l), c(0;9;0). Tu n teọng tâm 
G của tam giác ABC. 

A. G(3;12;6). B. G(l;5;2). 

c. G(l;0;5). D. G(l;4;2). 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Nguyễn Quang Diệu) 
Câu 84: Trong không gian Oxyz cho đường thẳng 

A: Y = 'Y = -Ị- và điểm M(0;3;-2). Phương trình 
củamặtphẳhg (p) đi qua M và Á là: 

A. 5x-y-z+l=0 B. 5x+y-z-l = 0 
c. 5x+y-z+l=0 D. 5x-y+z-l = 0 

(Trích đê thi thử Sở GD-ĐT Phú Thọ) 
Câu 85: Trong không gian Oxyz cho đường thẳng 

A: Y = Y = ~Ỵ~ và điểm M(0;3;-2). Phương trình 
của mặt phẳng (Q) đi qua M, song song với A và cách 
£ một khoảng bằng 3 là: 


Ngọc Huyền LB 

A. 4x-8y+z+26 = 0 B. 4x-8y + z-26 = 0 

C. 2x-2x + z-8 = 0 D. 2x+2y-z-8 = 0 

Câu 86: Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz cho 
các điểm A(0; 1; 0), B(2; 2;2) và đường thẳng 

( d ): ~ ■ Tìm tọa độ điểm N e (ã ) sao 

cho diện tích tam giác ABN nhỏ nhất. 

A.(l;0;-4) B.(3;-l;4) 

c.(-l;0;4) D. (-3;0;l) 

(Trích đê thi thử Sở GD-ĐT Phú Thọ) 
Câu 87: Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz cho 
tam giác BCD có B(-l;0;3), C(2;-2;0), D(-3;2;l). Tính 
diện tích tam giác BCD. 

A.y/26 B. Vẽã c. 'D. 2 's/óĩ 

4 

(Trích đẽ thi thử sở GD-ĐT Phú Thọ) 
Câu 88: Trong không gian Oxyz, cho 3 điểm 
M(l;0;2), N(-3;-4;l), p(2;5;3). Phương ữình mặt 
phẳng (MNP)là 

A. x+3y-16z+33 = 0 B. x+3y-16zrt31 = 0 
c. x+3y+16z+33 = 0 D. X— 3y—16z+31 = 0 

(Trích đê thi thử THPT Bảo Lâm) 
Câu 89: Trong không gian Oxyz, cho mặt cầu (S): 
x 2 +y z +z 2 -2x+4y-2z-3 = 0, đường thẳng 

A: 1= y + 2 = 2 ■ Mặt phẳng (P) vuông góc với A vạ 

tiếp xúc với (S) có phương trình là: 

A. 2x-2y+z+2 = 0và 2x-2y+z-16 = 0 

B. 2x-2y+3^-6 = 0 và 2x-2y-3^-6 = 0 
c. 2x-2y-3-v/8+6 = 0 và 2x-2y-3^-6 = 0 

D. 2x+2y-z+2 = 0 và 2x+2y-z-16 = 0 

(Trích đê thi thử THPT Bảo Lâm) 
Câu 90: Trong không gian Oxyz, cho A (4; -2; 3), 
x=2+3í 

Á- y = 4 , đường thẳng d đi qua A cắt và vuông 

z = l-f 

góc A có vectơ chi phương là: 

A. (-2;-15;6) B. (-3;0;-l) 

c. (-2; 15;-6) D. (3;0;-l) 

(Trích đê thi thử THPT Bảo Lâm) 
Câu 91: Trong không gian Oxyz, cho 2 mặt phẳng 
(p): x-y+4z-2 = 0 và (Q): 2x-2z+7 = 0. Góc 
giữa 2 mặt phẳng (P) và (Q) là 

A. 60° B. 45° c. 30° D. 90° 
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(Trích đê thi thử THPT Bảo Lâm) 
Câu 92: Trong không gian Oxyz, cho 2 điểm 

A(l;2;ũ), B(-2;3;l), đường thẳng A: ^ . 

Tọa độ điểm M trên A sao cho MA = MB là 


A. ( * Jf, 

v 4 6 12 ' 


15.19 £3 
' ( 4 ; 6 ; 12 ■ 


c. (45; 38; 43) D. (-45;-38;-43) 

(Trích đê thi thử THPT Bảo Um) 
Câu 93: Đường thẳng đ đi qua fỉ(3;-l;0) và vuông 
góc với (Orz) có phưong trình là 


x = 3 

y = -1 


x = 3 + t 
y = -ĩ 


x = 3 
ỵ = -l+t 


x = 3 
y = -ĩ+t 


Câu 94: Trong hệ tọa độ Oxyz, cho hai điểm 
A(-l;l;0),B(-2;3;0).Tìm tọa độ của điểm M thuộc 
trục Oy sao cho MA + MB nhỏ nhất. 

A. M(0;2;0) . ' B. M(0;-l;ũ) 


c. M 0;^;0 


D. M(0;1;0) 


(Trích đê thi thử THPT Lương ThếVinh) 
Câu 95: Trong hệ tọa độ Oxyz, cho ba điểm 
A(l;2;l),B(l;l;0),C(l;0;2).Tìm tọa độ điểm D để 
ABCD là hình bình hành. 

A. (—1;l;l) B. (l;-l;l) 

c. (l;l;3) D. (l;-2;-3) 


(Trích đê thi thử THPT Lương ThếVỉnh) 
Câu 96: Viết phương trình mặt phẳng đi qua ba điểm 
A(l;0;0),B(0;2;0), C(0;0;3) 

A. 6x+3y+2z-6 = 0 B. x-y+z- 2 = 0 
c. .t: + 2y-3z+16 = 0 D. x-y+ 2z = 0 

(Trích đê thi thử TtìPT Xuân Trường C) 
Câu 97: Nếu mp(P): x-2y+mz+5 = 0 song song với 
mp(Q): 2x-ny+3z + 3 = Q thì các giá trị của mvần là: 


A. m = |;n = 4 B. m = -|; n = 4 

2 2 

c. m = -|;n=-4 D. m = -4; « = | 

2 2 

(Trích đê thi thử THPT Xuân Trường C) 
Câu 98: Phương trinh chính tắc của đường thẳng đi 
qua điểm M(-2;l;3) và vuông góc với mp(P): 
X + 2y — 2z + 1 = 0 là: 


x+2 y- 1 z—3 

'" i '* 2 -'-2 ■ 

c x-1 y-2 z+2 
-2 1 3 


B. . y +1 2+3 

■ 1 2-2 

p x+l _ y+2 _ z '-2 

■ 1 r 


(Trích đê thi thử THPT Xuân Trường C) 
Câu 99: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, tìm tọa 
độ điểm N thuộc trục Oz sao cho khoảng cách từ N 
đến M (2; 3; 4) bằng khoảng cách tù’ N đến mặt phẳng 


(p):2x + 3y + z-17 = 0? 

A. N(0; 0; 3) B. N( 0; 0; 4) 

c. N(2; 3; o) D. không tồn tại điểm N 

(Trích đê thi thử THPT Xuân Trường C) 
Câu 100: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, cho 
jx = 2 + 4f 

đường thẳng d: jy = 3 + 2í và mặt phẳng (P)‘. 
: = -3 + í 


-x+y+2z+5 = 0. Đường thẳng A nằm trong (P), song 
song với d và cách d một khoảng là VĨ4 có phương 
trình là: 


A Ạ x-l _ y-6 _ z+5 _ x-3 _ỵ _ Z+1 

2 ~~T' 2 : ~ấ~~2~~~ĩ~ 

B A - x+1 - y + ố = z ~ 5 - x+3 y 2-1 

■ 4 2 1 ; 2: 4 2 1 

c A - y~ 6 _ £±Ễ -Ạ . x-3 y Z+1 

i: -4 ~ -2 1 ; 2: -4 - 2 “ 1 

z+ĩ _ y+6 _ z+5 _ x-3 _ y _ 2+1 

■ 1= 8 4 “ 2 2= 8 “4 2 

(Trích đê thi thử THPT Xuân Trường C) 
Câu 101: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
hai điểm A(3;3;2) và B(5;l;4). Tìm tọa độ hung 
điểm I của đoạn thẳng AB. 

A. B. í(4;2;3) 

CI ( 4 - 1 ) D -'h-H) 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo-Ninh Bình-Lần 
III) 


Câu 102: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 

í 


đường thẳng d:ịy = 2-t (íeK). 


[z = 4 + f 

là vectơ chi phương của d? 


Vectơ nào dưới đây 


A. iq = (0; 2; 4) B. ííj = (2; -1; o) 

C. li, =(l;-l;l) D. Mj‘ = (-2;3;5) 


(Trích đê THPT Trần Hưng Đạo-Ninh Bình-Lần III) 
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Câu 103: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
ba điểm ri(4;2;5), B(3;l;3), c(2;6;l). Phương trinh 
nào dưới đây là phương trình của mặt phẳng (riBC)? 
A. 2*-z-3 = 0 B. 2*+y+z-3=0 

c. 4r-y-5z+13 = 0 D. 9*-y+z-16 = 0 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo-Ninh Bình-Lần 
III) 

Câu 104: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
điểm ri (2; 2; l) và đường thẳng ổ,: Y = —n = : 

d z : ~ = ——— = Y . Phương trình đường thẳng d đi 
qua ri, vuông góc vói d ì và cắt d 2 là: 

A . d] ĩzỉ.,tạ,ĩzỊ B . d ..ĩzt,l,ỉzằ 

1 -3 -5 2 3 —4 

'x = 2+t 

■CJ: y-2 (teR) D. 
z = l-t 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hieng Đạo-Ninh Bình-Lần 
III) 

Câu 105: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, cho 
đường thẳng A: Y = —H = —p và mặt phẳng 
(?):* +2y + 2z- 4 = 0. Phương trinh đường thẳng d 
nằm trong (p) sao cho d cắt và vuông góc vói đường 
thẳng A là: 


x = 3t 

y = 2+t (í eK) 
z = 2+2i 


ịx = -3+t 

A. d:jy = l-2í(íeil) B. d: 

[z=l-t 

Ịx = —2 — 4í Ị* = -l-í 

c. d:jy = -l+3f(feR) D. d:ịy = 3-3t(t eK) 

[ z = 4-f |z = 3-2f 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo-Ninh Bình-Lần 
III) 

Câu 106: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
hai điểm ri(l;0;2); B(ũ;-1;2) và mặt phẳng 
(p):x + 2y-2z + 12 = 0. Tìm tọa độ điểm M thuộc 
(p) sao cho Mri + MB nhỏ nhất? 

A. M(2;2;9) B. 

c. m[Ự-; 3 4\ 

y6 6 4 ) 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo-Ninh Bình-Lần 
III) 


D. M -A;_H ; H1 
^ 15 15 15 ) 


Câu 107: Mặt phẳng (P) song song với mặt phẳng 
(Q):x + 2y + z = 0 và cách D(Ị;0;3) một khoảng bằng 
■v/ó thì (P) có phương trình là:. 

|_*+2y + z-2 = 0 L x ' 


* + 2y-z-10 = 0 
*+2y+z-2=0 


rz + 2y + z + 2 = 0 D íx + 2y+z + 2 = 0 

\_-x-2y-z~ĨQ = ữ ■ [z + 2y + z-10 = 0 

(Trích đê thỉ thử THPT Vĩnh Chân) 
Câu 108: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
hai điểm ri(2;4;l);B(-l;l;3) và mặt phằng 

(P) :x-3y+2z-5 = 0. Viết phương trình mặt phẳng 

(Q) đi qua hai điểm A, B và vuông góc với mặt phẳng 
(p). 

A. 2y+3z-ll = 0 B. y-2z-l = 0 
c. -2y-3z-ll = 0 D. 2r+3y-ll = 0 

(Trích đê thi thử THPT Vĩnh Chân) 
Câu 109: Trong không gian Oxyz cho các điểm 
ri(3;-4;0);B(0;2;4);C(4;2;l). Tọa độ diêm D hên 
trục Ox sao cho AD=BC là: 


D(0;0;0) 

B ro( 0 ; 0 ; 2 ) 

d(6;0;0) 

■ [d(8;0;0) 

’d(2;0;0) 

D Ĩ D (°;°;°) 

D(6;0;0) 

■ Ịd(-6;0;0) 


(Trích đê thi thử THPT Vĩnh Chân) 
Câu 110: Trong không gian Oxyz cho ri(0; 1; o), 
B(2; 2; 2), C(-2; 3; l) và đuờng thẳng d: 

^-H = . Tìm điểm M thuộc d để thể tích 

2-12 

tứ diện MABC bằng 3. 

{ 2 4 2) y 2 4 2 ) 

B. MÍ-|;-|;|Ì ;mÍ-H ; §; HÌ 

1 5' 4'2 )' { 2'ị' 2) 

c. HÌ 

u 4 2 ) V 2 4 2) 


D. Mf|;-|;ỈÌ;MÍH ; £; HÌ 
w 4 2) u '4' 2) 


(Trích đê thi thử THPT Nho Quan A) 
Câu 111: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz cho 
ri (3; 0; l), B (6; -2; l). Viết phương trình mặt phẳng (P) 
đi qua A, B và (P) tạo với mp(Oyz) góc athỏa mãn 
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ịlx + 3y + 6z + 12 = 0 
Ị_2r + 3y-6z-l = 0 
r2z-3y + 6z-12 = 0 
[2r-3y-6z+l = 0 


A 2z-3y + 6z-12 = 0 
' [2z-3y-6z = 0 
c |~2x + 3y + 6z -T2 = 0 
|_2* + 3y-6z=0 

ữridi đê thi thử THPT Nho Quan A) 
Câu 112: Trong không gian Oxyz cho mặt phang 
(p):2z + y-2z + l = 0 và hai điểm A(l;-2;3); 
s(3;2;-l). Phương trình mặt phẳng (Q) qua A; B và 
vuông góc với (P) là 

A. (Q): 2x + 2y + 3z-7 = 0 

B. (Q):2*-2y + 3z-7 = 0 
c. (Q):2r + 2y + 3z-9 = 0 
D. (Q):x + 2y+3z-7 = 0 

(Trích đê thi thử THPT Triệu Sơn 2) 
Câu 114: Cho hai đường thẳng d i : ĩy- = —^ ' 

d 2 : 


X = 1 -t 

y = l + 2f và điểm A(l;2;3). Đường thẳng Ađi 
z = -l+f 

qua A, vuông góc với d 1 và cắt rf 2 có phương trình là: 
A. 


x-1 _ y-2 z-3 

-1 - -3 - -5 


y+1 z-l 
1 1 


c. 


r-l y-2_z-3 D x-1 y-2 z-3 


1 


-3 


-5 


(Trích de thi thử THPT Thuận Thành I) 
Câu 116: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz cho 
A(l;-2;l),B(-2;2;l),C(l;-2;2). Đường phân giác 
toong góc A của tam giác ABC cắt mặt phẳng Oyz 
tại điểm nào toong các điểm ,sau đây? 

* fn. 4 2Ì 




c. 0 ; 


2 8 


vl,-ỄÌ 


(Trích đê thi thử THPT Yên Lạc-Lần 3) 
Câu 117: Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz, 
cho A(l;0;2),B(l;l;l),C(2;3;0). Viết phương trình 
mặtphẳng (ABC). 

A. r+y-z+l=0 B. x-y-z+l = 0 

c. r + y-2z-3 = 0 D. x+y+ z-3 = 0 

(Trích đê thi thử THPT Lương ThếVinh) 
Câu 118: Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz, 
cho A(l;2;0),B(3;-l;l) và c(l;l;l). Tứih diện tích 
s của tam giác ABC. 


The best or nothing 

A.s = s B.S = JĨ c. s = ! D. S = 1 

(Trích đê thi thử THPT'Lương ThếVinh) 
Câu 119: Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz, 
cho M(l;2;l). Viết phương trình mặt phẳng (p) qua 
M cắt các trục Ox,Oy,Oz lần lượt tại A,B,C sao cho 

—ỉ— + —Ậ— + —Ị— đạt giá trị nhỏ nhất. 

OA 2 OB 2 oc 2 ở 

A. r+2y+3z-8 = 0 B. r + y + z-4 = 0 

c. r+2y+z-6 = 0 Đ. ị+ị+~=l 
3 12 1 

(Trích đê thi thử THPT Lương ThếVinh) 
Câu 12.0: Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz, 
cho G(l;2;3). Viết phương trình mặt phẳng (p) đi 
qua điểm G và cắt các trục tọa độ tại ba điểm phân 
biệt A,B,C sao cho G là trọng tâm tam giác ABC. 

A.Í+ỉ + ỉ-1 b.x + ỉ + ỉ-3 

3 6 9 2 3 

c. r+y+z-6 = 0 D. r+2y+3z-14 = 0 

(Trích đê thi thử TtìPT Lương ThếVinh) 
Câu 121: Cho ba điểm A(l;l;0), B(3;-l;2), 
c(-l;6;7). Tim điểm Mẩ(Ọxz ) sao cho 
MA 2 + MB 2 + MC 2 nhỏ nhất? 

A. M(3;0;-l). B. M(l;0;0). 

C. M(l;0;3). D. M(l;l;3). 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo-Nam Định) 
Câu 122: Cho mặt phẳng (a):3*-2y-z + 5 = 0 và 

đường thẳng d: . Gọi (P) là mặt 

2 14 

phẳng chứa d và song song vớ (a). Khoảng cách giữa 
(cc)và (P) là: 

A. ệ- B. ệ- c. -Ậ= D. -ặ= 

14 14 Jĩĩ 

(Trích đê thi thử Sở GD-ĐT Hà Tĩnh) 
Câu 123: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, Cho 

đường thẳng đ:^-^ = Y = —/ điểm A(2;5;3). 

Phương trình mặt phang (P) chứa d sao cho khoảng 
cách từ A đến (P) là lớn nhất là: 

A. 2r+y-2z-10 = 0 B. 2r + y-2z-12 = 0 

c. *-2y-z-l = 0 D. x-4y+z-3 = 0 

(Trích đê thi thử Sợ GD-ĐT Hà Tĩnh) 
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Hướng dẫn giải chi tiết 

Câu 1: Đáp án B x-2 y z-3 

Nhìn vào hình vẽ, áp dụng định lý Talet ta có: 13 5 


MN-^AB I &AI(P) ^BI(P) I 
, _ |l+2-X-l| _ 1 

|3 + 0-(-l)-l| 


yjl 2 + Ỹ +(-l) 'tĩ 

I I 1 3 I 2 

Bi{p) ns SIS • 

AB = Ậ 3 -1) 2 + (0 - 2) 2 + (-1 - ĩf = 2-S 


s> MN = JAB 2 -d. 


'I 12 ~í = 


4V2 

Vã 


Vậy đáp án đúng là B. 

Câu 2: Đáp án B 
Ta có: 

B là điểm đối xứng vói A qua (p) nên: 


AB - 2.£ỉ a/(p) 


2 Ị1 + 2.2-2.1-1Ị 2 2 4 

yỊl 2 +2 2 +(-2) 2 3 3 


Do đó, đáp án đúng là A. 

Cách 2: Mri = \Jĩp , 1ĨQ J = (l; 3; 5) 

Câu 6: Đáp án c 

Giả sử Aịa; 0;0);B(0;b;ữ);C(0;0;c) . Do cắt tại các tia 
nên: a;b;c> 0. Khi đó, phưong trình mặt phẳng (p) 

là:(p): —+ ^ + - = 1. (p) đi qua M(l;2;l) nên: 
' ' a b c v ' 

121 , 

-+= 1. Ap dụng bất đắng thức Cauchy ta có: 

=>Vầ.9 

__ „ , ,, . 1 2 1 1 

Dấu = xảy ra khi: 

a b c 3 
Vậy đáp án đúng là C. 

Câu 7: Đáp án B 

Mặt cầu (s) có tâm là: l(l;2;l) và bán kính R = -JĨ 
Gọi H(x h ;i/ h ;z h ) làhìnhchiếúcủa I lên (á). Khi đó, 


Vậy đáp án đúng là B. 
Câu 3: Đáp án A 


£Ỉ = xã+yib+zc 

<*(4;2;0) = x(l;2;l)+y(-2;3;4)+z(0;l;2) 


<=> 


|x-2y = 4 
2x+3y+z = 2<=> 
[x+4y+2z = 0 


x = 2 ■ 

y = -l=>x+y+z = 2 

Z = 1 


Vậy đáp án đúng là A. 

Câu 4: Đáp án c 

Ta có: u ằ = (l;-l;l) .Đường thẳng (d) vuông góc vói 


mặtphẳng (p) nên: n p =u d = (l;-l;l). Do đó (p) có 
dạng:(p): X - y + z + m = 0. Vì (p) đi qua A(l;2;l) 
nên: l-2 + l + m = 0=>m = 0. Do đó, đáp án đúng là 

c. 


Câụ 5: Đáp án A 

Cách 1: Giao tuyến của (p) và (Q) là nghiệm của hệ 
phương trình: 

f2x + y-z-l = 0 Í2x+y = z + l 

Ịx - 2y + z - 5 = 0 Ịx - 2y = -z + 5 

x 2( 2 + l) + (- Z + 5) z + 7 

0 ,5, 5 

(z + l)-2(-z + 5) 3z-9 

y= 5 “5 


ta có: 


ÍH e (d) 


k-2 . 2 h. 

! 2_ -1 4 
= 0 




=> H (2fc+2;-)fc; 4fc) => IH = (2fc +1;-7c - 2; 4/c -1) 
Í=J2;-1;4) 

IH.u đ = 0 (2 Ẵ: +1).2+(-fc- 2).(-l)+(47c -1).4 = 0 
<^k = 0=>H(2-,0-,0) 

=>IH = Ậ2-if+(0-2) 2 +(0-ĩf = Vó 


Gọi K là giao diêm của IH và MN .Áp dụng hệ thức 
lượng trong tàm giác vuông MIH có: 


MK.IH = MI.y/lH 2 - IM 2 


Vó 


Vĩ 


Vậy đáp án đúng là B. 

Câu 8: Đáp án A 

Gọi K là điểm bất kì trên (d). Theo giả thiết: KA = KB 
tức là tam giác KAB cân, điều này chỉ xảy ra khi (ổ) 
nằm trên mặt phẳng (q) là mặt phẳng trung Vực của 
AB . Ta đi xác định (Q): 
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Gọi M là trung điểm AB thì: 

Mặt phẳng (q) đi qua M và vuông góc với AB tức 
là nhận AB = (-3;-l;ũ) là vecto pháp tuyến. Do đó: 

(O):-3(x-|]-l[>-|]+0(z-l)-0 
o(Q):3x + 2/-7 = 0 

Do đó, (ri) là giao tuyến của (p) và (Q) nên là nghiệm 


ịx+y + z-7 = 0 
\3x+y-7 = ữ * 


x = t 
y = 7-3t 
z = 21 


Vậy đáp án đúng là A. 

Câu 9: Đáp án c 
BÁ = («+3;0;10) 

BC = (8;0;4);BD = (4;3;5) 

=^.Ĩ|bÃ[bC;Bd| 

=? I. |(fl + 3; 0; 10). (-12; 24; 24)1 
= ị .|- 12 (fl + 3) + IO. 24 Ị = I— 2 « + 34| 

V=3ŨOfl = 2;fl = 32 
Vậy đáp án đúng là c. 

Câu 11: Đáp án D. 

Dễ dàng nhận thấy hai đường (d, );(d 2 ) chéo nhau. Ý 
tường ở đây là tìm hai điểm Hj e(dj);H 2 e(ri 2 ) sao 
cho H ĩ H 2 là đường vuông góc chung của (ri, );(d 2 ). 

, . ,, ÍH,(2 + ữ;l-a;2a) 

1 v lJ 2 Kỉì [H 2 (2-2b;3;b) 

=> ĩp, =(-2b-a;a + 2;b-2 a) 

Í = (1;-1;2);^'=(-2;0;1) 

ÍHjH 2 =0 


J (- a - a )-( s + 2 ) + 2 ( 6 - 2«)=0 

[-Z(-2b-fl)+0.(fl+2)+(b-2fl) = 0 


I-6ữ-2 = 0 
15Z? = 0 * 


b = 0 


-'h&tH** 0 ) 

Mặt phang cần tìm (p) đi qua trung điểm M của 
HjH 2 và vuông góc với HjH 2 nên: 


#?#(”> 

=>(p):x + 5y + 2z-12 = 0 
Vậy đáp án đúng là D. 
Câu 12: Đáp án B 
Giao điểm A{x Á )\j A ',Z A ) 
(Oxy) là: 

-1 y A +i Z A -2- 


của (đ) với mặt phẳng 


A(-3;-3;0) 


Dễ thấy điểm M(l;-l;2) 6 (d) . Hình chiếu B của M 
lên mặt phẳng ( Oxy ) là: B(l;-1;0). Phương trình 
đường thẳng cần tìm chính là phương trình đường 
= 1 + 2 * 

thẳng AB và là: 


y = -1+ 1 . Vậy đáp án đúng là B 
z = 0 


Câu 13: Đáp án B 
DeOy=>D(0;y;0) 

A (2; 1; -l), B (3; 0; 1 ), C (2; -1; 3 ) 
AB = (l; -1; 2 ); ĂC = (O; -2; 4 ) 

ÃD = (-2;y-l;l) 
V=i|ÃD.[ÃỈ ; íc] 

= t|(-2;y-l;l).(0;-4;-2)| 

V - 5 <=> y = -7; y = 8 
Vậy đáp án đúng là B. 

Câu 14: Đáp án c 
Mặt phẳng (BCD): ax + by + cz + d 
a(-5)+b.l+c.(-ì)+d = 0 
«.l+b.(-3)+c.0+d = 0 
ữ.3 + &.(-6) + c.2 + á — 0 


b = =Ệ=>(BCD):x+2y+2z+5 = 0 


Gọi H(x h ;ĩj h ; z h ) là hình chiếu của A lên (BCD), ta có: 
He(p) ịx H +2y n +2z H +5 = 0 
AH±{P ) 0 \ÃH = = fc.(l; 2; 2 ) 


LOVEBOOK.VN I 335 




Ngọc Huyền LB 


Công Phá Toán - Lđp 12 


X H + 2 y H + 2 z h +5 = 0 

*H~ 5 y H -V , 2 h- 3 _i. 

. 1 2 2 * 

=>Z H = k + 5;y H = 2k + l;z H = 2k + 3 
=>(fc + 5) + 2(2fc + l)+2(2fc+3)+5 = 0 
o9k+18 = Òok = -2 
=>H(3;-3;-l) 

Khi đó, A' đối xứng với A qua (BCD) khi và chỉ khi 
H là ữung điểm AA'. Do đó ta có: 

A' (2.3 - 5; 2.(-3)-l;'2.(-l)-3) 

=> À'(l;-7;-5) 

Vậy đáp án đúng là c. 

Câu 15: Đáp án c 

Khẳng định A,B,D hiển nhiên đúng. Khẳng định c sai 
vì mặt phẳng (r) : z + 3 = 0 giao vói Oz tại điểm 
c (0; 0;-3). Vậy đáp án đúng là c. 

Câu 16: Đáp án B 

(đ) vuông góc vói (Q) nên: u d = 11 ( 0 ) =(4;3;-7) . 

(d) đi qua điểm M(l;2;3) nên: 

z = l + 4í 
(rf): y = 2+3f 
[z = 3-7í 

Vậy đáp án đúng là B 
Câu 17: Đáp án A 
Trung điểm AB là: ' 

/ 2+4 -3-1 -1- 
2 

Phương trình mặt phẳng tnrng trực AB nhận 
AB = (2; 2; 3) là vecto pháp tuyến và đi qua điểm M 
nên nó có dạng: 

2(x-3)+2(y+2)+3^z-ỉj = 0 

o 4x + 4x + 6z-7 = 0 
Vậy đáp án đúng là A. 

Câu 18: Đáp án 

a)/ /(p)<=>w (a) = k -\) 


ạy aap an aung la D. 
lâu 17: Đáp án A 
'rung điểm AB là: ' 


Câu 18: Đáp án c 

(a)//(p)*>^ = k.^ 

<»(3;-l;m) = k.(2;n;2) 

_ 3 _-l_m __* 

Or = -—=-<=>«* = 3; 
2 n 2 


= — = — <=> m = 3;n = —- 
n 2 3 

Vậy đáp án đúng là c. 

Câu 19: Đáp án A 

Ta có: u d =(l;2;l) . Mặt phẳng (p) đi qua M và 
vuông góc với (cỉ) hay nhận u d là vecto pháp tuyến 
là: 


l.(x-l) + 2.(y-0)+l.(z-0) = 0 
ox+2y + z-l = 0 

Giao điểm ỉỉ(x H ;y H ;z H ) của (d) và (p) chmhlàhình 
chiếu vuông góc của M lên (á), ta có: 


ỊL r l = ỵ»-± = ĨỊL (2 1-ì) 

H +2y H +z u -1 = 0 i à ) 

M' đối xứng với M qua (d) khi và chi khi H là trung 
điểm MM'. Do đó, ta có: 


2.|-0 < 

2 B)-° 

-b+c = -l 


Vậy đáp án đúng là A. 
Câu 20: Đáp án D 
Góc giữa (p) và (Q) là: 


» P .(2;-W)^=(M2) 

( ì m 


1 

2 


=>a = 60° 

Vậy đáp án đúng là D. 

Câu 21: Đáp án D 

Theo giả thiết ta có: A(-3;0;0); B(0;2 ;ũ);C( 0;0;4) 
Phương hình mặt phẳng (ABC) là: 


-ị+T+4 = l<=>4x-6y-3z+12 = 0 
-3 2 4 


Do đó, mặt phẳng song song vói (ABC) có dạng: 
4x-6y-3z + m = 0;(m#12) 


Vậy đáp án đúng là D. 

Câu 22: Đáp án D 

Gọi B(x s ;y B ;z B ) là giao điểm của (đ) với (a) . Khi 


đó, ta có: 

hÈl = h^ = h±L =k ^ B ị2k-3;-k + l^k-l) 

=>ÃB = (2Ả:+l;-fc+3;4Ẵ:-5);í£ = (2;-l;4) 
AB±{d)<2>ÃB.ũ d =0 

2(2k+1) - (-k + 3)+4.(4k - 5) = 0 

ol=^ = l=> B(-1;0;3);ÃB = (3;2;-l) 

Phương hình (a) chính là phương hình AB và là: 
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A , x + 4 y+2 _ z~4 

3 “ 2 " -1 
Vậy đáp án đúng là D. 

Câu 23: Đáp án c. 

Thực chất bài toán chi là kiểm tra kiến thức phưorng 
trình mặt phẳng dạng chắn: 
A(a;0;0);B(0;b;ũ);C(0;0;c) 

Vậy đáp án đứng là c. 

Câu 24: Đáp án A 

Gọi Hịx H ;y H ; Z H ) là hình chiếu của A lên 
(Q): x + 2y-5z-3 = 0 . Khi đó ta có: 

AH 1 (Q) ịÃH = k.n {Q) = /c(l; 2; -5) 

He (Q) Ịx h + 2y H - 5z H -3 = 0 
ÃH = (x H -2;y H -l;z H -l) 

'*H~2I/h-1 5hZĨ /- 

1 2 ^5 

x H +2y H -5z H -3 = 0 

fc+2;y H = 2k+l;z H =-5k+l 


$X H =k+2;y H =2/c + l;z H =-5/c+l 

í>(/c+2)+2(2k+l)-5(-5k+l)-3 = 0 

,_-6_ 1 „(9 3.„ì 

=>Jfc = -£ = ~^H p-;^;2 


ok = -^ = -^=>HÍ|;|;2| 

. 30 5 ^55 J 

Mặt phẳng (p) là mặt phẳng (ABH)có dạng: 

ax + &y + cz + ÉỈ = O.Từđósuyra: 


2fl+b+c+d=0 
3fl + 2& + 2c+d = 0 ■ 


=>(p):7x-6y-z~7 = 0 
Vậy đáp án đúng là A. 

Câu 25: Đáp án A 

Phương trình mặt phẳng (ABC) là: 

ẼỈH 

ỊAĩ.b < .^J; tĩ 1 
« b c {ì 1,11 
V a + 6 + c 

11,11 

=>-^- = -Ị- + -^- + -7 

íỉ a ỉr c 

=>(}) = (« 2 +4& 2 +16c 2 0 + l+lj>(l+2+4) 2 
=>^>7=>d<l 


Dấu "=" xảy ra khi: 


(*•+«■+16^1+1+1} 


1 1 


í> c 2 = ^ ữ 2 + & 2 + c 2 =7c 2 : 


a 2 + 4fe 2 + 16c 2 = 49 <=> 4c 2 + 8c 2 + 16c 2 = 49 
_ 49 
■ 4 • 

Vậy đáp án đúng là A. 

Câu 26: Đáp án c 

Gọi M(x 0 ;y 0 ;z 0 )e(p) thì ta có: 


x Q +y 0 +z ữ =0=>z ữ =-x 0 -y ữ 

=>MA 2 +MB 2 = (x 0 +3) 2 +(y 0 -5) 2 +(z 0 +5) 2 + 

+(-*. - 5 ) 1 +(y. +3) +(«. -7) 

= 2[h.-l)’+ừ.-lf]+2h-l)‘+136 
> (x 0 -l+y 0 -l) 2 +2(z 0 -l) 2 +136 
= (2 + z 0 ) 2 + 2 (z 0 -1) 2 +136 = 3z 2 +142 > 142 
Dấu "=" xảy ra khi: x 0 = y 0 ;z 0 = 0 => x 0 = y 0 = z 0 = 0 
Do đó, M = 0. Vậy đáp án đúng là c. 

Câu 27: Đáp án A 

Bài toán này sử dụng tính chất quen thuộc của tứ diện 
vuông: H là trực tâm của tam giác MNP khi và chi khi: 
OH±(MNP). Ta có: 

Ị ™ í . t ' o( “ )i3(i " 3) " 4(! ' +4)+(z ' i) ’ 0 

<=>(a):3x-4y + z-26 = 0 
Vậy đáp án đúng là A. 

Câu 28: Đáp án B 

m = 3fl-2&+c=3(5;7;2)-2(3;0;4)+(-6;l;-l) 

=>m = (3;22;-3) 

Vậy đáp án đúng là B. 

Câu 29: Đáp án c 
Ta có: 

ÍMe(ABC) 

<=>(a):3x+2y + z-14 = 0 
Vậy đáp án đúng là c. 

Câu 30: Đáp án D 

Gọi I (x; y; z) là tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ diện OABC 
Khi đó ta có: 

IO = IA = IB = IC 
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2 +y 2 +z 2 =(x-a) +y 2 + z 2 
2 +y 2 +z 2 =x 2 +{y-bf +z 2 <=> 
2 +y 2 +z 2 = X 2 +y 2 + (z-c) 


*l\bịĩị) 

12 2 2 ) 


Do a+b + c = 2 nên 1 thay đổi ữên mặt phẳng 
(p):x+y+z-l = 0 

|2016 + 0 + 0-l| 2015 
M/(p)= = ^ 


Vậy đáp án đúng là D. 

Câu 31: Đáp án A 

Vì M G ( d ) liên: M(l + 2m;m;-2-3m) 
M e (p) nên: 

2(l+2m) + m+(-2-3m)-2 = 0 
om=^ = loM(3;l;-5) 


Vậy đáp án đúng là A. 

Câu 32: Đáp án c 

Phương trình mặt phẳng (a) là: 


(o):ị + ^- + ị = l<ĩ>3x-6y+2z-12 = Q 
v ' 4 -2 6 

Vậy đáp án đúng là c. 

Câu 33: Đáp án B 

Gọi M(a-,b;c) .YiMe(P) nên: a-b+c+3=0 
Ta có: 

MÃ = (a;b-l;c-2);MB = (a-l;b-l;c-l); 

MC = (a-2;b + 2;c-3) 

=> |mÃ+ Ãỉẽ +ĩvĩc| = yj(3a - 3) 2 + (3 bf + (3 c - 6 ) 2 
=> I MĂ+MB+ Ãĩc| = S.^(a-l) 2 +(-bf +(c - 2) 2 ] 

ằ S.Ậa-l-b+c-2) 2 = SẬa-b+c-3) 2 = óS 

Dấu "=" xảy ra khi: 

íz-l = -& = c-2;a-ỈH-c+3 = 0 

<=> a = -v,b = 2;c = 0 =s> M(-l;2;0) 

Vậy đáp án đúng là B. 

Câu 34: Đáp án A 

(s):x 2 +y 2 + z 2 -2x + 6y-4z+13 = 0 
«(s):(x-l) 2 + (y + 3) 2 + (z-2) 2 =l 
d cắt (s) tại hai điểm phân biệt khi và chi khi phương 
trình sau có hai nghiệm phân biệt: 
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((2+í)-l) ! +((l+»<)+3)h(-2<-2)’-l 

o (f +1) 2 + (mí + 4) 2 + (2f + 2) z = 1 

»(m 2 +5)t 2 +2(4m+5)í + 20 = 0 

A' = (4m+5) 2 - 2ũ(m 2 + 5) = -4m 2 + 40m - 75 

A' > 0 o 4m 2 - 40m+75<0of<m<^ 

2 2 

meZ=> m s |3;4;5;6;7| 

Vậy đáp án đúng là A. 

.Câu 35: Đáp án A 
i^‘ = (1;-1;3 );m^' = (-1;1;3) 

ĨỤ == M rfi ; Mrf 2 ]=(-6; -6; 0 ) 

'x = l + f 
=>(d): y = 2+í 
z = 3 


Vậy đáp án đúng là A. 

Câu 36: Đáp án B 

Mặt phẳng vuông góc vói Oyz có dạng: ay+bz+c = 0 
Dễ thấy A(2;-3;4);B(4;0;5)e(d) nên ta có: 


f-3a+4Ỉ7+c = 0 
[0a+5ỈH-c = 0 


^ =>(d):y-3z+15 = 0 

T 


Vậy đáp án đứng là B. 

Câu 37: Đáp án B 

Gọi M là giao điểm của A ;d. Khi đó, 
M(3m+l;-m-l;-m) .Do Ae(p) nên Me(p) 


=>M(3m+l;-m-l;-m)(P):x+y+z+3 = 0 
(3m+l)+(-m-l)-m+3 = 0<=> m = -3 
=>M(-8;2;3) 

Giả.sử A đi qua N(a;b;c) khác M . Ta có: 
ÍNe(P) ía+b+c+3 = 0 
[ĨÃN.Ũ = 0 0 [(«■+ 8)+ 2(b - 2 ) + 3(c- 3 ) = 0 

—) 

=>MN = (-2;4;-2) 

3.(4 ):ĩk.ítí.ỉdỊ 

w -2 4 -2 

^U):*ị± = 2zĩ. = ĩ.zĩ 

y ’ l -2 1 


Vậy đáp án đúng là B. 
Câu 38: Đáp án B 
Ta có: 


(p): ; 
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Bằng cách kiểm tra n r n = 0 thì đáp án đúng là B. 
Câu 39: Đáp án D 

G thuộc Ox khi: G (g; 0; o). Theo công thức trọng tâm 
ta suy ra: 

[2 + 0 + 2 / r 

3 oị y = ~ 2 

3 + 1 + z -0 l z = - 4 

l 3 

Vậy đáp án đúng là D. 

Câu 40: Đáp án 
cị 0+3+0 1+1+3 2+1+O Ì 
l 3 ; 3 ; 3 J 


Iẽ = (3;0;-l);AC = (0;2;-2) 
=>n (p) ’ = pB;AC] = (2;6;6) 

(P);Í=1.ĨỊỈ.ỈZ1 

v ’ 1 3 3 

Câu 41: Đáp án c. 

Ta có: 


BẢ = (m-2; -1; -2); BÕ = (-2; 1; -l) 

S /UJC = 9-ỉ-(m+2) +(m-4) s =35 

<»2m 2 -4m-6 = 0<»m = 3;ín = -l 
Vậy đáp án đúng là c. 

Câu 42: Đáp án A 

a=(l;m;2);fc=(m+l;2;l);c = (0;m-2;2) đồng phẳng 
khi: 

[a;bỴc = 0 

<=> (m-- 4; 2m +1; -m 2 - m+ 2 ). (O; m - 2; 2 ) = 0 
o(2m+l)(m-2)+2(-m 2 -m+2) = 0 


-4+1-2 5 
Vậy đáp án đúng là A. 

Câu 43: Đáp án D 

Giả sử A(a;0;0);B(0;&;0);C(0;0;c). Theo bài ?? ta có: 


ụi + Ấ =ĩ > 3 j± = j± 

a b c \abc V 6V 


Vậy đáp án đúng là D. 

Câu 44: Đáp án c 

Dễ dàng nhìn ra ngay điều này. 


Câu 45: Đáp án A 
Ta có: 

(p) : £ + l + l = 1 
{ ' 8 2 4 
<=> x + 4y+2z-8 = 0 
Vậy đáp án đúng là A. 

Câu 46: Đáp án B 

(p) đi qua gốc tọa độ nên: ịp):ax + by+cz = 0 

(p)±(0) Í2a-b+3c = 0 

(P)i(R) < *[a + 2b+c = 0 
7c 

5 o(p):7x-y-5z = 0 

b = ị 

5 

Vậy đáp án đúng là B. 

Câu 47: Đáp án D 

Cách 1: Gọi tỉ(íz; c) là hình chiếu của B lên (P).Khi 
đó, ta có: 

He(p) |a-2b+c-l = 0 


/13.2.1j 

1 6 ; 3 ; ôJ 


Khi đó, (Q) chính là ( ABH) :ax+by + cz+d = 0 


a+b+2c+d = 0 
■ 3a-b+c+d = 0 
13a Ị 2b | c | 

. 6 + 3 + 6 +d 


11 
-3 d 
- 11 


=>(Q):4*+3y+2z-ll = 0 

Cách 2: AB = (2; -2; -l); n R = (l; -2; 1 ) 

=> rip = Ịaẻ, jĩ R J=(4; 3; 2 ) 

=>(p):4*+3y+2z-ll = 0 
Vậy đáp án đúng là D. 

Câu 48: Đáp án c 

T = |MA-MB|<AB = ^(0-l) J +(l-(-l)) 2 +(-2-l) 2 

T<^ỉũ 

Vậy đáp án đúng là c. 

Câu 49: Đáp án D 

(ABCy.ax+by+cz+d = 0 
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6b+2c+d = Q 
5a + ỈH-3c + đ = 0<=> 

4fl + 6c+á = 0 I _g í ị 

= ĨĨÕ 

=>(ABC):14x + 13y + 9z-110 = 0 . 
Vậy đáp án đúng là D. 

Câu 50: Đáp án A 
Xét hệ: 


l+2f = 7 + 3m 
-2-3f = 2+2m<» 
5+4f = l-2m 


Hệ vô nghiệm nên loại B và D. Dễ thấy chúng không 
song song với nhau. Vi thế đáp án đúng là Á. 

Câu 51: Đáp án B 
A(-2;1;0),B(-3;0;4),C(0;7;3) 

=> ÃB = (-1;-1;4);BC = (3;7;-l) 

=> AB.BC = -1.3 -1.7+4. (-1) = -14 

=>cos(ÃB;Bc) = 4||^ = -f^= 

' ' AB.BC ylĨ8.-j59 

=>eos(ÃB;Bc) = ~ 7 ^ 

V / 177 

Vậy đáp án đúng là B. 

Câu 52: Đáp án A 

Xác định (ABC):ax+by + cz+d = 0 


2a+3b+c+d = 0 
Aa+b-2c+d = 0 c 
6a+3b+7c+d = 0 


í> (ABC) :3x + 6y-2z-22 = 0 
. , |3.(-5)+6.H-2.8-22| 

^ n - “d/UBC) - /— 

V 3 


+ (- 2) 2 


= ^- = 11 


Vậy đáp án đúng là A. 

Câu 53: Đáp án A 

Do (a) đi qua gốc tọa độ nên: (a): t 


ịa+2b-cị 

-Ja 2 +b 2 +c 2 yla 2 +b 2 +c 2 


M/( ‘> J? + b 2 + c 2 

^ d M/(a) ắ ^ 

Dấu "=" xảy ra khi: 


rH ~( Q ) : * +2y - z=0 

Đáp án đứng là A. 

Câu 54: Đáp án B 

M thuộc d nên: M(l + m;l-m;2nz) 

AM = V6o(l+m-0) 2 +(l-m-2) 2 +(2m + 2) 2 =6 
o(m+l) Z +(m+l) 2 +(2m+2) 2 =6 

r M (l;l;0) 

[m(-1;3;-4) 

Vậy đáp án đứng là B. 

Câu 55: Đáp án D 
(Q) đi qua A nên: 

(<2):a(x-l) + b(y-2)+ C (z+l) = 0 
(Q) đi qua B nên: 
a.(0-l)+b.(4-2)+c(0+l) = 0 
=>-fl+2b+c = 0 
• =>fl = 2b+c 

=> (Q): (2b+c)(z-l)+b(y-2)+c(z+l) = 0 
=>n^ = (2b+c;b;c) 

(p):2x-y-2z + 2015 = 0=> n {p) = (2; -1; -2) 
^cos((P);(Q))=|cos(^;^| 

|2(2b+c)-b-2c| 


»((r);(Q)). 
»(“)-- 


^(2ỈH-c) +b 2 +c 2 .^2 2 + 2 2 

N 


3.V5b 2 +4bc+2c 2 
Ta cần tìm a min <=> (cosa) max 

3.^5b 2 +ibc + 2c 2 ^3b 2 +2(b + cf 

Dấu "=" xảy ra khi: b=—c 
Đáp án đúng là D. 

Câu 56: Đáp án c 
(P)±(đ)«^ = «; = (2;l;-1) 
=>(p):2(x-2)+(y-0)-(z+l) = 0 
»(p):2x+y-z-5 = 0 
Vậy đáp án đúng là c. 

Câu 57: Đáp án D 

Giao điểm A của A và (p) là nghiệm của hệ: 

x+2 _ y-2 _ z 
1 " 1 ~~ -1 => A(-3;l;l) 
z + 2y-3z + 4 = 0 
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Giả sử ả đi qua B(x;y;ũ) .Khi đó, ta có: 
ÍBe(P) Jx + 2y+4 = 0 

K* + 3)l + (y-l).l+(-l).(-l) = 0 

« Ị* ỊIỈ=- B(-2;-l0)o AB = (l;-2;-l) 

=> (j):ĩ±ỉ-ĩzl.ỉzl 
w 1 - 2-1 
Vậy đáp án đúng là D. 

Câu 58: Đáp án c 

Dễ thấy A(l;0;-l);B(3;l;-2)s(A) 


Giả sử: (Q):«(x-l) + by + c(z+l) = 0 
=>a(3-l) + b.l+c(-2+l) = 0 
=>b = c-2a 

=>(Q):a(z-l)+(c-2a)y+c(z+l) = 0 
(p):2x+y + 2z-l = 0 

|2«+(c-2fl)+2c| 





Dấu"=" xảy ra khi: 

«=^e<=>(Q):|(x-l)+Ịl-|jy + (z + l) = 0 
<=>(Q):2x+y+5z+3 = 0 
Đáp án đúng là c. 

Câu 59: Đáp án D 
cos ịd 1 ; đ 2 j = Ịcos ịn đ - r I 
|l.(_l) + (Il), 1+ 2.l| 

7i 2 +(-1) 2 +2 2 Ví- 1 ) 2 +1 2 +1 2 

= 0 

=> Ịdj;d 2 j = 90° 

Vậy đáp án đúng là D. 

Câu 60: Đáp án B 

A(l;0;-l);B(3;l;2) 6 d : ~~ = Y = 
=>(P):a(z-l) + fa(y-0)+c(a:+l) = 0 
=>fl(3-l)+&.(l-0)+c(2+l) = 0=i>b = -2fl-3c 
=>(P):«(x-l)-(2« + 3 C )y + c(z + l) = 0 
(Q):2z + y-z = 0 

(p)l(Q)o2«-(2ữ + 3c)-c = 0<»c = 0 


=>(p):z-l-2y = 0 
Vậy đáp án đúng là B. 

Câu 61: Đáp án c 

Kiểm tra ta thấy đáp án đúng là c. 

Câu 62: Đáp án D 

(p) vuông góc với ả nên: 

=.(r):2(x-l) + l(y-2)-(z).0 

<»(P):2x+y-z-4 = 0 
Vậy đáp án đúng là D. 

Câu 63: Đáp án c 

Mặtphẳng (p) song song với Ox nên: 
(p):ay+bz+c = 0 

ịa.0+b.l+c = 0 ị b = ~ c 

=> |a.2+b.2+c = 0 <=> \a=ị 

1 l 2 

=>(P):y-2z + 2 = 0 
Đáp án đúng là c. 

Câu 64: Đáp án D 

Giao điểm I là nghiệm của hệ: 

' 1 y -2 z-4 

2 3 <=> j(0;0;l) 

x+4y+9z-9 = 0 
Đáp án đúng là D. 

Câu 65: Đáp án A 

Mặt phang (Q) song song vói (p) nên: 
(Q):2x-y+3z + m = 0 
A thuộc (Q) nên: 2.1-3 + 3.(-2) + m = 0=í 


Vậy đáp án đúng là A. 

Câu 66: Đáp án B 

M(x 0 ;y 0 ;z 0 ) là điểm nằm hên đoạn BC sao cho 
MC = 2MB thì: 


MC = -2MBo 


k+3 = -2(x 0 -0) 
y 0 -6 = -2(y 0 -3) 
[z 0 -4 = -2(z 0 -l) 


y 0 =4 => M(-l;4;2) 


K=2 

=>AM = ^(-l-2) 2 +(4-0) 2 +(2-0) 2 =>/29 


Vậy đáp án đúng là B. 

Câu 67: Đáp án D 

ẨB = (l;-2;-3);AC = (2;-2;0) 

ÃD = (3;-l;-2) 
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V A „.ÍỊ[AB;AC].ADỊ 

Vậy đáp án đúng là D. 

Câu 68: Đáp án B 

Gọi A E ; B e c? 2 sao cho AB là đường vuông góc 


chung của ổ,; ổ 2 . Khi đó ta có: 


A e d l ; B e d 2 => A {-a+ 2; a; a) ; B (2&; -b +1; -b +2) 
=>ÃB = (2b+a-2;-b+l-a;-b+2-a) 

ÍABlị 
Ị ABld 2 


ị-(2b+a-2)+(-b+l-a)+(-b+2-a) = 0 
[2(2b+a-2)-(-b+l-a)-(-b+2-a) = 0 


\a = \ 




-Hỉ) 


Mặt phẳng (?) đi qua hung điểm M của AB và 


vuông góc vói AB nên: 



Vậy đáp án đúng là B. 

Câu 69: Đáp án B 

Gọi M-,N là trung điểm AC‘,B'D' thì: 
o là trung điểm MN sẽ đồng thòi là trung điểm 
B'D. Ta có: 

-°h¥4hh 

=> D ^2. “ 2; 2.0 - (-l); 2.2 - 3 j => D (l; 1; 1) 
=>x+2y-3z = 0 
Vậy đáp án đúng là B. 

Câu 70: Đáp án c. 

Giả sử a là góc giữa íỉ;(p) . Ta có: 

|l.2 + 2.2 + 2.(-i)ị 

sina= — .== 

•v/l 2 + 2 2 + 2 2 .y 2 2 + 2 2 + (-l) z 

.. 4 , .. . 8 

=> sina = I => d M/(p) = MA.sma = ị 

Vậy đáp án đúng là c. 


Câu 71: Đáp án D 


2íj + 3 = 6 í 2 
t 1 -2 = -2t ỉ c 
-2f,-l = 4í,+2 


5 

t? 

2 10 

2í, +4í, =-3 


L 


Hệ vô nghiệm nên hai đường thẳng không có điểm 
chung. Rõ ràng hai đường thẳng không song song nên 
chéo nhau. Đáp án đúng là D. 

Câu 72: Đáp án A 

A (-1; 2; 4 ), B (-1; 1; 4 ), c (ũ; 0; 4 ) 

=> lẽ = (0;-1; 0 ); BC = (l;-1; 0 ) 


cos ÍAB;Bc) = 41^ = 4= 

\ ) AB.BC 

=> 180° - ABC = 45° => ABC = 135° 


Vậy đáp án đúng là A. 
Câu 73: Đáp án C. 


\x = -l+2t 


Đường thẳng A: ị y = -2-f . 


z = 2í 


Gọi d là đường thẳng đi qua M và vuông góc với A, 
ổn A =N, suy ra N là trung điểm của MM ’. 

Khi đó N = (-l+2f;-2-f;2f) 


=>MN=(-3+2í;l-í;2f-Ị). 

Do d vuông góc với Anên 
(-3+2f).2-l.(l-í)+2.(2f-l) = 0of = l. 


Khi đó M'(0;-3;3). 


Câu 74: Đáp án C 
(s):(x-l) 2 +(y-2) 2 + (z+2) 2 =25 
l(l;2;-2);R = 5 

Dễ thấy A(l;-3;0);B(3;l;4)ed nên: 
(p):a(%-l)+b(y+3)+cz = 0 
fl.(3-l)+fe(l+3)+c.4 = 0 
=>a = -2b-2c 

:=>(p):(-2b-2c)(x-l) + ỉ?(y + 3) + cz = 0 
(p) tiếp xúc với (s) khi: 


d u(p) = K 0 - 1. ' ' .2 = = 

Ậ-2b-2c) +b +c 2 

. I a - 2 ‘ỉ ,5 

+8&C+5C 2 

<=> 25 b 1 - 20 bc +4c 2 = 25 (5& 2 + 8 bc + 5c 2 ) 


<=> 100& 2 + 220Ỉ7C + 121c 2 = 0 
(lOb + llc) 2 =0<^b = ^~c 
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-< 4 2 B)- 2 H -> 3)+ " 0 

=>(P):2r-llj/ + 10z-35 = 0 
Vậy đáp án đúng là c. 

Câu 75: Đáp án B 

Giả sử đường thẳng cần tìm là (á 1 ) đi qua M : 


(,r):£±ẵ„2±?.ĩ=! 
v ' a b c 
(d)±(d')<z>2a+2b-c = 0<z>c = 2a+2b 

Gọi H là hình chiếu của A lên (íp). 

H e(íỉ')=>H(«/ĩ-2;Wi-2;c/z+l) 


=>ĂH = (ah-3-,bh-4;ch+4) 

AH l(đ') o (a/í-3).a + (Wz-4).b+(cB+4).c = 0 

_ , 3a + 46-4c 
ol) = -Ị ——- 
a +b +c 


=>AH = J4l-2.h(3a+4b-4c)+h ỉ (a ĩ +b ĩ +c ĩ ) 


=>AH = 


=>AH = 


=>AH = 


F 


r- 


(3a+4b-4cf 

a 2 +b 2 +c 2 

(3a + 4fe-4(2a + 2&)) 2 
a 2 +ỉ? 2 + (2a+2ỉ>) 2 
25fl 2 +40gfr + Ĩ6& r 
5a 2 +5b 2 +8ab 


AH > 


5(5a 2 +5b 2 +8ab) 
5a 2 + 5b 2 +8 ab 


=>AH> 6 


Dấu "=" xảy ra khi b = 0. Do đó, ta có: 


ự): x -ệ^=>-u = ( l;0;2) 

Vậy đáp án đúng là B. 

Câu 76: Đáp án B. 

Chọn B (3; -1; -l), c (l; 0; o) là hai điểm nằm trên 
đường thẳng d, suy ra hai điểm A, B cũng nằm trong 
mặtphẳng (p) cần tìm. 

Bài toán ữở thành viết phương trình mặt phẳng (p) 
đi qua ba điểm A(3;l;0),B(3;-l;-l),C(l;0;0) . Đây 


là dạng toán mà tôi đã đề cập rất chi tiết trong sách 
"Bộ đề tinh túy môn Toán năm 2017". 

Mặt phẳng (p) có vtpt 

n = [ AB, Bc] = (-1; 2; -4) = -l(l; -2; 4) 
mà mặt phang (p) chứa điểm c(l;0;ũ) nên 
(p):x-2y + 4z-l = 0. 

Câu 77: Đáp án A 

d song song với mặt phẳng (p)khi: 


u d .n ự) =0« (2;l;l).(l;-3;2m) = 0 

<=>2.1+l.(-3)+1.2m = 0 

_1 
<=> m = — 

2 

Vậy đáp án đúng là A. 

Câu 78: Đáp án D 

ÃB = (4;0;-2) 

=>(p):4(r-l)+0(y-l)-2(z+l) = 0 
=>(P):4*-2z-6 = 0 
Vậy đáp án đúng là D. 

Câu 79: Đáp án c 

Gọi (p) làmặtphẳngđiqua A và vuông góc với (á,) 
Khi đó, có: 

(P):l(*-l)+4(y + l)-2(z-3) = 0 

(p):r+4y-2z+9 = 0 

Gọi giao điểm (íỉ 2 );(p) là B(a;b;c). 

[a+4b-2c+9 = 0 
1 a-2 _ b+1 _ c-1 
[ 1 ~ -1 ~ 1 
=> B(3;0;2) 

=> AB(2;-l;-l) 

Vậy đáp án đúng là c. 


Câu 81: Đáp án A 

A(2; 2; 3), B(l; 3; 3), C(l; 2; 4) = 


ÃB = (-1;1;0) 
ÃC=(-1;0;1) 
BC = (0;-l;l) 


d(M,(P)) = 


=> AB = BC = AC nên A ABC đều 
Câu 82: Đáp án B 

Međ=>M(m;2m-l;3m-2) vớim<0 

I m + 2(2 m -1) - 2(3m - 2)+3| _ 
-Jl ĩ +2 ỉ +2 2 
<=> |5 - m| = 6 <=> ín =-1 => M (-1;-3;-5) 

Câu 83: Đáp án D 

Theo công thức tọa độ trọng tâm ta có 
1+2+0 


+ y„+y c 3+0 + 9 


í>G(l;4;2) 
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Câu 84: Đáp án A 
Gọi A(0;0;1 )s(a) 

Ta có: MÃ = (0;-3;3) 

tỤ = [mÃ;Ĩ^] = (-15;3;3) 

Từ đó: =>(P):-15x + 3(y-3)+3(z + 2) = 0 
o(p):5x-y-z+l = 0 
Vậy đáp án đúng là A. 

Câu 85: Đáp án A 

Gọi A(0;0;l);B(l;l;5)eA .Khi đó, ta có: 
Me(Q)=>(Q):«(x-0) + 6(y-3) + c(z + 2) = 0 
. d Al(Q) = d BI(ữ) = 3 

Uũ-0)+b(0-3)+c(l+2)| 

1 "Ja 2 +b 2 +c 2 I 
_|íỉ(l-0) + b(l-3)+c(5+2)|_ cỉ 

I >/a 2 + b 2 +c 2 I 

|3Ỉ7—3c| _ |a-2b+7c| _ 

yỊa 2 +b 2 +c 2 yỊa 2 +b 2 +c 2 
\3b\ 

Nếu c = 0 thì .=!=!= = 3 => a = 0. Suy ra vô lý. 

V a 2 +b 2 

Nếu c *■ 0 thì chọn: c = 1. Giải hệ hai ẩn trên được: 
fl = 4;b = -8 

Do đó, đáp án đúng là A. 

Câu 86: Đáp án D 
Neá=>N(2a + l;-a-2;2a + 3) 

=>NÃ = (2a + l;-a-3;2a+3); 

NB = (2a-l;-a-4;2a+l) 

=> s = ị |[nÃ; Nỗ]| = I |(4a +9; -4; -4a - 7)| 
s = ịẬ 4a+9 f + (~ 4 f +(-4íỉ-7) 2 
s = ị yj32a 2 + 128a +146 = I ^2 (4a + 8) 2 +18 

s>ịylĩ 8 

2 

Dấu "=" xảy ra khi: a = -2=>N (-3;0;-l) 

Vậy đáp án đúng là D. 

Câu 87: Đáp án B 

B(-l; 0; 3), C(2; -2; 0), D(-3; 2; 1) 

=>BC = (3; -2; -3); BD = (-2; 2; -2) 

=> S BCD = ||[BC; ẽd]| = I VlO 2 +12 2 +2 Z 
S BCD = >/62 

Vậy đáp án đúng là B. 

Câu 88: Đáp án B 


(MNP):ax + by+cz+d = 0 


a+2c + d = 0 
-3a-ấb + c+d = 0<z> 
2a 4- 3b 4-3c+ d — 0 


d 



-16 d 
31 


(MNP):z+3y-16z+31 = 0 


Vậy đáp án đúng là B. 

Câu 89: Đáp án D 

(p)±Aon p ‘ = ĩ^ = (2;-2;l) 

=>(p):2(z-z 0 )-2(y-y 0 )+(z-z 0 ) = 0 

(S):(z-l) 2 +(y + 2) 2 + (z-l) 2 =9 

=>í(l;-2;l);R = 3 

(p) tiếp xúc (s) khi: 

d mp ) =3 

|2(l-^)-2(-2-y,) + (l-z 1 | „ 

0 - ■======= -= 3 

V2 2 + 2 2 +l 2 
o|2x 0 -2y 0 +z 0 -7| = 9 


Do đó, đáp án đứng là D. 

Câu 90: Đáp án c 

Mặtphẳng (p) đi qua A vuông góc với (a) : 
(P):3(x-4)+0(y+2)-l(z-3) = 0 
(P):3x-z-9 = 0 
Giao điểm B của A;(p) là: 


x = 2+3f íx = — 

.,-4 ’ * 

3x-z-9 = 0 z = | 

=>h,=(-2;15;-6) 

Vậy đáp án đúng là c. 
Câu 91: Đáp án A 


»((F);(Q)). 


|l.2+(-l).04-4(-2)| 

ẸTỤĩịTĩ .-ỊĩTĩ 


cos((P);(Q)) = A = I ^ ((P);(Q)) = 60“ 
Vậy đáp án đúng là A. 

Câu 92: Đáp án A 

AíeA=>M(3a+l;2a;a-2) I 

MA = MB (3a) 2 + (2a - 2) 2 + (a - 2) 2 
= (3a + 3) 2 +(2a-3) 2 +(a-3) 2 
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Vậy đáp án đúng là A. 

Câu 93: Đáp án B 

Hiển nhiên nhìn ra ngay vì nó vuông góc vói (0x2 

Câu 94: Đáp án c 

MeOy=>M(0;y;ũ) 


âự(l+2) í + (y-l+3-y) 2 =VĨ3 
Dấu ' Á -' xảy ra khi: 
y -1 3-y .5 
1 2 J 3 

Vậy đáp án đúng là c. 

Câu 95: Đáp án c. 

M là trung điểm AC cũng là trung điểm BD r 
X D =1-4-1 —1 = 1 
• yo=2+0-l = l=>D(l;l;3) 

20=1+2-0 = 3 
Vậy đáp án đúng là c. 

Câu 96: Đáp án A 

(ABC):f + ^ + ^ = 1 
' ' 1 2 3 

o(ABC):6x+3y+2z-6 = 0 


The best or nothing 


Câu 102: Đáp án c 
Câu 103: Đáp án A 
(ABC):ax+by+ cz+d = 0 

[ 2 d 

ểa+2b + 5c+d = 0 a 3 

■3a+b+3c+d = 0 <=> ■& = 0 
2«+6ỉ; + c + đ = 0 1 

13 

(ABC) :2*-z-3 = 0 
Vậy đáp án đúng là A. 

Câu 104: Đáp án: 

(p): 2(x-2)+l(y-2) + 2(z-l) = 0 
=>(P):2x+y+2z-8 = 0 
B(a,b,c)=(d 2 )n(p) 


=>B( 3;2;0) 
=>ÃBsỹ rf =(l;0;-l) 

( x = 2+t 
y = 2 (f g p) 
z = l-t 


Vậy đáp án đúng là A. 


Câu 97: Đáp án Ạ 
(P)//(Q) 



Vậy đáp án đúng là A. 
Câu 98: Đáp án A 
Ta có: 


' ' 1 2 -2 
Vậy đáp án đúng là A. 
Câu 99: Đáp án A 
NeOz=>N( 0;0;z) 


Vậy đáp án đúng là c. 

Câu 105: Đáp án c 
(d)c(p)=>ũ d Lrĩ p 
(d) 1 (A) => u đ 1 « A 
=>í=[ví]=(4;-3;i) 

A = (A)n(P)=t > A(í;f + l;-í + 2) 

=>f + 2(í + l)+2(-í + 2)-4 = 0 
of = -2<=>A(-2;-l;4) 
ịx = -2-ất 

=>(d):|y = -l+3f(íel) 

[ z = 4-f 

Vậy đáp án đúng là c 
Câu 106: (sai đáp án) Đáp án 
Dễ thấy: 

(x A +2y A -2 z a +12)(x b +2y B -2z B +12) > 0 

Kẻ BH X (p); B' là điểm đối xứng B qua H . Khi đó. 



Câu 101: Đáp án B 


ta có: 

He(p)=>H(-2b+2c-12-,b-,c) 
BHX(P)o^ = 
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3 3 

{2.~0;2.~ 


13 

■+l;2.ị 


13 3'3j u 3 3j 

^( AB ’) : ĩzấ = L^ 

v ' 7 11-8 

N = AB'n{P)=>N{7a+l;Ucr,-8a+2) 

=> (7fl +1) + 2 (lla) - 2 (-8s + 2)+12 = 0 
1 '/-2-1118') 

5 (55 5j 

MA + MB = MA+MB' > AB' 

Dấu "=" khi M 3 N 


Câu 107: Đáp án D 
Do (P)||(Q)=>(P):x + 2y + z + m = 0 
Lại có: 

i(D,(p))=V6«tí5ỊỊd.^ 

v v " Vl 2 +2 2 +l 2 

ị"m = 2 |"(P):x+2y+z+2 = 0 
°[m = -10 <:> [(p):z + 2y+z-10 = 0 
Vậy đáp án đúng là D. 

Câu 108: Đáp án A 
A,Be(Q)=>AB±n ữ 
(P)±(Q)=>n p ±n Q 
Có =>n^ = [ÃB,jỤ] = (0;-8;-12) 

. ÍAeQ 

=5(Q) = Ị nQ= ( 0; _ 8 ._i2) 

=>(Q):2*+3y-ll = 0 
Vậy đáp án đúng là A. 

Câu 109: Đáp án A 

BC = J(4-0) 2 +(2-2) 2 +(l-4) 2 =5 
DeOx=>D(a;0;ũ) 

AD = BC=>^(a-3) 2 +(0+4) 2 +(0-0) 2 =5 
<=> Ậa - 3) 2 +16 = 5 o (a - 3) 2 = 9 

^r a = 6=> rD(6;0;0) 

L« = 0 [d(0;0;0) 


Vậy đáp án đúng là A. 


Câu 110: Đáp án A 
[ÃB;Ãc] = (-3;-6;6) 

S„4pi;Ãc]|.| 


Ngọc Huyền LB 


=>a Ml(ABC) = -Ẹ-=-ẸJ^ = J - 

(ABC):(x-0)+2(y-ì)-2z = 0 
Ms(d)=>M(2m+ĩ-,-m-2ỉ2m+3) 

. .. |(2m+l)+2(-m-3)-2(2m + 3)ị n 

a MI(ABC) _z<=> [- -—-7—7 ~ z 


i|4m+n| = 6-= 


K 2’i'TÌ 


Vậy đáp án đúng là A. 

Câu 111: Đáp án c 

Gọi n p = (a,b,c)ịa 2 +b 2 +c 2 * 0 ) 

Ta có: 

A,B e(p) => ÃB1 n~ => 3a-2b = 0 
<=> 3fl = 2Ỉ7 <=> 9a 2 = ịb 2 ( 1 ) 

g »( 1 ..ọ P ).| a £^.., H , .1 

7 | n p|-| n 0 y Z | 'Ịa 2 +b 2 +c 2 .'Ịĩ 7 

H 2. H 2 

J* ,+ (f) +c ' 7 i?“ s+c ’ 

Chọn: 

fl = 2=>b = 3=>c = 6=>(p):2x+3y+6z-12 = 0 
a = -2=>l? = -3=>c = 6=>(p):2z+3y-6z = 0 
Vậy đáp án đúng là c. 

Câu 112: Đáp án A 

Gọi H là hình chiếu của A lên (p). 

H(a;-2fl + 2c-l;c) 

HAl(P)o^ = " 2 a+ Ĩ £ ±Ấ = £zl 
v ’ 2 1 -2 
19 

= 9 . 


>H 9 ; 9 ; 9 


(p) = (ABH'):mx+ny + pz+q = 0 


m-2n+3p + q = 0 
3m + ỉn-p+q = 0 <= 

19m -13n+17p + 9q = 0 


_ĩi 

7 

J± 
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(?):2x + 2y + 3z-7 = 0 
Đáp án đúng là A. 

Câu 114: Đáp án D 

Gọi (P) = jí*Ị F ] , khi đó: 

, H( p )M 

(P):2(x-l)-l(y-2)+l(z-3) = 0 
=>(p):2x-y+z-3 = ũ 
B(ab,c) = (A)n(P) 

'a = l-t 
b = ĩ+2t 

=> ■ 

c = -l+f 
2a-ỈH-c-3 = 0 
=> B (2,-1; -2) 

=> AB = = (l;-3;-5) 

' ' 1 -3-5 

Vậy đáp án đúng là D. 

Câu 116: Đáp án c 

ÁB = (-3; 4; o); Ãc = (0; 0; l) 

_ -• ẴB | Ãc í-3.4 A 

^ Uề AB + AC t,5 ; 5 ;1 J 

w 3 -4 -5 

(d)n(Oyz) = A(0;a;b) 

\ 0-1 a+2 b- 1 


Vậy đáp án đúng là c. 

Câu 117: Đáp án B 
( ABCy.ax+by+cz+d = 0 
+2c+d = Q ịa = d 
+b+c+d = 0oịb = -d 
[2a + 3&+rf = 0 [c = -d 

=>(ABC):x-y-z+l = 0 
Vậy đáp án đứng là B. 

Câu 118: Đáp án A 
Sử dụng công thức: 

ẨB = (2; -3; l); Ãc = (0; -1; l) 

*s„ c =ị[ÃB;Ãc]\.ĩệ-r3 

Vậy đáp án đứng là A. 

Câu 119: Đáp án c 

Gọi H là hình chiếu của o lên (ABC). Theo bài??? 
Ta có: 


111 1 1 
OA 2 + OB 2 + oc 2 OH 2 OM 2 
Dấu "=" xảy ra khi: H = M tức là OM ± ( ABC). 
^(ABC):(x-l)+2(y-2)+(z-l) = 0 
o (ABC) :x+2y+z-6 = 0 
Vậy đáp án đúng là c. 

Câu 120: Đáp án A 

Giả sử A(a;0;0);B(0;b;0);C(0;0;c) thì: 


P):^ + Ị = l; 

a b c 

J a + o + oo + b+00H-0+C Ì 
A 3 ; 3 ; 3 J 

:>(p) : £ + i + £ = 1 

'■'369 


Vậy đáp án đúng là A. 

Câu 121: Đáp án c 

VìMe (Oxz) nên M(x;0;y). Ta có: 

MA 2 +MB 2 +MC 2 = 


= (*_l) 2 + (0-l) 2 + (y_0) 2 

+ (x-3) 2 + (0-(-l)) 2 + (y-2) 2 

+ ( x _(_l)) 2 + (0-6) 2 +(y-7) 2 

= 3(x-l) 2 +3(y-3) 2 +73>73 

Dấu "=" xảy ra khi: X = l;y = 3 => M(l;0;3). 

Vậy đáp án đứng là c. 

Câu 122: Đáp án c. 

Dễ thấy M(l;7;3)e(d):^ = ^ = ^ . Khi đó 
ta có: 


, . J J |3.1-2.7-3 + 5| 9 

W;(p) M;W = V3 2 + 2 2 + l 

Vậy đáp án đúng là c. 

Câu 123: Đáp án D 

Theo tính chất đường xiên đường vuông góc dễ thấy: 
d A ị P j < d A; ^ = const . Điều này xảy ra khi: H (a;ỉ>;c) là 
hình chiểu của A lên (d) cũng là hình chiếu của A 
lên (p). Do đó, ta có: 

Hs(ổ)=>H(2b + l;b;2&+2) 

AH±(d)=>2.(2ỉ; + l-2) + l.(ỉ7-5) + 2(2fc + 2-3) = 0 
=> b = I = 1 s. H(3;l;4) =■ ÃH = (l; -4;l) 
=»(P)ĩ(*-3)-4(y-l) + (z-4) = 0 
=>(p):x-4y + z-3 = 0 
Vậy đáp án đúng là D. 
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STUDY TĨP: 
Phương trình mặt phẳng 
(p) tiếp xúc với mặt cầu 
(s) tâm l(a;b;c) bán 
kính R tại điểm 
M(x 0 ;y 0 ;z 0 ) có phương 

trình _ 

(x 0 -a)(x-a)+ 

+(y 0 - b )(y- b ) + 

+(z 0 -c)(z-c) = R 2 


Mặt cầy 

1. Phương trình mặt cầu. 

Định lý 

Ị Trong không gian Oxyz, mặt cầu (s) tâm í(«;Ỉ7;c) bán kính R có phưong trình 
Ị là (x-af+(y-bf+(z-cf =R 2 (l). 

Phương trình có dạng như phương trình (l) được gọi là phương trình chính 
tắc của mặt cầu tâm I, bán kính R. 

Nhận xét: Khi biến đổi phương trình (l) ta được: 

X 2 +y 2 +z 2 -2ax-2by-2cz + a 2 +b 2 +c 2 ~R 2 =0 

Nếu đặt à 2 +b 2 +c 2 -R 2 =d thì phương trình trên trở thành 

X 2 +y 2 +z 2 -2ax-2by-2cz + d=0 ( 2 ) 

Vói điều kiện a 2 +b 2 +c 2 -ả>0 thì phương hình ( 2 ) được gội là phương 
trình tổng quát của mặt cầu có tâm I (a; b; c) và bán kính R = 4á 2 + b 2 +c 2 -d . 

2. Vị trí tương đối của mặt cầu và mặt phang. 

Cho mặt cầu s(l; R) và mặt phẳng (p). Đặt d = dịl; ịpỴ) . Khi đó ta có các 
trường hợp: 

a. Trường hợp 1: d>RoịỐjn[P}=0 

b. Trường hợp 2: d = R<=>(s)n(P) = {M}, M là hình chiếu của ílên mặt 
phẳng (p). Trường hợp này ta nói mặt phẳng (p) tiếp xúc với mặt cầu (s) tại 
M. Lúc này (p) được gọi là tiếp diện của mặt cầu (s), M được gọi là tiếp điểm 
của (p) và (s). 

Đọc thêm: Vói trường hợp 2: Ta dễ thấý với VN, ta có N 6 (p) <=> IM.IN = R 2 . 
Từ đó ta thu được kết quả sau 

Cho mặt cầu (s):(x-fl) 2 +(y-b) 2 + (z-c 2 ) = R 2 và điểm M(x 0 ;j/ 0 ;z 0 )e(S).Khi 
đó tiếp diện của (s) tại M có phương trình 

(x 0 -a)(x-a)+(y 0 -b)(y-b) + (z ũ -c)(z-c) = R 2 . __ 

Ví dụ: Viết phương trình mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu X 2 +y 2 +z 2 =9 tại 
điểm M(2;-2;l). 

Lời giải 

Áp dụng công thức ở hên ta được mặt phẳng (p) có phương hình 
2x-2y + z-9=0. 

c. Trường hợp 3: d<Ro(s)n(P) = (c),(c) là đường teòn có tâm H là hình 
chiếu của I trên (p), có bán kính r = 4r 2 -d 2 . 

3. Các dạng toán thường gặp liên quan đến mặt cầu. 

Dạng I: Viết phương trình mặt cầu cho trước tâm lịa,b,c ). 

a. Mặt cầu tiếp xúc với mặt phẳng (p): Ax+By+Cz+D = 0. 
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The best or nothỉng 


> mặt cầu có bán kính jR = - 


b. Mặt cầu cắt mặt phẳng ( Py.Ax+By+Cz+D = 0 theo một đường tròn có 
bán kính r cho trước. 

=> bán kính mặt cầu được xác định bởi: R 2 =r 2 + Ịd(í;(P)Ị] . 

c. Mặt cầu tiếp xúc vói đường thẳng ã : - -- -- - = —= z ~ . 

...... , . í~ |[“.-m]| I 

=> bán kính mặt cầu được xác định bởi công thức: R = 1 —prĩ—- trong đó M 


STUDY TIP: 
Phương trình mặt phẳng 
(p) cần tìm có dạng 

(xo-a)(x-a) + 

+(yo- b )(y- b )+ 

+(z 0 -c)(z-c) = R 2 

Do vậy khi đã biết phương 

trình mặt phang 

(p): Ax + By + Cz + D = 0 

ờ đề bài, do vậy ta chi cần 

giải hệ: 


là một điểm ữên đường thẳng d. (công thức ở phần khoảng cách từ một điểm 
đến một đường thẳng trong bài Phưong trình đường thẳng). 

d. Mặt cầu cắt đường thẳng ã theo một dây cung có độ dài l cho trưác. 


=> bán lánh mặt cầu được tính bằng công thức: R 2 = + [đ (í, d)] 

Dạng II: Viết phương trình mặt cầu có tâm I thuộc đường thẳng ả cho 
trước và thỏa mãn một điêu kiện nào đó trong phần I. 

Cách làm: Viết phương trình đường thẳng d về dạng tham số, khi đó tham số 
hóa tọa độ điểm I theo một ẩn, sử dụng dữ kiện đề bài tìm ra I, từ đó quay về 
dạng I, tìm R. 

Dạng III: Viết phương trình mặt cầu tiếp xúc với mặt phang 
ịpy.Ax + By + Cz+D = 0 tại điểm M cho trước. 

Cách 1: 

Ở phần 2. Vị trí tương đối của mặt'cầu và mặt phẳng (trường hợp 2) ta có bài 
toán ngược của bài toán này. 

Với mặt cầu (s): [x - af +{y- &) 2 +(z- cf = R 2 tiếp xúc với mặt phẳng (p) 
tại M(x 0 ;y 0 ;z 0 ) thì cổ phương trình 

(p ): ( x 0 -a){x - a) + (y 0 - b)(y -y„) + (z 0 - c)(z -z 0 ) = R 2 ■ _ 

Vậy ở đây khi đã biểt mặt phẳng (p); điểm M nênta sẽ tìm tâm I và bán kính 
R bằng cách đồng nhất hệ số phương ữình mặt phẳng (p). 

Cách 2: 

Mặt cầu tiếp xúc với mặt phẳng (p) tại điểm M 

JíM±(P) ịũiM=np = (A-,B;C) - ịl = {x a +At;y ữ +Bt-,z 0 +Ct) 


R = yA 2 + B 2 +c 2 . í 


R = IM \R = IM 


Tiếp theo, sử dụng các công thức ở dạng I tìm ra t. 

Từ đây ta có I, có R nên viết được phương hình chính tắc của mặt cầu. 
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Dạng IV: Viết phương trình mặt cầu (.s) đi qua bốn điểm không 
đồng phang cho trước trong không gian. 

Ta gọi phương trình mặt cầu là 3C 2 + ý 1 + z 2 + 2 ax + 2by + 2 cz + đ = 0 (l). 

Do A, B, c, D thuộc mặt cầu (s) thế nên thay tọa độ từng điểm vào (l) ta sẽ 
có hệ phương trình bốn ẩn a, b, c, d. 

Giải hệ ta tìm được a, b, c, d. Từ đây ta có mặt cầu tâm I b, c) và bán kính 
k = 7« z +b 2 +c z -d . 
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The best or nothing 


Chủ đề 7: Phương pháp tọa độ trong không gian 


Bài tập rèn luyện kỹ năng 


1. Mặt cầu 

Câu 1: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho điểm 
A(2;l;3) và đường thẳng d: ~Y' = ^~r = ^- Mặt 
phang (p) chứa A và d. Phương trình mặt cầu tâm 
o tiếp xúc với mặt phẳng (p) là: 


A. x ỉ +ì/+z 1 = -Ệ B. X 2 + if +z 2 =3 

c. x 2 +y 2 +z 2 =6 D. X 1 +y z +Z z -Ỵ 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Phan Bội Chau-Lần II) 
Câu 2: Gọi I là tâm mặt cầu đi qua 4 điểm 
M(l;0;0), N(0;1;0), p(0;0;l), Q(l;l;l). Tim tọa độ 


A. , 

u 2 2 ) 

c. íỉ;i;ỉì. 

1 2 2 2j 


[ 2 . 2 . 2 ] 

13 ; 3 ; 3j' 


(Trích đê thi thử THPT Chuyên Biên Hòa-Lần I) 
Câu 3: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, cho mặt 


cầu (S):(x-2) 2 +(y + l) 2 +(z-3) 2 =9. Mệnh đề nào 


đúng? 

A. Mặt cầu (s) tiếp xúc với (pxy). 

B. Mặt cầu (s) không tiếp xúc với cả ba mặt 
(0*2,), (Oxz),(Oyz). 

c. Mặt cầu (s) tiếp xúc với (Oj/z). 

D. Mặt cầu (s) tiếp xúc vói (Oxz). 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Biên Hòa-Lần I) 
Câu 4: Trong không gian vói hệ trục tọa độ Oxyz, cho 
hai điểm A(l;-2;3) và s(5;4;7). Phương trình mặt 
cầu nhận AB làm đuờng kính là: 

A. (*-l) 2 + (y+2) 2 + (z-3) 2 =17 

B. (*-3) 2 +(y-l) 2 +(z-5) 2 =17 

c. (x-5) 2 +(y-4) 2 +(z-7) 2 =17 

D. (x-6) 2 +(y-2) 2 +(z-10) 2 .=17 

(Trích đê toán học tuổi ừẻ-Vân III) 
Câu 5: Viết phương ữình mặt cầu (s) -có tâm 
í(l;4;-7) và tiếp xúc với mặt phẳng 
(P):6x+6y-7z+42 = 0. 


A. (s):(*-5) 2 + (y-3) 2 + (z + l) 2 =| 

B. (s):(* + l) 2 +(y-3) 2 + (z-3) 2 =l 
c. (s):(*-l) 2 +(y-4) 2 +(z+7) 2 =121 
D. (S):(*-l) 2 + (y-2) 2 + (z-2) 2 =9 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Vị Thanh-Hậu Giang) 
Câu 6: Tìm tâm I và bán kính R của mặt cầu: 

(s) : x z + y 2 + z 2 - 6x + 4y - 2z + 5 = 0. 

A. í(0;0;l),R = 3 B. l(3;-2;l),R = 3 

C. í(3;-l;8),R = 4 D. l(l;2;2),R = 3 
(Trích đê thi thử THPT Chuyên Vị Thanh-Hậu Giang) 

Câu 7: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz cho hai 
điểm A(l;-1;2) và B(3;l;4). Mặt cầu (s) đường 
kính AB có phương trình là: 

A. (x-2f+y 2 +(z-3f =s 

B. (x-2) 2 +y 2 +(z-3) 2 =3 
c. (x+2) z +y z +(z+3) 2 =3 

D. (*+2) 2 +y 2 +(z+3) 2 =^ 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Thái Bình-Vân II) 
Câu 8: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz cho mặt 
cầu (s) có tâm j(2;-l;3) và cắt mặt phẳng 
(p):2x-y-2z + 10 = 0 theo một đường tròn có chu vi 
bằng 8jt. Phương trình mặt cầu (s) là: 

A. (* + 2) 2 +(y-l) 2 +(z + 3) 2 =5 

B. (x-2) 2 +(y+l) Z +(z-3) 2 =5 
c. (*-2) 2 +(y + l) 2 +(z-3) Z =25 
D. (*+2) 2 +(y-l) 2 +(z+3) Z =25 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Thái Bình-Vân II) 
Câu 9: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz cho bốn 
điểm A(l;l;l),B(l;2;l),C(l;l;2),D(2;2;l). Tâm I 
của mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD có tọa độ: 
A.(3;3;-3) B.(!4f) 

c (l i H) D -< 3;3;3 > 

(Trích đê toán học tuổi trẻ-Lần IV) 
Câu 10: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, mặt 
cầu (s) tâm l(l;2;-3) đi qua điểm A(l;0;4) có 
phương trình là: 
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A. (x + l) 2 +(y + 2) 2 +(z-3) 2 =53 

B. (x+l) 2 +(y + 2) 2 +(z + 3) 2 =53 
c. (x-l) 2 +(y-2) 2 +(z+3) 2 =53 
D. (x-l) 2 +(y-2) 2 +(z-3) 2 =53 

(Trích đê toán học tuổi ừẻ-Vẵn IV) 
Câu 11: Cho hai điểm A(l;l;0),B(l;-l;-4). Phương 
trình của mặt cầu (s) đường kính AB là: 

A. x 2 +(y-l) 2 +(z+2) 2 =5 

B. (x+l) 2 +y 2 +(z + 4) 2 =5 


c. (x+l) 2 +y 2 +(z-2) 2 =5 
D. (x-l) 2 +y 2 +(z+2) 2 =5 

(Trích đê toán học tuổi trẻ-Lần V) 
Câu 12: Cho mặt cầu (s) : X 2 +y 2 +z 2 -2x+4z+l = 0 


và đường thẳng d: 


x = 2-t 

y = t . Tìm m để d cắt (s) tại 
z = m+t 


hai điếm phân biệt A, B sao cho các mặt phẳng tiếp 
diện của (s) tại A - và tại B vuồng góc vói nhau. 

A. m = -1 hoặc m = -4 B. m = 0 hoặc m = -4 
c. m = -1 hoặc m = 0 D. cả A, B, c đều sai 

(Trích đê toán học tuổi trẻ-Lần V) 
Câu 13: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
mặt cầu (s) :x 2 +y 2 +z 2 +2x + 6y-4z-2 = 0. Xác định 
tâm I và bán kính R của mặt cầu (s). 

A. l(l;3;-2), R = 2-S ■ B. l(-l;-3;2), R = 2-S 


c. l(-l;-3;2), R = 4. D. l(l;3;-2), R = 4. 


(Trích đê toán học tuổi trẻ-Vân VI) 
Câu 14: Mặt cầu (s) có tâm 7(l;2;-3) và bán kính 
R = 2 có phương hình: 

A. (x-l) 2 + (y-2) 2 +(z + 3) 2 =4. 

B. (x+3) 2 +(y-2) 2 +(z-2) 2 =4. 

c. (x-l) 2 +(y-2) 2 +(z+3) Z =2. 

D. (x+l) 2 + (y + 2) 2 +(z-3) 2 =4. 

(Trích đê toán học tuổi ừẻ-Lần VI) 
Câu 15: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
mặt cầu (s):(x-l) 2 +(y + 2) 2 +(z-l) 2 =4 và mặt 
phẳng (p) :x-2y-2z + 3 = 0. Khẳng định nào sau đây 
là đúng? 


A. (p) cắt (s). 

B. (p) tiếp xúc với (s)’ 

c. (p) không cắt (s). 

D Tâm của mặt cầu (s) nằm trên mặt phẳng (p) 
(Trích đê toán học tuổi trẻ-Lần VI) 
Câu 16: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
mặt cầu (s):(x+l) 2 +(y-2) 2 +(z-3) 2 =25 và mặt 
phẳng (a):2x+y-2z + m = 0. Tìm m để (a) và (s) 


không cỏ điểm chung. 

A. m<-9 hoặc m > 21 B. -9 < m < 21 
c. -9ắmắ21 D. raắ-9 hoặc m>21 

(Trích đẽ thi thử Chuyên Nguyễn Trãi -Lần I) 
Câu 17: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, cho 

[* = f 

đường thẳng d:\y- - 1 và2mặtphẳng (p) và (Q) 
z = -í 


lần lượt có phương hình x+2y+2z+3 = 0; 
x+2y+2z+7 = 0 Viết phương trìrửi mặt cầu (s) có 
tâm I thuộc đường thẳng (d), tiếp xúc với 2 mặt 
phẳng (p) và (q). 

A. (x+3) 2 +(y+l) 2 +(z-3) 2 =| 

B. (x-3) 2 + (y + l) 2 + (z+3) 2 =| 

C. (x-3) 2 + (y-l) 2 + (z + 3) 2 =| 

D. ( x + 3) 2 + (y + l) 2 + (z + 3) 2 =| 

(Trích đê thi thử Chuyên Nguyễn Trãi -Vân I) 
Câu 19: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, cho 
mặt cầu (s):x 2 +y 2 +z z -2x + 4y-4z-m = 0. có bán 
kính R = 5. Tìm giá trị của m. 

A. m = -16. B. m = 16. 

c. m = 4. D. m = -4. 

(Trích đê thi thử Chuyên ĐH Vinh -Lần I) 
Câu 20: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
mặt cầu có phương trình: 

X 2 +y 2 +z 2 -2x+4y-6z+9 = 0. 

Tun tâm I và bán kính R của mặt cầu? 

A. í(-l;2;-3) và R = s 

B. 7(1;-2; 3) và R = -J 5 

C. 7(1;-2;3) và R = 5 

D. 7(-l;2;-3) và R = 5 
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(Trích đê thi thử Chuyên KHTN -Vân II) 
Câu 21: Trong không gian vói hệ tộa độ Oxyz, cho 
mặt cầu (s) :x 2 +y 2 +z 2 -4x + 2y-2z-3 = 0. 

Tìm tọa độ tâm I và bán kính R của (s). 

A. j(2;-l;l) và R = 3. B. í(-2;l;-l) và R = 3. 

c. l(2;-l;l) và R = 9. D. í(-2;l;-l) và R = 9. 

(Trích đê thi thử Chuyên Lê Hông Phong) 
Câu 22: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 

đường thẳng ã : ^ và hai mặt phẳng 

(p):x-2y + 2z = 0, (Q):x-2y+3z-5 = 0. Mặt cầu 
(s) có tâm I là giao điểm của đường thẳng d và mặt 
phẳng (p). Mặtphẳng (Q) tiếp xúc với mặt cầu (s). 
Viết phương trình của mặt cầu (s). 

A. (s):(»+2)'+(y+4) a +(2+3)’=|. 

B. (S):(*-2) s + (y-4) ! +(z-3) ! -^, . 

C(S):(*-2)V(j / -4) ! +(2-3)‘.|. 

D.(S):(»2f+(j, + 4)'+(z + 3) 2 -^. 

(Trích đê thi thử Chuyên Lê Hồng Phong) 
Câu 23: Trong không gian vói hệ trục tọa độ Oxyz, cho 
điểm A (l; 2; l). Viết phương trình mặt mặt cầu (s) đi 
qua điểm A, tiếp xúc vói mặt phẳng 
(p):x-2y + 2z+l = 0và có tâm nằm ữên đường 

thẳng = = 

8 1 -2 1 

A. (x + 2) 2 +y 2 +(z-3) 2 =9 

B. (*-2) 2 +(y-l) 2 +(z-3) 2 =9 

C. (x- 2 ) 2 + y 2 + (z-3) 2 =9 

D. (x-2) 2 +y 2 +(z+3) 2 =9 

(Trích Sề thi thử sở GD-ĐT Phú Thọ) 
Câu 24: Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxy, cho 
mặt cầu (S): X 2 +y 2 +z 2 +2x-4y-6z + m-3 = 0. Tìm 
số thực m để (p):2x-y+2z-8 = 0- cắt (S) theo một 
đường tròn có chu vi bằng 8 ti . 

A. -2 B.-4 C.-1 D. m = -3. 

(Trích đê thi thử Sở GD-ĐT Phú Thọ) 
Câu 26: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho mặt 
cầu (s) có phương hình: 


_ The best or nothing 

x 2 +y 2 +z 2 +2x-6y-4z+5 = 0 
Tọa độ tâm I và bán kính R của mặt cầu là: 

A. 7(-Ì;3;2) và R = 3 B. l(2;-6;-4) và R = 5 
c. 7(l;-3;-2)và R = 3 D. 7(-l;3;2) và R=s 
(Trích đê thi thử THPT Xuân Trường C) 
Câu 27: Mặt cầu (x-3) 2 +(y + 2) 2 +(z-l) 2 =100 cắt 
mp(Pj: 2x-2y-z + 9 = 0 theo giao tuyến là một 
đường ữòn có bán lánh là: 

A.8 B. 2V2 CIO D.6 

(Trích đê thi thử THPT Xuân Trường 0 
Câu 28: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, 
phương trình nào dưới đây là phương trình của mặt 
cầu có tầm 7(-l;3;2) và tiếp xúc vói mặt phẳng 
(P):2x+2y + z+3 = 0. 

A. (* + l)' + (y-3) 2 +( 2 -2)'=9 

B. (z + l) 1 + (y-3)’ + (z-2) 1 .l 
c. (x+l) 2 +(y-3) 2 +(z-2) 2 =4 
D. (x+5) 2 +(y+l) 2 +z 2 =9 

(Trích đê THPT Trần Hưng Đạo-Ninh Bình-Lần III) 
Câu 30: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, cho 4 
điểm A(3;-2;-2),B(3;2;0),C(0;2;l) và D(-l;l;2). 
Mặt cầu tâm A và tiếp xúc vói mặt phẳng (BCD) có 
phương hình là: 

Ả. (x-3) 2 +(y+2) 2 +(z+2) 2 =7Ĩ4 
B. (x+3) 2 +(y-2) 2 +(z-2) 2 =-v/Ĩ4 
c. (x+3) 2 +(y-2) 2 +(z-2) 2 =14 
D. (x-3) 2 +(y + 2) 2 +(z+2) 2 =14 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Hoàng Văn Thụ) 
Câu 32: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz cho mặt 
cầu (s) đi qua hai điểm A(l;l;2),B(3;0;l) và có tâm 
thuộc ữục Ox. Phương trình mặt cầu (s) là: 

A. (x-l) 2 +y 2 +z 2 =5 

B. (x-ìỹ+y 2 +z 2 =Jẽ 
c. (x + l) 2 +y 2 +z 2 =5 
D. [x+ìf+y 2 +z 2 =yỊE 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Thái Bình-Lần II) 
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Câu 1: Đáp án c. 


cá: A(2;l;3) ;í i:±^ = t_?.f. 

H p ) : 

W( ĩ í 

2('x-2)-(y-l) + z-3 = 0<íí>23:--y + z-6 = 0 

Mặt cầu cần tìm có tâm 0(0;0;0) và bán kính 


R-d(o-,(P)). 

Vậy phương trình mặt cầu cần tìm là: X 2 +y 2 +z 2 = 6. 
Câu 2: Đáp án c. 

Phương trình mặt cầu có dạng: 

X 2 +y 2 +z 2 -2ax-2by-2cz+d = 0 
(ĐK: a 2 +b 2 +c 2 >d) 

Do M, N, p, Q thuộc mặt cầu 


[ l-2íỉ + cỉ = 0 

I l-2& + ổ = 0 

l-2c+á = 0 
3-2a + -2b-2c + đ = 0 


1 

2 (thỏa mãn) 



Câu 3: Đáp án A. 

Mặt cầu (s) có tâm j(2;-l;3) và bán kính R = 3. 

Mặtphẳng (Oxy):z = 0 =>d(l;(Oxy)) = 3 = R. 

Mặtphẳng (Oyz) :x=0=> dỊl;(Oyz)) -2<R. 

Mặtphẳng (Ozz): y = 0 => d(l)(OxzỴj = 1 <R. 

Câu 4: Đáp án B. 

Ta có: A(l;-2;3), B(5;4;7). 

Gọi I là trang điểm của AB=> l(3;l;5). 

Theo bài ra, mặt cầu (s) có tâm í(3;l;5) và bán kính 

R = ^Ẽ- = AI = jữ. 

2 

Vậy phương trình mặt cầu (s) là: 

(,-3Ĩ+{y-Ìf + (z-5f.Vr. 

Câu 5: Đáp án c. 

Ta có: d(l;(p)) = ll. 

Do (s) tiếp xúc với (p) nên mặt cầu (s) có tâm 
l(l;4;-7) và bán lánh R = dịl;ịpty = 11. 


Vậy phương trình mặt cầu (s) là: 

(x-l) 2 +(y-4) 2 +(z+7) 2 =121. 

Câu 6: Đáp án B 

Mặt cầu (s):z 2 +y 2 +z 2 -6z + 4y-2z + 5 = 0 
<=>(x-3) 2 +(y + 2) 2 +(z-l) 2 =9. 

Vậy mặt cầu (s) có tâm í(3;-2;l) và bán kính R = 3. 
Câu 7: Đáp án B. 

I là trang điểm AB=>í(2;0;3). 

Do (s) nhận AB là đường kính nên mặt cầu (s) có 

tâm I và bán kính AI = : 4— = >/ 3 . 

2 

Vậy phương trình mặt cầu (s) là: 

(x-2) 2 +ý 2 +(z-3) 2 =3. 

Câu 8: Đáp án c. 

Mặt cầu (s) có tâm r(2;-l;3) và bán kính R. 


C = 87T=>r = 4. 

Mặtphẳng (p):2z-y-2z + 10 = 0. 


^d(l;(P)) = 3=>R=Jd 2 (l;{P)) + r 2 =5. 
Vậy phương trình mặt cầu (s) là: 


(*-2) 2 +(y + l) 2 +(z-3) 2 =25. 


Câu 9: Đáp án c. 

Phương hình mặt cầu ngoại tiếp tứ giác ABCD có 
dạng: 

X 2 +-Ị/ 2 +z 2 -2ax-2by-2cz+d = 0 (ĐK: a 2 +b 2 +c 2 >d) 
Do (s) ngoại tiếp ABCD nên A, B, c, De (s) 


Í3-2a-2b-2c + íỉ = 0 
\6-2a-ểb-2c+d = 0 _ 
6-2«-2h-4c+á = 0° 
[9-4fl-4&-2c+d = 0 


<=> 


3 

2 

3 

2 (thỏa mãn) 


3 

2 


[d = -6 


Í2a+2b+2c+d = 3 
|2a + 4& + 2c+á = 6 
|2fl + 2b + 4c + d = 6 
4«+4&+2c + É? = 9 


2 {2 2 2j 

Câu 10: Đáp án c. 


Mặt cầu (s) có tâm l(l;2;-3) 
R = IA = yf53. 


và bán kính 
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Vậy phương ữình mặt cầu (s) là: 

(x-l) 2 +(y-2) 2 +(z+3) 2 =53. 

Câu 11: Đáp án D. 

Ta có: AB là đường lánh 
1 là trung điểm AB=> /(l;0;-2). 

Mặt cầu (s) có tâm j(l;0;-2) và bán kính 

R = IA = S. 

Vậy phương ữình mặt cầu (s) là: 

(x-l) 2 +y 2 +(z + 2) 2 =5. 

Câu 12: Đáp án A. 

Phân tích: ta có nếu hai mặt phẳng tiếp diện của (s) 
tại AvàB vuông góc vói nhau thì hai vtpt của hai 
mặt phẳng này cũng vuông góc với nhau. Mà hai 
vtpt của hai mặt phẳng này chính là IẢ,IB. Với 
I (l; 0; -2) là tâm của mặt cầu (s). 

Vậy ta có hai điều kiện sau: 

1. d cắt (s) tại hai điểm phân biệt. 

2. IÁ.IB = 0. 

Lời giải: Để thỏa mãn yêu cầu đề bài thì ữước tiên d 
phải cắt mặt cầu, tức là phương trình 
(2-í) 2 +f 2 +[m+tf -2.(2-í)+4.(m.+ f)+l = 0 có hai 
nghiệm phân biệt. 

<=> 3f 2 +2(jM + l)f + m 2 +4m + l = 0 
Phương trình có hai nghiệm phân biệt khi 
A'>0<=>(m+l) 2 - 3m 2 - 12m - 3 > 0 
<=> m 2 + 5 m +1 < 0 . 

Với phương trình có hai nghiệm phân biệt, áp dụng 

định lí Viet ta có ụ 2 = — +t.= -Ậ{m+1) 

3 1 2 3 v ' 

Khi đó 

ĨÃ=(l-t 1 ;t 1 ;m+2+t 1 ),ĨB = (l-t 2 ;t 2 ;m+2+t 2 ). 

Vậy ^ 

IẤ.IB=(l-t 1 )(l-t ỉ )+Ụ 2 +(m+2+t 1 )(m+2+t 2 ) = 0 
<=> 3íjf 2 + (m +1) (f, + f 2 )+ (m +2) 2 +1 = 0 
m 2 +4m+l--(m+l) 2 +(m+2) z +l = 0 

^ị2ĩíl (™)- 

Câu 13: Đáp án c. 

Mặt cầu (s): X 2 +y 2 +z 2 +2x+6i/-4z-2 = 0 

«(^+l) 2 +(y+3) 2 +(z-2) 2 =4 2 . 

Vậy mặt cầu (s) có tâm l(-l;-3;2) và bán kính 

R = 4. 


Câu 14: Đáp án A. 

Mặt cầu (s) có tâm l(l;2;-3) vàbánldnh R = 2. 
Vậy phương trình mặt cầu (s) là: 

(x-1) 2 +(i/-2) 2 +(z + 3) 2 =4. 

Câu 15: Đáp án B. 

Mặt cầu (s) có tâm l(l;-2;l) và bán kính R = 2. 
Mặtphẳng (P):x-2y-2z + 3 = 0. 
dịl;(pỴj = 2 = R => (p) tiếp xúc vói (s). 

Câu 16: Đáp án A. 

Mặt cầu (s) có tâm /(-1;2;3) và bán lánh R .= 5. 

(s) và (a) không có điểm chung 
, , _ |-2+2-6 + m| 

od(l;(a))>K«I-ípu>5 

<=> |m-6Ỉ > 15 o \ m > 

1 1 [m<-9 

Câu 17: Đáp án B. 

Ta có: /e(d)=>/(f;-l;-í). 

(s) tiếp xúc với (p) và (Q) 
^d(l:(P)).d(l-,(Qj)-R 
<s>|f-2-2í + 3| = |f-2-2f+7| 

Ol-2t + t 2 =25-10t + í 2 
<=> 8f = 24 <» í = 3. 

=> l(3;-l;-3) => Mặt cầu (s) có tâm j(3;-l;-3) và 
bán kính R = d(í;(p)) = |. 

Vậy phương trình mặt cầu (s) là: 

P-3) I + (y + X) , +( 2+ 3) I .l. 

Câu 19: Đáp án B. 

Mặt cầu (s):(x-l) 2 +(y+2) 2 +(z-2) 2 -9-m = 0 
<*(*-l) 2 +(y + 2) 2 + (z-2) 2 =m+9 
=> m + 9 = 25 o m = 16. 

Câu 20: Đáp án B. 

Mặt cầu (s): X 2 + y 2 +z 2 -2x + 4y-6z + 9 = 0 
o (x -1) 2 + (y+2) 2 + (z - 3) 2 = 5. 

Vậy mặt cầu (s) có tâm í(l;-2;3) và bán kính 
R=J 5. 

Câu 21: Đáp án A. 

Mặt cầu (s) :(x-2) 2 +(y + l) 2 +(z-l) 2 =9. 

Vậy mặt cầu (s) có tâm í(2;-l;l) và bán kính R = 3. 
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Câu 22: Đáp án A. 

Mặt cầu (s) có tâm I và bán kính R. 
x = 0 + 2 t 


Đường thẳng ã : 


y = 3 + f 
z = 2 + t 


Is(đ)=>l(2f;3 + í;2 + f). 

Mặt khác Ie(P)=>2f-2(3+f) + 2(2+f) = 0 

<=> 2f-6-2f+4+2Í = 0<=> í = 1 

=>l(2;4;3). 

(s) tiếp xúc với (Q) => R = d(l;(Q)) - 7 
Vậy phương trình mặt cầu (s) là: 

Câu 23: Đáp án c. 


yỊŨ 


Đường thẳng d : 


x = l+f 
y = 2-2í 
z = 2 + t 


Mặt cầu (s) có tâm I và bán kính R. 

Do Ied=>l(ĩ + t-,2-2t;2 + t). 

(s) qua A và (s) tiếp xúc với (p) => 7A = d(í;(P)) 

, , ,2 ri + í-2(2-2í) + 2(2 + f)+lf 

o e +4í 2 +(í+1) = k --— —Ẹ— 1 — Ỉ - À - 

_ (l + f-4 + 4í + 4 + 2f+l) 2 
<£> 6í 2 + 2f + l = -- 

„ (2 + 7í) 2 
<=> 6f 2 + 2í +1 = -—~~~ 

<=>5í 2 -10f+5 = 0 
<=>(í-l) 2 =0<=>t=l 

=> Mặt cầu (s) có tâm í(2;0;3) và bán kính R = 3. 
Vậy phương trình mặt cầu (s) là: 

(x-2) 2 +y 2 +(z-3) 2 =9. 

Câu 24: Đáp án D. 

Tacó: C = 87ĩ = 2ra-=>r = 4. 
(S):(x + l) 2 + (y-2) 2 +(z-3) 2 + m-17 = 0 
<=>(x + l) 2 +(y-2) 2 +(z-3) 2 =1 7-m (m<17) 

=> Mặt cầu (s) có tâm í(-l;2;3) và R 2 =17-m. 
Theo bài ra ta có: R 2 = d 2 (l;(p))+r 2 

ol7-m = 4 + 16<=>Hí = -3 (thỏamãn) 
Câu 26: Đáp án A. 

Mặt cầu (s): X 2 +y 2 +z 2 +2x—6y-4z+5 = 0 


o(x+l) 2 +(y-3) 2 +(z-2) 2 =9. 

Vậy mặt cầu (s) có tâm í(-l;3;2) và bán kính R = 3. 
Câu 27: Đáp án A. 

Mặt cầu (s) : (x-3) 2 +(y+2) 2 +(z-l) 2 =100 
=>(s) có tâm l(3;-2;l) và bán kính R = 10. 

Mặtphẳng (p):2x-2y-z + 9 = ũ 
=>d(í;(p)) = 6^r = > /R 2 -d 2 (í;(P))=8. 

Câu 28: Đáp án A. 

Mặt cầu (s) có tâm l(-l;3;2) và bán kính R(R > o). 

Mặtphẳng (p):2x + 2y + z + 3 = 0 

Do (s) tiếp xúc với (p)=>R = íỉ(í;(p)) = 3. 

Vậy phương trình mặt cầu (s) là: 

(x+l) 2 +(y-3) 2 +(z-2) 2 =9. 

Câu 30: Đáp án A. 

Ta có: fc = ^ ;0;1 ^ =>M=[BC,BDl = (l;2;3) 

|bD = (-4;-1;2) L J 

Mặt phẳng (BCD) có vectơ pháp tuyến n = (l; 2; 3) và 
đi qua điểm c(0;2;l). 

Phương trình mặt phẳng (p) là: 

x + 2(y-2)+3(z-l) = 0 
ox+2y+3z-7 = 0 
d(A-,(BCD)) = yỊĨ 4. 

Mặt cầu (s) có tâm í(3;-2;-2) và bán kính R(R > o). 
Do (s) tiếp xúc vói (BCD) =>R = d(A;(BCD)) = ^/ĩ4. 
Vậy phương trình mặt cầu (s) là: 

(x—3) +(y+2) +(z+2) =14. 

Câu 32: Đáp án A. 

Mặt cầu (s) có tâm I và bán kính R(R> o). 

Do IeOx=>l(«;0;0) 

Lại có (s) qua A,B =>IA = IB 

o(a-l) 2 +5 = (fl-3) 2 +l 
o4fl = 4oa = l 

=> Mặt cầu (s) có tâm í(l;0;0) và bán kinh 

R = IA = S. 

Vậy phương trình mặt cầu (s) là: 

(x-l) 2 +y 2 +z 2 =5. 
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Phần 

hai 


Hệ thống 10 
đề tổng ôn 
luyện 


Chả ểề 8: Tổng ôn lu^ện 

Lưu ý: Đáp án và lời giải chi tiết của 10 đề tổng ôn luyện sẽ được gửi qua Mail. 
Quý độc giả vui lòng khai báo sách chính hãng tại website congphatoan.com để nhận 
được Mail. Cứ 2 ngày, quý độc giả sẽ nhận được đấp án và lời giải chi tiết 1 đề qua 
Mail, tính từ ngày đầu tiên khai báo sách chính hãng. 


ĐỂ Tự LUM SỐ 1 

(THPT Lam Kinh) 


Câu 1: Cho hình lập phương có cạnh bằng a và 
tâm o. Tính diện tích mặt cầu tâm o tiếp xúc 
với các mặt của hình lập phương. 

Á. 2raz 2 B.8 toỉ 2 c. raỉ 2 D.4raz 2 


Câu 2: Cho hàm số y=——ị. Số tiệm cận của đồ 
thị hàm số là: 


A. 0 B. 2 c. 3 D. 1 

Câu 3: Cho hình ữụ có bán kính đáy bằng a. cắt 
hình hụ bởi một mặt phẳng song song với trục 
của hình trụ và cách trục của hình trụ một 
khoảng bằng a ta được thiết diện là một hình 
vuông. Tính thể tích khối trụ. 

A. B. m 3 S C. raz 3 D.3 toỉ 3 

4 

Câu 4: Cho m = log 2 20. Tính log 20 5 theo m 
được: 

A m-2 B m-Ị c D _ m+2 

m m 2-m m 

Câu 5: Đặt I = ảx, khi đó: 

} e x +l 

A. ĩ=e x +X+C B. í = —!—+ c 

e x +1 

c. í = ln-^— - + c D. / = ln|e*+l| + C 

e x + 1 11 

Câu 6: Thể tích khối lăng trụ đứng ABC.A'B'C' 
có đáy ABC là tam giác vuông cân tại A, mặt 
bên BCƠB' là hình vuông cạnh 2a là: 

A. a 3 B. ữ 3 V2 c. ĩị- D. 2« 3 

3 


Câu 7: Tìm tất cả các giá tri của tham số m để 
phương hình ịx 2 -1^4-x 2 +m=0 có nghiệm. 


A. -2 < m < 2 B. m> 2 

c. 0<m<2 D. -2<m<0 

Câu 8: Hàm số /(x) = 2 X có đạo hàm là: 

A.X2- B. 2'In2 c. £ D. 2 - 

_ „ _ _ ^ 

Câu 9: Rút gọn biểu thức P- ^ 3 x ^ 

được kết quả là: 

A. a 4 B. 4 c. 1 D. a 3 

a 

Câu 10: Hàm số y = f[x ) có đạo hàm là 

= và /( 1 ) = 1 ^ /( 5 ) bằn § : 

A. In3+1 B. In2 c. In2 + 1 D. In3 

Cậu 11: Tun tất cả các giá ữị của tham số m để 
hàm sọ y = x i -2(m+l)r 2 +m 2 -1 đạt cực tiểu 
tại x=0. 

A. m<- 1 B. m> 1 hoặc m<- 1 

C m = -l D. m<-1 

Câu 12: Hàm số nào dưới đây nghịch biến ữên 
tập xác định của nó? 

A. y = -logjX 

c. y=log n x 

Câu 13: Một lớp học sinh tổ chức đi tham quan 
nhân Lễ hội Lam Kinh năm 2016. Để có chỗ nghi 
ngoi, các em đã dựng trên mặt đất phẳng một 
chiếc lều từ một tấm bạt hình chữ nhật có chiều 
dài 12 mét và chiều rộng 6 mét bằng cách: Gập 
đôi tấm bạt lại theo đoạn nối ữung điểm hai cạnh 
là chiều rộng của tấm bạt sao cho hai mép chiều 


B. y=iog,(TỊ 

D. y = log 2 x 
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dài còn lại của tẩm bạt bám sát mặt đất và cách 
nhau X mét (xem hình vẽ). Tìm giá trị của X để 
không gian phía ữong lều lớn nhất? 



X 


A. x=4 B. X = 3S 

c. x=3 D. X=3-JĨ 

Câu 14: Cho hàm số y = /(x) có đồ thị như hình 
vẽ bên. Xác định tất cả các giá trị của tham số m 
đểphưotng ữình /(x) = m có 2 nghiệm thực phân 
biệt. 



A. 0<m<4 B. ra >4; ra = 0 

c. 3<ra<4 D. 0<ra<3 

Câu 15: Các giá trị thực của tham số ra sao chọ 
hàm số /(x) = x 4 -2(m-2)x 2 +ra 2 -l có đứng 
một cực trị? 

A. ra<2 B. ra>2 c. m> 2 D. ra<2 
Câu 16: Trong các khẳng định dưói đây, khẳng 
định nào sai? 

A. logx<0<=>0<x<l 

B. logj fl = logj b<=>a = b>Q 

3 3 

c. lnx>0«=>x>l 
D. log 05 «>log 05 Ỉ7C>ữ>Ỉ7>0 
Câu 17: Cho hình trụ có chiều cao h, bán kính đáy 
là R. Diện tích toàn phần của hình ữụ đó là: 

A. S tp =nR(R+2h) B.S lp =nR(R+h) 
c. S lp =2nR(R + h) D. s^ = nR(2R + h) 
Câu 18: Lăng trụ tam giác đều ABC.A'B'C' có góc 
giữa hai mặt phẳng (A'BC).và (ABC) bằng 60°, 
cạnh AB = a. Tính thể tích khối đa diện ABCCB'. 


A.ụ. B.ẻẠ c.<f& D.ỉộẽ 

4.4 8 

Câu 19: Hàm số y - X 3 + 2x 2 + X +1 nghịch biến 

ừên khoảng nào? 

a -(-H 1 N) c 

oo;+oo^ D. (-oo;— 1^ 

Câu 20: Cho hàm số y = (x+l)x 2 + mx +1 có đồ 
thị ịcỴ lìm số nguyên dưong nhỏ nhất m để đồ 
thị (c) cắt trục hoành tại ba điểm phần biệt. 

A. m =4 B. m=3 c. m = 1 D. m = 2 

Câu 21: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình 
vuông cạnh a. Đường thẳng SA vuông góc vói 
mặt phẳng đáy, SA = a. Gọi M là hung điểm của 
cạnh CD. Tính khoảng cách từ M đến mặt phẳng 
(SAB). 

A. a-j2 B. 2 a Cữ D. ĩỆ- 

2 

Câu 22: Cho hàm số g(x) = logj Ịx 2 -5x + 7j. 

2 

Nghiệm của bất phương trình g(x) >0 là: 

A. x>3 B. x<2 hoặc x>3 

c. 2<x<3 D. x<2 

Câu 23: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình 
vuông cạnh a , SA vuông góc vói mặt phẳng đáy 
ABCD ) và SA = a. Điểm M thuộc cạnh SA sao 

cho = Xác định k sao cho mặt phẳng 
(BMC) chia khối chóp S.ABCD thành hai phần 
có thể tích bằng nhau. 

A.i.diề B. k=—~— 

2 2 

ct=ApỄ D.k=Ị±Ị- 

2 4 

Câu 24: Ngưòd ta xếp 7 viên bi có cùng bán kính 
r vào một cái lọ hình trụ sao cho tất cả các viên bi 
đều tiếp xúc vói cả hai đáy, viên bi nằm chính 
giữa tiếp xúc vói 6 viên bi xung quanh và mỗi 
viên bi xung quanh đều tiếp xúc với các đường 
sinh của lọ hình trụ. Khi đó diện tích 1 đáy của 
cái lọ hình ữụ là: 

A. 16ĩtr 2 B. 36ĩtr 2 c. 9nr 2 D. 187tr 2 
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Câu 25: Phương trình (l,5) 5r 7 = có nghiệm là: 

A. x = 2 B. X=1 c. x = ị D. x = -^ 

3 2 

Câu 26: Cho hàm số y = -X 3 + 3x 2 + 9x + 2. Đồ thị 
hàm SỐ có tâm đối xứng là điểm: 

A. (l;14) B. (143) c. (-1;0) D. (l;12) 

Câu 27: SỐnghiệm của phương trình 2 2xi ~ 7x+s =1 là: 

A. 0 B.2 C.1 D.3 

Câu 28: Tập xác định của hàm số y - ựlog 2 x-l 
là: 

A. [2;+oo) B. (2;+°o) c. (ũ;l) D. (l;-K») 
Câu 29: Phương ừình 9 X -2.6* +m 2 ấ x =0 có hai 
nghiệm trái dấu khi: 

A. m<-1 hoặc m> 1 B. m>-l 
c.we(-l;0)u(ũ;l) D. m<l 
Câu 30: Hình chóp tứ giác đều có bao nhiêu mặt 
phẳng đối xứng? 

A. 1 B.2 c. 3 D. 4 

Câu 31: Giá trị của biểu thức 64 2 ' 08210 bằng: 

A.200 B.400 C.1000 D.1200 

Câu 32: Giá trị của tham số m để phương trình 
4 x -2m.2 x +2m = 0 có hai nghiệm phân biệt 
x 1 -,x ĩ sao cho x 1 +x 2 =3 là: 

A. m = 4 B. m = -l c. m =-2 D. m=3 

Câu 33: Phương trình log 2 X - 51og 2 X + 4 = 0 có 2 
nghiệm x 1 -,x ỉ , khi đó tích x r x 2 bằng: 

A.22 B. 16 C.32 D.36 

Câu 34: Khối nón có độ dài đường sinh là a, góc 
giữa một đường sinh và mặt đáy là 60°. Thể tích 
khối nón là: 

A. ệ-m 3 B. ~%a 3 c. ệm 3 D. ịm 3 
24 24 . 8 8 

Câu 35: Cho hình tứ diện SABC có SA,SB,SC 
đôi một vuông góc; SA =3a, SB=2a, SC-a. 
Tính thể tích khối tứ diện SABC. 

A. a 3 B. 2ê c. ị- D. 6 a 3 

2 

Câu 36: Tính jỊ%/? + — jdx, kết quả là: 


A. |^/7+41n|x| +c B.|^/?-41n|x| + C 

C.ị^í7+Aìn\x\+C D. -|^? + 41n|x| + C 

Câu 37: Số giao điểm của đồ thị hàm số 
y = —x i - 2x 2 - 1 với ữục hóành là: 

A.l B.o c. 3 D. 2 
Câu 38: Đặt I = j 3 x dx, khi đó: 


A. I=—+C B. I = 3*ln3 + c 

X 



A. y = x 3 -3x + l B. y = -x 3 '+3x 2 +1 

c. y = -x 3 -3x 2 -l D. y = x 3 -3x-l 

Câu 40: Tập nghiệm của bất phương trình 
log 2 X < log 3 ^ + 4 là: 

B 'Hj c -(° ;9 ] °-[H 

Câu 41: Cho hàm số y = X 3 -X-1 có đồ thị (c). 
Phương trình tiếp tuyến của (c)tại giao điểm 
của (c) với trục tung là: 

A. y = -x+l B. y = -x-l 

c. y = 2x + 2 D. y = 2x-l 

Câu 42: Biểu thức a} .\fã (o < a * 1) được viết dưới 
dạng lũy thừa với số mũ hữu ti là: 

5 g ' 6 u 

A. ữ 6 B. fl 6 c. a 5 D. a 6 
Câu 43: Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD có 
cạnh đáy bằng a, góc giữa mặt bên và đáy bằng 
60°. M là trung điểm của cạnh SD. Tính theo a 
thể tích khối chóp M.ABC. 

A .Ẻậ b .ểA C.ẺẠ o.ị 

24 2 4 8 
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Câu 44: Cho các số thực dương a, b, X, y với 
«7* 1, Khẳng địrih nào sau đây là khẳng 
định sai? 

A. ln-í= = lnx-^-lny 

<y 2 

B. y = X 3 + 2x 2 + X +1 
c. log„&.log Ịí fl = l 

D. log„x + log 3 í y = log n (xy 3 ) 

Câu 45: Cho x,y là các số thực dương, rút gọn 

biểu thức K = ịxĩ - yĩ jỊl - 2<JĨ + — j ta được: 

A. K=x B. K=x+1 

c. K=2x D. K=x-1 

Câu 46: Tim tất cả các giá trị của tham số m sao 
cho hàm số y=-x+m-Jx-1 có cực trị. 

A. m <,0 B. m >0 c. m>0 D. m <0 

Câu 47: Cho 0<a^l. Khi đó giá trị biểu thức 
log^a 5 bằng: 

5 7 1 

A. £ B. 10 c. ị D. 

2 5 10 


Ngọc Huyền LB 

Câu 48: Tổng của giá ữị lớn nhất và giá taị nhỏ 
nhất của hàm số y=r 3 -3r 2 +lữên đoạn [-2;4] là: 

Á. -18 B. -22 c. 14 D. -2 
Câu 49: Khi sản xuất vỏ lon sữa hình ữụ, nhà sản 
xuất Ịuôn đặt mục tiêu sao cho chi phí nguyên 
liệu làm vỏ lon là thấp nhất, tức diện tích toàn 
phần của vỏ lon hình ữụ là nhỏ nhất. Muốn thể 
tích của lon sữa bằng 1 ảrrĩ thì nhà sản xuất cần 
phải thiết kế hình trụ có bán kính đáy R bằng 
bao nhiêu để chi phí nguyên liệu thấp nhất? 




c. £(*») 

D.ậ(đm) 

Câu 50: Tìm họ nguyên hàm J (3x -1) 5 dx. 

iL>-^ + C 

(3X-ÌÝ 

B. ' ' +c 

18 

c.^\c 

D.i(3,-1)‘ + C 
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ĐỀ Tự LUrâ SỐ 2 
(THPT Đông Sơn - Thanh Hóa) 


r he best or nothing 


Câu 1: Tập hợp các giá trị của m để hàm số 
y = ^- + ^- + (m-4)x-7 đạt cực tiêu tại x-1 là: 

A. 0 B. {o} c. {1} D. {2} 

Câu 2: Tính thể tích của khối lăng trụ tam giác đều 
có cạnh đáy bằng 2 a\Í3 và đường chéo của mặt 
bên bằng 4 a. 

A. 12 fl 3 B. 6-Sa 3 c. 2-Sa 3 D. 4a 3 

Câu 3: Cắt một hình trụ bởi một mặt phẳng qua 
trục của nó ta được thiết diện là một hình vuông 
có chu vi bằng 40cm. Tìm thể tích của khối trụ đó. 

A. IQOOĩicm 3 B. —~ĩ cm 3 

3 

c. 250TO7« 3 D. lóOOOcm 3 

Câu 4: Tim tất cả các giá ữị của m để hàm số 

y _ — - đồng biến trên mỗi khoảng xác định. 

A. (-oo;-2)u(2;+oo) B. me(-oo;-2]u[2;+oo) 

c. -2<m<2 D. -2 <m<, 2 

Câu 5: Tính tích phân í = f — ^ được kết quả 

ịx.^3x+l 

Í = aln3+&]n5. Giá trị a 2 +ab+3b 2 là: 

A. 4 B.,1 .CO D. 5 

Câu 6: Tính diện tích toàn phần của hình bát diện 
đều có cạnh bằng ^3. 

A. 3 B. 6 c. 3 n /3 D. 2-S 

„log, (ìog, 10) , 

Câu 7: Biết a = — -.—'- —Giá trị của 10“ là: 

log 2 10 

A. 1 B. log 2 10 c. 4 D.2 

Câu 8: Phưong trình log 2 (x-3)+log 2 (x-l) = 3có 
nghiệm là: 

A. X = 11 B. x = 9 c. x=7 D. x = 5 

Câu 9: Số giao điểm của đồ thị hàm số y = x 3 - ấx 
và trục Ox là: 

A. 0 B. 2 c. 3 D. 4 

Câu 10: ĐỒ thị hình bên dưới là của hàm số: 



Câu 11: Giá trị m để hàm số 
f(z) = mx 3 +(3m+2)x 2 -4x + 3 là một nguyên 
hàm của hàm số /(x) = 3x 2 + lOx - 4 là: 

A. m = 1 B. m=2 c. m = 0 D. m =3 

Câu 12: Bất phương trình: 

logj ịx 2 - x - ^ j < 2 - log 2 5 có nghiệm là: 

A. xe(^>o;-2]u[l;+oo) B. xe[-2;l] 
c. xe[-l}2] D. X e(-oo;-l]u[2; +oo) 

Câu 13: Hàm số y = -X 3 - 3x 2 + 2 có đồ thị nào 
dưới đây? 



Câu 14: Các nghiệm của phương trình 
Ị-v/2-lỊ +ị-j2 + ìj -2V2 =0 có tổng bằng: 

A.2 B. 3 c.o D. 1 
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Câu 15: Giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm 
số f(x) = 2x 3 -3x 2 -12x+10 trên đoạn [-3; 3 ] là: 
A - PSỊf/W = 1; mn/(*) = -35 
™n/W = -10 

c £$[/(*) =17; $ạ/M=- 10 

D. max/(x) = 17; nũạ/W = -35 

Câu 16: SỐ nghiệm của phưong trình 
2 2+x -2 2 ' x =15 là: 

A. 1 B. 0 c. 2 D. 3 
Câu 17: Một công ty bất động sản có 50 căn hộ cho 
thuê. Biết rằng nếu cho thuê mỗi căn hộ với giá 
2.000.000 đồng một tháng thì mọi căn hộ đều có 
người cho thuê và cứ mỗi lần tăng giá cho thuê mỗi 
căn hộ 100.000 đồng một tháng thì có thêm hai căn 
hộ bị bỏ ữống. Hỏi muốn có thu nhập cao nhất, 
công ty đó phải cho thuê mỗi căn hộ vói giá bao 
nhiêu một tháng? Khi đó có bao nhiêu căn hộ cho 
thuê? 

A. Cho thuê 5 căn hộ với giá mỗi căn hộ là 
2.250.000 đồng. 

B. Cho thuê 50 căn hộ với giá mỗi căn hộ là 
2.000.000 đồng. 

c. Cho thuê 45 căn hộ vói giá mỗi căn hộ là 
2.250.000 đồng. 

D. Cho thuê 40 căn hộ vói giá mỗi căn hộ là 
2.250.000 đồng. 

2x + l 

Câu 18: Đồ thị hàm số y = ——— có tâm đối xứng 
x-1 

là điểm nào dưới đây? 

A.(l;2) B. (-!;!) c. (2;l) D. 

Câu 19: Tun nguyên hàm của hàm số: 



A. Ặ + 31n x-ịj7 + c 

3 3 

B. -y + 31n|x|-| 47 +c 

C. ^ + 31n|x| + |V7 + C 

D. ^-31n|x|-| V7 + C 

Câu 20: Giá trị cực đại của hàm số y = x 3 - 3x+2 là: 
A. 1 B.o c. -1 D. 4 


Ngọc Huyền LB 

Câu 21: Số đường tiệm cận của đồ thị hàm số 


là: 


A. 2 B.l c. 3 D.o 
Câu 22: Tính K = J(2x-l)lnxdx. 

A. K = 21n2-ị B. K = ị 

2 2 

C.K = 21n2+ị D. K = 21n2 

2 

Câu 23: ĐỒ thị hàm số y = ^ X+ -~ có tiệm cận ngang 
y =2 và tiệm cận đứng X = 1 thì a + c bằng: 

A. 1 B.2 c. 4 D. 6 

Câu 24: Tổng diện tích các mặt của một khối lập 
phương là 600 cm 2 . Tính thể tích của khối đó. 

A. lOOOcm 3 B. 250cra 3 c. 750cm 3 D. 1250cm 3 
Câu 25: Cho hàm số có đồ thi như hình bên. 



Trong các mệnh đề dưới đây mệnh đề nào sai? 

A. Hàm số có 4 điểm cực tiểu 

B. Hàm SỐ đồng biến ữên 4 khoảng 
c. Hàm số nghịch biển trên 4 khoảng 

D. Hàm số có 5 điểm cực đại 


Câu 26: Tập xác định của hàm số y= —Ị= : là: 

A. D=(2;+oo) B. D = (-l;2)\{o} 

c D=(-l;2) D. D=(0;2) 

Câu 27: Đồ thị hàm số nào sau đây có 1 đường tiệm 


cận. 


A. y = Vx 2 - 4X + 10 + X B. y=^-Ỵị 


Cy*| 


D.y = 


X 2 + X +1 


Câu 28: Trong không gian, cho tam giác ABC 
vuông tại A, AB = a và AC = a*j3. Tính độ dài 
đường sinh l của hình nón, nhận được khi quay 
tam giác ABC xung quanh trục AB. 

A.l = a B. l = a-JĨ 
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C.l = aS D. z= 2 fl 

Câu 29: Cho hàm số phù hợp với bảng biến thiên 
sau: 


X 


-1 

3 

+00 

y' 

- 

0 + 

0 

- 

y 


^ 1^ 
3 




Phát biểu nào sau đây là đúng? 

A. Hàm SỐ nghịch biến trên (-oo;l)u(3;+oo). 


đồng biến trên (l;3) 

B. Hàm số nghịch biến trên các khoảng 
-oo;-^j;(l;+oo) đồng biến trên Ị— 

c. Hàm số nghịch biến ữên các khoảng 
(-oo;l);(3;+oo) đồng biến trên (l;3) 



D. Hàm SỐ nghịch biến trên 



đồng biến ữên 



Câu 30: Hai khối chóp lần lượt có diện tích đáy, 
chiều cao và thể tích là B 1 ,h 1 ,V 1 và B 2 ,h 2 ,V 2 . Biết 


V _ , 

B ì = B 2 và h x = 2 h 2 . Khi đó bằng: 

A. 2 B. ị c.ị D. 3 

3 2 

Câu 31: Cho đồ thị: 

(c) : y = X 3 - 3mx 2 + (3m-l)x + 6m. 

Tun tất cả các giá trị của tham số m để đồ thị hàm 
số (c) cắt trục hoành tại ba điểm phân biệt có 
hoành độ Xj,x 2 ,x 3 thỏa mãn điều kiện 
x\ + xị+xị+ XjX 2 x 3 = 20. 

A.m=Ễiẩ B. m =ĩỉM 

3 3 

c .m-ĩỉầ. 

3 3 

Câu 32: Cho x,y là các số thực thỏa mãn 
log 4 (x + 2t/) + log 4 (x-2i/)=l. Giá trị nhỏ nhất 
của biểu thức là: 

A.JĨ B.s c. 1 D. 0 


_ The best or nothing 

Câu 33: Tim tất cả các giá ữị thực của tham số m 

sao cho hàm số y - .-. ——— đồng biến teên 

tanx-m 

khoảng 

A. l<m<2017 

B. m<0 hoặc l<m<2017 
c. m<0hoặc l<m<2017 
D. m>0 

Câu 34: Cho hình lăng ữụ ABC.A'B'C' có đáy là 
tam giác đều cạnh a, đỉnh A' cách đều các điểm 
A, B, c. Mặt phẳng (p) chứa BC và vuông góc 
với AA' cắt lăng trụ theo một thiết diện có diện 

tích bằng Tính theo a thể tích khối lăng trụ 

ABC.A'B'C'. 

Câu 35: Với giá trị nào của m thì đồ thị hàm số 
y =^ X 3 + mx 1 + ( m+ 6) X - {im+ 1) có cực đại, cực tiểu. 

A. m e (-oo; -3) u (2; +oo) 

B. ĩtĩ € ^—00^ —3^ w ^—2^ +00^ 

c. me(-oo;-2)u(3;+c») 

D. me(-oo;2)u(3;+oo) 

Câu 36: Biết rằng bất phưoug trình 

- - 7-7 -r < -- 7- - -r CÓ tập nghiệm là 

log 4 (x 2 +3x) log 2 (3x-l) p s 

s={a;bỴ Khi đó giá trị của a 2 +b 2 bằng: 


A. 


65 

64 


B. 


10 

9 


C. ^ D. ạ 
576 9 


Câu 37: Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam 
giác đều cạnh a, SA vuông góc với mặt đáy và 
SA-a. Tính diện tích mặt cầu ngoại tiếp hình 
chóp S.ABC. 

A 3ĩĩfl2 B ^ 7IgZ c 7 ™ 2 D — 

7 12 '3 '~T 

Câu 38: Cho các hàm số y = X 4 - 2x 2 - 3, 


y = -2x 4 + X 2 - 3, y = |x 2 -l|-4,y = x 2 -2|x|-3. 
Hỏi có bao nhiêu hàm số có bảng biển thiên dưới 
đây? _ 


X 

—00 —10 1 +oo 

y' 

- 0 + 0 - 0 + 

y 

\/\/ 


A. 1 B.3 C.2 D. 4 
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Câu 39: Với giá trị nào của m thì hàm số 
y = -ỉx 3 + {m-l)x 2 + (m+3)r-4 đồng biến trên 
khoảng (ũ;3). 

. 12 D „12 _ 12 12 

A. m>-Ẽ- B. c. m<^ D. m>^ 

7 7 7 7 

Câu 40: Gọi M là điểm thuộc đồ thị (c): y = —-y 
sao cho tiếp tuyến của (c) tại M cắt hai tiệm cận 
của (c) tại hai điểm A, B thỏa mãn AB = 2-s/ĨÕ. Khi 
đó tổng các hoành độ của tất cả các điểm M như 
trên bằng bao nhiêu? 

A. 5 B. 8 c. 6 D.7 

Câu 41: Tim tất cả các giá trị của tham số m sao cho 
phương trình log 2 ị-x 2 - 3r - m + lo) = 3 có hai 
nghiệm phân biệt hái dấu. 

A. m< 4 B. m< 2 c. m> 2 D. m> 4 

Câu 42: Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị 
của hàm số y = -2x 3 + X 2 + X +5 và đồ thị (c) của 
hàm số y = x 2 -x + 5 bằng: 

A. 3 B. 1 CO D.2 

Câu 43: Cho X 2 - xy + y 2 = 2. Giá trị nhỏ nhất của 
p = x 2 +xy + y 2 bằng: 



Câu 44: Đáy của một khối hộp đứng là một hình 
thoi cạnh a , góc nhọn bằng 60°. Đường chéo lớn 
của đáy bằng đường chéo nhỏ của khối hộp. Tính 
thể tích của khối hộp đó. 

A c ạS/2 D w6 

'2 '2 3 ' 2 

Câu 45: Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là 
hình chữ nhật có AB=a, BC=2a. Hai mặt bên 
(SAB ) và (SAD) vuông góc với đáy, cạnh sc 
hợp với đáy một góc 60°. Tính thể tích khối chóp 
S.ABCD. 

A 2 a 3 ^/Ĩ5 B 2a 3 yỊễ c « 3 %/Ỉ5 D a 3 S 


Ngọc Huyền LB 

Câu 46: Cho hình hình chóp S.ABCD có cạnh 

3 , 

SA=--, tất cả các cạnh còn lại đều bằng 1. Tính thể 

4 


tích khối chóp S.ABCD. 

. 3^39 739 >/39 

'32 '96 '32 


D. 


2/39 

16 


Câu 47: Để đồ ửụ hàm số y = X 4 - 2mx 2 + m có ba 
điểm cực tri tạo thành 3 đỉnh một tam giác vuông 
cân thì giá trị của m là: 

A. m=-1 B. m-0 

C. m= 0 hoặc m= 1 D. m= 1 
Câu 48: Một hình trụ có chiều cao bằng 6 nội tiếp 
trong hình cầu có bán kính bằng 5. Tính thể tích 
của khối trụ. 



A. 96tĩ B. 36ĩt c. 192ĩĩ D. 48 tĩ 
C âu 49: Cho hàm số y = x 3 -3(m+l)x 2 +9x-m, 
với m là tham số thực. Xác định m để hàm số đã 
cho đạt cực trị tại x iỵ x 2 sao cho I*! -r 2 j < 2. 

A. mé[-3;l->/3)cj(-l + >/3;l] 

B. me[-3;-l—7ã)u(-l->/3;l] 

C. me[-3;-l->/3)uỊ-l+>/3;l] 

D. meị-3;-l-yf3)vị-l + y/3;l) 

Câu 50: Gọi N (t) là số phần ữăm cacbon 14 còn lại 
trong một bộ phận của một cây sinh hưởng từ í 
năm hước đây thì ta có công thức 

N(í)=100.(0,5)7 ẩ(%) với A là hằng số. Biết rằng 
một mẫu gỗ có tuổi khoảng 3574 năm thì lượng 
cacbon 14 còn lại là 65% . Phân tích mẫu gỗ từ một 
công trình kiến trúc cổ, người ta thấy lượng cacbon 
14 còn lại hong mẫu gỗ đó là 63%. Hãy xác định 
tuổi của mẫu gỗ được lấy từ công hình đó. 

A. 3674 năm B. 3833 năm 

c. 3656 năm D. 3754 năm 
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The best or nothing 


ĐẾ Tự LUyỆN SỐ 3 

(THPT Anh Sơn) 


Câu 1: Khối đa diện nào sau đây có công thức tính 
thể tích là V = ~ B.h (với B là diện tích đáy; h là 
chiều cao). 

A. Khối lăng trụ. B. Khối chóp. 

c. Khối hộp chữ nhật. D. Khối lập phương. 
Cẩu 2: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
mặt cầu ịsy.x 2 +y 2 +z 2 -2x-2z-7 = 0, mặt 
phẳng (p):4x + 3y + m = 0. Tìm các giá trị của m 
để (P) cắt (S) theo giao tuyến là một đường tròn? 

A. m<ll. 

B. m<- 19 hoặc m>ll. 
c. -19<m<ll. 

D. m=ll hoặc m= -19. 

Câu 3: Cho hình chóp S.ABC có đáy là hình tam 
giác ABC vuông cân tại B, AB = a, biết SA = 2flvà 
SẨ_L(ABC), gọi H và K lần lượt là hình chiếu 
của A trên các cạnh SB và sc. Tính bán kính R 
của mặt cầu qua các điểm A, B, c, H, K. 

A.R = ĩệ. B. R = a. 

2 

c. R = a\fĩ. D.R = ị. 

2 

Câu 4: Cho hàm số đa thức bậc ba: y=f{x ) xác 
định và liên tục trên !R và có giá ữị cực tiểu bằng 
2, có giá trị cực đại bằng 6. Tim các giá trị của m 
để phương trình f{x) = m có ba nghiệm thực 
phân biệt? 






m<2 

A. 

2 <r 

n<6. 

B. Ị 

m> 6 





ịm = 2 

c. 

2<n 

n<6. 

D. 

[m = 6 


Câu 5: Cho hình trụ tròn xoay có hai đáy là hai 
hình ữòn (0;R)và (0';R).Biết rằng tồn tại dây 
cung AB của đường ữòn (o) sao cho AO' AB đều 
và (o' ABj hợp với mặt phẳng chứa đường tròn 
(o) một góc 60°. Thể tích của hình trụ là: 


A „_2*R S V7 

7 

B 

7 

c V=, nR3 ^ 

7 

D V = 4ltR3 ^ 
7 

Câu 6: Tính đạo hàm của 

hàm SỐ y = e x + * +1 

A. y' = (2x+l)e x2+x+1 . 

B. y'=e^ +x . 

c. y'=e* +x+1 . 

D. y' = e 2x +\ 

Câu 7: Bất phương trình: 


log 2 (3x - 2) < log 2 (6 - 5x) có tập nghiệm: 

4 !) 

B. (-oo;lj. 

44 

D. (l;+oo). 


Câu 8: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, cho 
đường thẳng d có phương trình 

x-8 y-5 z-8 _,,_ _ 

—-— = —— = ——. Vectơ nào sau đây là vectơ 
12-1 y 

chỉ phương của d? 

A. íí = (l;-2;l). 

B. u = (-l;-2;l). 

C. Đáp án A, B, D đều sai. 

D. m = (8;5;8). 

Câu 9: Diện tích s của hình phẳng giới hạn bởi đồ 
thị của hàm số y=f 1 {x)‘ t y=f 2 [x) liên tục ữên 
đoạn [a; b~ị và hai đường thẳng x = a;x = b được 
tính theo công thức nào sau đây? 

A. s=ị[/,(*)-A(*)]<k. 

B. S=j/ 1 (*)d*-|/,(z)dA : . 

c. sJị/ 1 (*)-A(*)<bj. 

D -S"ị|/.W-AWk 

Câu 10: Với /(x);g(x) là hai hàm số liên tục trên 
tập D và kĩt 0 thì mệnh đề nào sau đây là sai: 
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A- Ị[f(*)-s{x)]i*-Ịf(x)đx.Ịg(x)dx. 

B. Ịk.f(x)dx = k.Ịf(x)àx. 

C. Ịf(x)dx = f(x) + C. 

D -J[ f<x)-g(x)ỳlx = Ịf(x)dx±Ị s {x)dx. 

Câu 11: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, 
cho mặt cầu (s):(x-l) 2 + (y + 2) z + z 2 =25. Tọa. 
độ tâm I và bán kính R của (S) là: 

A, í(-l;2;0);R=5. B. 7(l;2;0);R = 25. 
c. í(l;-2;0);R=25. D. l(l;-2;0);R=5. 

Câu 12: Tim m để phưong ữình 
log 2 X - log 2 X 2 + 3 = m có nghiệm X e [l; 8]. 

A. 3<m<6. B. 6<m<9. 

c. 2<m<6. D. 2<m<3. . 

Câu 13: Cho số phức z thỏa mãn |z-2+2zj=l. 
Giá trị lớn nhất của |z| là: 

A. 4 V 2 - 2 . B. 3-72-1. 

c. 2 S+I. D. -72 + 2. 

Câu 14: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, 
tìm bán kính R của mặt cầu (s) biết rằng mặt 
phẳng Oxy và mặt phẳng (?): z = 2 lần lượt cắt 
(S) theo hai đường tròn có bán kính lần lượt bằng 
2 và 8. 

A. R=16 . B. R=2yfữ. 

c R= 6 . D. R = 2-765. 

Câu 15: Cho số phức z = (2-3z')(3+i). Phần ảo 
của số z là: 

A. 9. B. 7i. c. -7. D. -7i. 

Câu 16: Tun các mệnh đề sai trong các mệnh đề 
sau: 

A. Hàm số y = log 2 X là một hàm số đồng biến 
trên khoảng (-00;+00). 

B. Hàm SỐ y = log 2 X là một hàm số nghịch 

biến hên khoảng (ơ;+oo). 

c. Hàm số 1 / = 2 * là một hàm số đồng biến trên 
khoảng (-00;+00). 


D. Hàm số y = 


(lĩ 


là một hàm số nghịch biến 


trên khoảng (- 00 ; + 00 ). 


Câu 17: Phát biểu nào sau đây là đúng? 

A. J x z e x dx = xV £ - 2j e x đx. 

0 0 

B. I x 2 e x dx = x 2 e x Ị 0 -Ịxe x dx. 

0 0 

c. J x 2 e x àx = 2xe x r - 2 J xe x dx. 

0 0 

D. I x 2 e x dx = X 2 e x t - 2 Ị xe x dx. 

0 0 0 

• ị X 2 
Câu 18: Biết I = \——dx = a + ]nb. Với a, b là các 
ịx + l 

số nguyên. Chọn khẳng định đúng: 

A. ÍZ+2 = Ỉ7. B. a-b=l. 


c. 2fl+b=5. D. a+b = 3. 


Câu 19: Đáy của hình chóp S.AẸCD là một hình 
vuông cạnh á. Cạnh bên SA vuông góc vói mặt 
phẳng đáy và có độ dài là a. Thể tích của khối tứ 
'diện S.BCD bằng: 



Câu 20: Đồ thị bên là của hàm số nào? 



A.y 
c.y = 


x+2 
x + l' 
x+3 
1-x' 


Đ.y=- 


Câu 21: Cho khối nón tròn xoay có chiều cao h, 
đường sinh 1 và bán kính đường tròn đáy bằng R. 
Diện tích toàn phần của khối nón là: 

A. S tp =nR(2l + R). B . S tp =nk(l+R). 

c. = 2%R(l + R). D. = ĩtR(l + 2R). 


LOVEBOOK.VN I 366 




Chủ đề 8: Tổng ôn luyện 

Câu 22: Tìm các nghiệm của phương hình 
log 2 (x-3) = 6. 

A.x=67. B. x = 61. 


c. x=15. D. x = 64. 

Câu 23: Cho các số thực dương a, b với «5*1. 
Khẳng định nào sau đây là khẳng định đúng? 

A. log„^j- = log„fc. 
b 

D.log,f = ilog.i. 


Câu 24: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
đường thẳng d: Y = Y = Y và hai điểm 


A(0;0;3);B(0;3;3). Tìm tọa độ điểm M thuộc d 
sao cho MA+MB nhỏ nhất. 

A.M(3;3;3). B - Aí [f ; f ; f)- 

D. m(4Ĩ;A,A). 

Câu 25: Tun điểm biểu diễn hình học của số phức 
z = 8-9 i. 

A. M(8;-9z'). B. M(-9;8). 

c. M(8;-9). D. M(8;9). 

Câu 26: Để hàm số ỵ=x 3 +6x 2 +3ịm+2)x-m-6 
có cực trị tại hai điểm x 1 ;x 2 sao cho x ì <-l<x 2 
thì giá teị m là: 

A. m< 2. B. m>- 1. 


c. m< 1. D. m> 1. 

Câu 27: Cho số phức z thỏa mãn: 
|z-2| + |z + 2| = 10. Tập hợp điếm biểu diễn số 
phức z có phương trình là: 


c. (x-2) 2 +(y + 2) 2 =10. 

D. 2x 2 +5y 2 + 2x-4y-10 = 0. 


The best or nothing 

Câu 28: Cho 3 số thực dương a, b, c khác 1. 

Đồ thị hàm số 

y = log„ x;y = log, x; y = log c X. 

Chọn khẳng định đúng? 

y' 


~~Õ 

\ y = 1 °g„T^ íi 


= lo s, x 

1 

/ /\J = log,, X 


A. a<c<b . 

B. b<a<c. 

c. a<b<c. 

D. c<a<b. 

Câu 29: Cho hình chóp S.ABC có A', B’ lần lượt 

là trung điểm của các 

cạnh SA, SB. Khi đó, tì số 

Vs..BC_ ? 

V SA . BC 


A. — . B.4. 

c. -. D. 2. 

4 

2 

Câu 30: Một hình trụ có thể tích bằng 16ãm 3 . Hỏi 
chiều cao h của hình ữụ bằng bao nhiêu, biết bán 

kính đáy bằng 2 dm 3 . 


A. h=—dm. 

B. h = -dm. 

n 

n 

c. h = -dm. 
n 

D. h = -dm. 

7t 


Câu 31: Cho hàm số y = f{x) xác định và liên tục 
trên 2. và có đồ thị như hình bên. Hàm số /(x) 
đạt cực tiểu tại điểm nào sau đây? 



A. x=-4. B. X = —1. 

c. x=2. D. x = 0. 

Câu 32: Phương trình chính tắc của đường thẳng 
d đi qua điểm M(l;-2;5) và vuông góc với mặt 
phẳng (a):4x-3y+2z+5 = 0. 
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^ x-1 _ y+2 _ z-5 

B £zl y+ 2 z-5 
-4 -3 2 

£ x-1 _ y + 2 _ z-5 

' ~1T~ 4r~~1T' 


D 3:1 y +2 - z ~ 5 
'4 3 2 

Câu 33: Hàm số y = coở + Ỉ7X 2 + c;(a 7* o) có đồ thị 
hình vẽ. Mệnh đề nào sau đây đúng? 



-4 


A. a<0’,b>0;c<0. B. a>0}b<0}c<0. 

c. fl>0;Ỉ7<0;c>0. D. fl>0;ỉ>>0;c>0. 

Câu 34: Cho hàm số y=x 3 +3x 2 +{m+ì)x+ám. 
Hàm số nghịch biến trên khoảng (-l;l) khi: 

A. -10ắra^2. B. ra <-10. 

c.mầ:2. D. -10<m<2. 

Câu 35: SỐ giao điểm của hai đường .cong sau 
y = x 3 -x 2 -2x + 3 và y = x 2 -X +1 là: 


A.O. B.l. C.3. D.2. 

Câu 36: Cho X, y là hai số thực dương và m, n là 
hai SỐ thực tùy ý. Đẳng thức nào sau đây là sai? 
A. (x n Ỵ=(x m J. B. (xyỴ =x".y". 
c. x m .x" =x m+n . D. x"'" = (x ra ) 2 . 

Câu 37: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, cho 
mặt phẳng (p): X - ly +1 = 0. Vectơ nào sau đây 
là vectơ pháp tuyến của (P)? 

A. ĩi = (l;2;0). B. n = (l;-2;l). 

c. n = (l;2;l). D. n = (l;-2;0). 

Câu 38: Cho số phức z = a+bi thỏa mãn: 
2 ỈZ + 3z = 1 + 5i. Tun mệnh đề đúng? 

A. a+b=-4 . B. 7 = ^. 

b 7 

c. a-b = 6. D. a.b<0. 

Câu 39: Người ta cần xây một hồ chứa nước vói 
dạng khối hộp chữ nhật không nắp có thể tích 


, 500 

bằng Đáy hồ là hình chữ nhật có chiều 

dài gấp đôi chiều rộng. Giá thuê công nhân để 
xây hồ là 500.000 đồng/m 2 . Khi đó, kích thước 
của hồ nước sao cho chi phí thuê nhân công thấp 
nhất là: 


A. Chiều dài 20m, chiều rộng lOm, chiều cao 
5 

6 m ' 

B. Chiều dài 30m, chiều rộng 15m, chiều cao 



c. Một đáp án khác. 

D. Chiều dài 10m, chiều rộng 5, chiều cao 

10 _ 

-z-m. 

3 

Câu 40: Tun nguyên hàm của hàm số: 

/(aộ=sin6je. 


A. j"/(x)dr = ^cosổx+c. 

B. J/(x)dx = “Cos6x+C. 
c. J/(x)dx = cos6x + C. 

D. J/(x)dx = 6cos6x+C. 

Câu 41: Một người gửi tiết kiệm theo thể thức lãi 
kép như sau: Mỗi tháng người này tiết kiệm một 
số tiền CỐ định là X đồng rồi gửi vào ngân hàng 
theo kì hạn một' tháng vói lãi suất 0,8%/tháng. 
Tun X để sau ba năm kể từ ngày gửi đầu tiên 
người đó có được tổng cộng số tiền là 500 hiệu 
đồng. 

A.X- 41 ĩT . B.x= 41 ° 6 

1,008*-1' ■ 1,008(1,008 36 -l)' 

c. x= 4 ; 1q6 7 . P-X= • 

1-1,008 37 1,008 36 -1 

Câu42: Cho a>0và íỉ^l,Ỉ7>0,Ỉ7^1,xvàylàhai 
số dương. Tim mệnh đề đứng tròng các mệnh đề 
sau: 


. , 1_ 1 
A - ^°s« „ = • 

X log„x 

B. log„(x+i/)=log„x+log fl y. 

y lo s b y 
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D. log b x = ỉog b a.ỉog a x. 

Câu 43: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
A(l;3;2),B(-3;l;0). Phưong trình mặt phẳng 
trung trực của đoạn AB là: 

A. 2x+y-z-4=0. B. 2x+y+z-l-ữ. 

c. 2x+y+z-7=0. D. 4x+y+z-l=0. 

Câu 44: Hàm số y = -x 3 + 6x 2 ~9x + 4 đồng biến 
trên khoảng nào sau đây? 

A. (l;3). B.(3;+oo). 

c. (- 00 ; 3). D. (l;-K»). 

Câu 45: Huyện Anh Son dự định xây cây cầu bắc 
ngang con Sông Lam dài 500m, nối xã Lĩnh Son 
và Tào Son. Biết rằng người ta xây dựng cầu có 
10 nhịp cầu hình dạng parabol, mỗi nhịp cách 
nhau 40m, biết 2 bên đầu cầu và giữa nhịp nối 
người ta xây 1 chân trụ rộng 5m. Bề dày nhịp cầu 
không đổi là 20cm. Biết 1 nhịp cầu như hình vẽ. 
Hỏi lượng bê tông đê’ xây các nhịp cầu là bao 
nhiêu (bỏ qua diện tích cốt sắt toong mỗi nhịp 



A. 20m 3 . B. 50m 3 . c. 40m 3 . D. 100m 3 . 
Câu 46: Đường thẳng nào sau đây là tiệm cận 

ngang của đồ thị hàm số y = * + Ị ? 


___ The best or nothing 

A. x=-l. B. x = l. 

c. y—1. D. y = lvàx=l. 

Câu 47: Cho số phức z thỏa mãn hệ thức: 
(2-ỉ')(l + ỉ) + z = 4-2z. Tính môđun của z. 

A. |z| = -v/ĩõ . B. |z| = >/5Õ. 

C.H.M. D.|z| = VĨĨ. 

Câu 48: Tìm m để giá trị lớn nhất của hàm số 

y = ĩnX ~^ trên đoạn r 1 ; 2 ] là một số dưong? 
x + m L J 

A. m<-2. B.-2 <m<ị. 

2 

c. m<-2 hoặc m> —. D. m> —. 

2 2 

Câu 49: Diện tích hình phẳng giói hạn bởi các đồ 
thị: y - X 2 - 2x và y = -x 2 + X có kết quả là: 

.10 _ _ _ 9 

A.^-. B. 12. C. 6 . D. ị. 

3 • 8 

Câu 50: Một cái phễu có hình dạng nón. Người ta 
đổ một lượng nước vào phễu sao cho chiều cao 

của lượng nước toong phễu bằng ỉ chiều cao của 

phễu. Hỏi nếu bịt kín miệng phễu rồi lộn ngược 
phễu lên thì chiều cao của nước bằng bao nhiêu? 
Biết rằng chiều cao của phễu là 15cm. 



A. 0,333 cm. B. 0,166 cm. 

c. 0,188 cm. D. 0,3 cm. 
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Câu 1: Cho a>0;b>0 và biểu thức 


T = 2(a + bỴ\(abỷ 



A. T=l. B.T = ị. C.T = ị. D. T=ị. 

3 3 2 

Câu 2: Kí hiệu (h) là hình phẳng giới hạn bởi đồ 

thịhàmsố y = lX‘-x 2 và y = 0. Tírửr thể tích khối 

tròn xoay được sinh ra bởi hình phẳng (h) khi 

quay nó quanh Ox. 

A 16% B 17% c 19% D 1871 

15 ' 15 ■ 15 ' 15 ' 

Câu 3: Hình phẳng (n) giới hạn bởi đồ thị hàm 


2r_4 ■ 

số V = —. — và hai trục tọa độ. Tính thê tích khối 

3 x+1 

teòn xoay tạo bởi hình phẳng (h) khi quay 
quanh trục hoành. 

A. (30-121n3)ĩc. B. (32-llln3)rc. 

c. (32 + 121n3)7ĩ. D. (32-241n3)7t. 

Câu 4: Giá trị nhỏ nhất của hàm số 
y = ln(x 2 +X- 2 ) ữênđoạn [3;6] là: 

A. In40. B. In20. c. D. InlO. 

4 

Câu 5: Hàm số y = x 2 lnx đạt cực toị tại điểm: 


A. x = ~. B. x = 4=- c. x = 4ẽ. D. x = e. 
e Ve 

Câu 6: Hàm số y = ịx 2 -2x + 2^e x có đạo hàm là: 
A. y' = -2xe x . B. Kết quả khác. 

c.ý={2x-2)e x . D.y' = x 2 e*. 

Câu 7: Tập nghiệm của bất phưong toình 

(V5+2) X_1 >(>/5-2p là: 

A. s=(-oo; -2] u (-1;l]. 

B. S = [-2;-l)u[l;-Kx>). 

c. s = (-oo; -3] u (-1; 2 ]. 

D. S = [-2;-l)u[2;-K»). 


Câu 8: Đưcmg cong ở hình dưód đây là đồ thị của 
một trong bốn hàm số được liệt kê ở bốn phưong 
án A, B, c, D. Hỏi hàm số đó là hàm số nào? 



C.y = x 3 -3x + 2. D. y = x 3 -3x+2. 

Câu 9: Hai điểm A,B nằm trên mặt cầu có 
phương trình: (x-4) z +(y + 2) 2 +(z + 2) 2 =9. 
Biết rằng AB song song với OI, trong đó o là 
gốc tọa độ và I là tâm của mặt cầu. Viết phương 
trình mật phẳng trung trực của AB. 

A. 2x-y-z-6 = 0. B. 2x-y-z-12=0. 


c. 2x+y+z+4=0. D. 2x+y+z-4=0. 
Câu 10: Cho khối chóp đều S.ABCD có cạnh 

bằng a và thể tích là V = 4=. Tính góc giữa cạnh 
V6 

bên và mặt đáy của khối chóp. 

A. 45°. B. 30°. c. 60°. D. 75°. 


Câu 11: Viết phương trình hình chiếu vuông góc 

, . v .ọ x-1 y+2 z-3 . A_ 

của đường thẳng — g ■=~Y~ Ven mặt 


phẳng (Oxy). 



x = l + 2t 
y = -2 + 3f. 

z = 0 
' x = l + t 
y=2-3t. 


[ z=0 [ z=0 

Câu 12: Hàm số y=x—Jx + 2 nghịch biến trên 
khoảng nào? 
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Câu 13: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, 
cho mặt cầu có phương trình: 

X 2 +y 2 +z 2 + 2x-4i/ + 2z + 2 = 0. 

Tìm tọa độ tâm I và bán kính R của mặt cầu. 

A. 7(-l;2;-l) và R= 2. 

B. l(-l;2;-l) và R= 4. 
c. l(l;-2;l) và R = 4:. 

D. I(l;-2;l) và R = 2. 

Câu 14: Tìm m để đường thẳng y=-l cắt đồ thị 


hàm số y = x 4 -{3m+2}x 2 +3m tại 4 điểm phân 
biệt đều có hoành độ nhỏ hon 2. 


m <-1 
*0‘ 


c. -~<m<l. 
3 


D. 


1., 

—r<m<l 
3 


Câu 15: Chọn khẳng định sai trong các khẳng 
định sau: 

A. log 2 íỉ<log 2 bofl>ỉ?>0. 

I 3 

B. lnx>0<=>x>l. 

c. log 3 a >log 3 ỈK=> 0 < ữ < Ỉ7. 

D. log;t<0<=>0<x<l. 

Câu 16: Tim .số tiệm cận của đồ thị hàm số 


y= 


\Ịx 2 +x + 2 


x-ĩ 


A.2. B. 0. C.I. D.3. 


Câu 17: Một hình nón có thiết diện tạo bởi mặt 
phang đi qua trục là tam giác vuông cân vói cạnh 
huyền hằng a-JĨ. Tính thể tích khối nón? 

A B ĩt ^ g3 c D 'Ịĩc? 

12 4 ' ' 12 ' ■ 4 ' 


Câu 18: Cho hình lập phưong ABCD.A'B'C'D' 
cạnh a. Gọi V 1 ,V 2 lân lượt là thê’ tích khối cầu 
nội tiếp và ngoại tiếp lập phưong 
ABCD.A'B'C'D’. Tính ti số 


A. 


c. 


Yl = Ể_ 

v 2 9 ' 
v 2 3 ' 



D.ệ = 3^. 


_ The best or nothing 

Câu 19: Cho lăng trụ ABC.A'B'C' có tam giác 
ABC vuông tại A,AB = a r AC = a^/3. Hình chiếu 
vuông góc của A' lên (ABC) là trung điểm H 
của BC. Góc giữa AA' và (ABC) bằng 45°. Thể 
tích khối lăng trụ là: 

^ a 3 g 3fl 3 £ ÍỈ 3 V3 p 3a 3 yỊd> 

‘ 2 ' ' 2 ' ' 2 ' ' 2 ' 
Câu 20: Cho hàm số y = X 3 - 3 mx 2 + 6{m > o). Giá 
trị nhỏ nhất của hàm số trên [ũ;3] bằng 2 khi: 

A. m= 1. B. m=2. 

c. m>\. D. m = ^. 

2 27 

Câu 21: Bạn An muốn xây một bể chứa hình lăng 
trụ tứ giác đều (không có nắp đậy, đáy của lăng 
trụ là đáy của bể) vói dung tích là 1000 lít. Tim 
chiều cao h của lăng trụ sao cho tổng diện tích 
các mặt của bê’ (trừ đi nắp đậy) đạt giá trị nhỏ 
nhất. 

3/2 

A .h = ^±(dm). B.h = ^Ỉ2(dm). 

c. h = l[dm). D. h = ~[m). 

Câu 22: Cho các số phức z thỏa mãn |z| = 4. Biết 
rằng tập hợp các điểm biểu diễn các số phức 
w=(3+4:íjz+i là một đường tròn. Tính bán 
kính r của đường tròn đó. 

A.5. B.20. C.4. D.22. 

Câu 23: Biết là một nguyên hàm của hàm 

và F (ỉ) =2 - Tfah h°)- 

A. F(o) = -|ln2-2. B. F(o) = -^ln2 + 2 . 
c. F(o) = -|ln 2 - 2 . D. F(o) = -^ln 2 + 2 . 

Câu 24: Tìm giá trị nhỏ nhất m của hàm số 
y = x 3 +- trên [2; 3 ]. 

B. m = 28. 

D. m = 4. 


A _15 

A. m = —. 
2 

c „ * 
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Câu 25: Với giá trị nào của m thì hàm số 
y = sm3x+msmx đạt cực tiểu tại x = ~. 


A. m.= 
c. m= 5. 


3 

Câu 26: Cho J/(x)dx =6.' 
Túih Ịsinx./^cosx + lỊdx. 


=- 6 . 

D. không có » 


Câu 32: Tun m để phương trình 
4 2+x + ị 2 ~ x ={m + ĩ)(2 2+x -2 2 ~ x } + 2m có nghiệm 

xe[0;l]. 

A. >/ĩĩ-2<nz<4. 


Câu 33: Tìm nguyên hàm của hàm số 
lnx 


Ả. 1=3. B. 1=12. c. 1 = 1. D. 1 = 6. 
Câu 27: Gọi Xj,x 2 là hai nghiệm của phương 
trình 2 ĨX+3 - 33.2* + 4 = 0, khi đó tích của Xj và x 2 
là: 

1 


/(*)=- 


A. 6 


B. -6. 


c i 


Câu 28: Cho hàm số y = X 3 - 3x 2 +1. Tính các giá 
trị cực đại và cực tiểu của đồ thị hàm số bằng? 

A. -6 B. -3. c. 0 D. 3 
Câu 29: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, 
cho hình hộp chữ nhật ABCD.A'B'C'D' có A 
trùng vói gốc tọa độ o, các đỉnh Bịm; 0;0), 
D(0; ra; o), A'(ũ; 0; tt) với m,n >0 và ra+tt = 4. 
Gọi M là hung điểm của cạnh CC'. Khi đó thể 
tích tứ diện BDA'M đạt giá trị lớn nhất bằng 

A.^. B. ị. c.%. D.§. 

108 4 27 32 


A. J/(x)dx = i]nx+C. 

B. J/(x)dx = lnx + C. 
c. J/(x)dx=ỉln 2 x + C. 
D. J/(x)dx = -ỉln 2 x+C. 


y= —.— nghịch biến 

X+TÌĨ 


Câu 34: Tìm m để hàm 
trong khoảng (2;+oo). 

A. m<- 1. B. m>-l. 

C. m<-l. D. mẹ[-2;-l). 

Câu 35: Tun m để phương trình 
x 3 -12x+m-2=0 có 3 nghiệm phân biệt. 

A. -4<m<4. . B. -18<m<14. 

c. -14<m<18. D. -16<m<16. 

Câu 36: Trong không gian Oxyz cho 
ÕÃ = 3i-2;-2fc và B(0;l;-4). Tọa độ trọng tâm 


b b 

Câu 30: Cho a <b < c, J/(x)dx = 5, j/(x)dx = 3 

của tam giác ABO là: 

A. fl;-l;-2). B. (l;-l;-2). 

Tính Ịf(x)dx. 

4-B 4-H} 

A. ịf(x)dx = -2. B. |/(x)dx = 8. 

Câu 37: Tập nghiệm của bất phương teình 
4x 2 + x.2* ỉ+1 + 3.2** > x 2 .2^ + 8x+12 là: 

c. 1 f(x)dx = 0. D. ]f(x)dx = 2. 

A. S = (->/2;-l)u(^;3). 

Câu 31: Trong mặt phẳng tọa độ, gọi A,B,C,D 
lần lượt là điểm biểu diễn của các số phức 

Zj =2+3ĩj, z 2 =-i,z 3 =5-i,z 4 = 3+3z‘. Hỏi tứ 

B. S = (-l;>/2)u(3;+oo). 
c s=(4ĩ;-l)u(^;3). 

giác ABCD là hình gì? 

A. Hình thang cân B. Hình chữ nhật 

c. Hình bình hành D. Hình vuông. 

D. s = (-oo;-V2)u(^;3). 

Câu 38: Bát diện đều thuộc loại nào sau đây: 

A. {3;4}. B. {4;3}. c. {5;3}. D. {3;5}. 
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Câu 39: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, 
đường thẳng d đi qua điểm A(l;2;3) và vuông 
góc với mặt phẳng (p):2x+2j/ + x + 2017 = 0 có 
phưong trình là: 


^ x+2 _y + 2 _z+l 


1 

2 

3 

x-1 

2 

_y-2_3-z 

2 -1 ' 

X — 1 

y- 2 3-2 

2 

2 

1 

| X +1 

y+2 z+3 

2 

2 

1 


Câu 40: Từửi diện tích mặt cầu ngoại tiếp hình 
lăng ữụ tam giác đều có tất cả các cạnh bằng a. 

^ 7m 2 7na 3 £ 7a 3 p 7a 2 

'~3~' '~3~' '~3~' '3' 

Câu 41: Gọi z ĩ ,z 2 là các nghiệm phức của 
phưong trình z 2 +2z + 5 = 0 / trong đó Z 1 có phân 
ảo dưong. Tìm số phức liên hợp của số phức 
Z 1 + 2z 2 + 2. 

A. 1 + 6/. B. -1-2Í. c.-1+2Ĩ. D.o. 

Câu 42: Gọi T là tập hợp các số phức z thỏa mãn 
điều kiện |z - zj =|z - 2 - 3zj . Gọi a là môđun nhỏ 
nhất của z vói z e T. Khi đó giá trị của a là: 

A.^ệ-. B.ệ. c.l. D. yfĨ3. 

5 2 

Câu 43: Hàm số y = x + \ll-x 2 có tập giá trị là: 
A. [0;l]. B. [l;V2]. 

c. [-v,yfĩị. D. [-l;l]. 

Câu 44: Tun số phức z*0 thỏa mãn điều kiện 

§ 4 = 1 . 

z z 

A. 3+i. B. 2 ỉ. C.3. D. 2-i. 

Câu 45: Cho a=log3;Ỉ7=log5. Khi đó log ls 8 
bằng: 


The best or nothing 
A . 3(l->) B 3(1-1,) 

a-b ' a+b 

c. £Íi4. D. ỉíĩiỉl. 

a+b a+b 

Câu 46: Cho số phức z=2—3z. Tim môđun của 
số phức Z 0 = 2z + (l+i)z. 

A. ịw\ = 2. B. \w\ = 2-j2. 

c. \w\ = 4. D. |ĩii| = -7ĨÕ. 

Câu 47: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, 

cho hai đường thẳng d: A và 

, 3-x y 2+1 VJLũ _. ._J 

dj = ^ = Xét vị trí tương đoi giữa d 

và d v 

A. Trùng nhau. B. cắt nhau, 

c. Song song. D. Chéo nhau. 

Câu 48: Cho hình phẳng (fỉ) như hình vẽ. Tính 
thể tích V của vật thể tròn xoay được tạo ra khi 
quay hình phẳng (H) quanh cạnh MN. 



N 5cm p 


A. V = -^-cm 3 . B. v=94ncm 3 . 

3 

C.v=75ncm 3 . D.v=^^cm 3 . 

3 

Câu 49: Góc giữa hai đường thẳng 
, X y +1 Z-1 , , .x + 1 y z-3 ,ì __ 
^1-12 2 -1 1 1 


_ ị X 2 , 

Câu 50: Cho 1 —— dx = ữ + &ln2 + cln3. Tính 
■Ị x + 1 


s=2a-b+c. 

Ả.s=3. B. s=l. c. s = 4. D. s = 2. 
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Câu 1: Xét tích phân f — xc ^i —r . Nếu đặt 
ìl+4x+l 

t = 1 + -Jx + l thì khẳng định nào trong các khẳng 
định sau là đúng? 

4 3 

A. I = 2j(í 2 -3f + 2)dí. B. í = J(f + í 2 )dí. 


c. I = J(f-í 2 )dí. D. í = 2|(í 2 -3f + 2 )df. 

Câu 2: Gọi M là giá trị lớn nhất và m là giá trị nhỏ 

nhất của hàm số y = — t^* + 5 /tính M+m. 

9 x 2 +l 


A. 4. B. 1. c. 3. D. 7. 

Câu 3: Tun khẳng định sai trong các khẳng định 
sau đây? 

A. Số phức z = 4Ũ là số thuần ảo. 

B. SỐ 0 không phải là số phức. 

c. Sp phức z = 5 - 3z‘ có phần thực là 5, phần ảo 
là -3. 

D. Điểm là điểm biểu diễn số phức 

z = -l+2 ỉ. 

Câu 4: Cho hàm số y = [x - trìỹ -3 x + m 2 (l). Gọi 
M là điểm cực đại của đồ thị hàm số (1) ứng vói . 
một giá frị m thích hợp, đồng thời M cũng là điểm 
cực tiểu của đồ thị hàm số (1) ứng với một giá tri 
khác của m. Có bao nhiêu điểm M thỏa mãn yêu 
cầu đề bài. 


A.O. B.2. C.3. D.l. 


Câu 5: Cho bất phưcmg trình: 

log,|x + l| + log 15 (;e + 2)>0(*). 

3 

Hỏi khẳng định nào dưới đây là khẳng định 
đúng? 


A. (*)o 


c.(*)« 


jx+2>0 

jjx+l|>*+2 

> + 2*0 

\\x+l\<x+2 


■ B.f)o 


ịx*~l 

|X-f2>0 

[\x+ĩ\>x+2 


• D -^°‘Pl|<z+2- 


3 

Câu 6: Tìm giá trị nhỏ nhất của hàm số y = X 3 + — 
trên đoạn [2; 3 ]. 


A. mini/ = • B. miny = -r-. 

m 2 [ 2 .,/ 2 

c. miny = 28. D. mini/ = 4. 

m m 

Câu 7: Biết rằng đồ thị của hàm số 
y = x 3 +X 2 -x + 2 và đồ thị hàm số y = -x 2 -x + 5 
cắt nhau tại điểm duy nhất, kí hiệu [x ữ ;y ữ ) là tọa 
độ điểm đó. Tun y ữ . 

A. y 0 =3. B. y 0 =4. 

c. y 0 =-l. D. y o =0. 

Câu 8: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
các điểm M(l;l;l),N(2;0;-l) và ?(-l;2;l).Tim 
tọa độ của điểm Q sao cho MNPQ là hình bình 
hành. 


A. (2;-3;-3). B. (2;3;3). 

C.(2;-3;3). D. (-2;3;3). 

Câu 9: Cho khối hộp đứng có đáy là một hình thoi 
cạnh a, góc nhọn 60°. Đường chéo lớn của đáy 
bằng đường chéo nhỏ của khối hộp. Tính thể tích 
của khối hộp đó. 

A 3^. n n r. 

A • 2 • B - 3 • c 2 ' D - 2 ■ 

Câu 10: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, 
mặt phẳng (P) đi qua điểm M(l;2;4) và cắt các 
trục độ Qx,Oy,Oz lần lượt tại các điểm A, B, c 


1 1 1 

thỏa mãn ——- + —TT + —- 3 T nhỏ nhất. Mặt 
OA OB 2 oc 2 

phẳng (P) đi qua các điểm nào dưới đây? 

A. T(-3;5;2). B. T(2;-2;6). 

C.r(l;-2;4). D. r(-l;l;5). 

Câu 11: Đồ thị hình bên là của hàm số nào sau 
đây? 
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A. y = -y + x 2 +l. B. y = x 3 -3x 2 +l. 

c. y = X 3 + 3x 2 + 1 . D. y=-x 3 - 3 x 2 + 1 . 
Câu 12: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m 
sao cho hàm số y = cos X + mx đồng biến trên BL 
A. m<l. B. m>l. c. m>l. D. m<l. 
Câu 13: Từ một khúc gỗ hình trụ có đường kính 
30cm, người ta cắt khúc gỗ theo một mặt phẳng 
đi qua đường kính đáy và nghiêng vói đáy một 
góc 45° để lấy một hình nêm (xem hình minh họa 


Hình 1 Hình 2 

Kí hiệu V là thể tích của hình nêm (Hình 2). Tính 
V. 


The best or nothing 

A. Đồ thị hàm số /(*) có đứng một tiệm cận 
ngang là đường thẳng y = 3 và không có tiệm cận 
đứng. 

B. ĐỒ thị hàm số /(x) có tất cả hai tiệm cận 
ngang là các đường thẳng y = -3; y = 3 và không 
có tiệm cận đứng. 

c. Đồ thị hàm số /(x) không có tiệm cận 
ngang và có đúng hai tiệm cận đứng là các đường 
thẳng x = -l;x = l. 

D. Đồ thị hàm số fịxj không có tiệm cận 
ngang và có đúng một tiệm cận đứng là đường 
thẳng X =—1. 

Câu 18: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
ba điểm A(l;0;0),B(0;2;0),C(0;0;3). Gọi điểm 
thay đổi trên mặt phẳng (ABC) và N là điểm ữên 
tia OM sao cho OM.ON = l. Biết rằng N luôn 
thuộc một mặt cầu cố định. Viết phưomg trình 





Câu 16: Một đại lý xăng dầu cần làm một cái bồn £ ^ <m< \ 13 

chứa dầu hình trụ bằng tôn có thể tích 16it(m 3 ). 4 [m<l 

Tun bán kính đáy r của hình trụ sao cho hình trụ câu 20: ĨTO J v ật ^ s v phân rã của các chất 

đưạc làm ra ít tốn nguyên vật liệu nhất. P hón s xạ đm?c biểu diễn bởi côn s thức: 

A.2,4 m. B.2 m. c.0,8 m. Đ.1,2 m. ,, flý 

_ . . m[t) = m n . 3 . toone đó là khối lượne ban 

Câu 17: Tun tất cả các đường tiệm cận ngang và x y2j 


đứng của đồ thị hàm số 


»■-/(*)= 


3x + ĩ 

H +1 


đầu của chất phóng xạ (tại thời điểm t = 0); T là 
chu kì bán rã (tức là khoảng thời gian để một nửa 
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khối lượng các chất phóng xạ bị biến thành chất 
khác). Chu kì bán rã của Cacbon 14 c là khoảng 
573Ọ năm. Người ta tìm được trong một mẫu đồ 
cổ một lượng Cacbon và xác định được nó đã mất 
khoảng 25% lượng Cacbon ban đầu của nó. Hỏi 
mẫu đồ cổ đó có tuổi là bao nhiêu? 

A. 2387 năm. B. 2300 năm 

c. 2378 năm. D. 2400 năm. 

Câu 21: Cho biết tích phân: 

r 1 _a.e 4 +b.e z +c 

I = ịxị2x 2 +lnxjdx =- —ị - 

với a, b, c là các ước nguyên của 4. 

Tính tổng a+b+c. 

A.l. B.3. C.2. D.4. 

Câu 22: Cho đường cong: (c) : y = 4x. Gọi (H) là 
hình phẳng giới hạn bời (C), trục tung và đường 
thẳng y = mịm> o). Cho (H) quay xung quanh 
hục tung ta được một vật thể tròn xoay có thể tích 
37ir 

V = (đvtt). Tìm giá trị của m. 

A. m= 2. B. m= 1.' 

C. m= 4. D. m=3. 

Câu 23: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, viết 
phưong hình mặt phẳng chứa 2 điểm A(l;0;l) 
và B (-1; 2; 2 ) và song song vói hục Ox. 

A. 2y-z+l = 0. B. x+y-z= 0. 

c. j/-2z + 2 = 0. D. x+2z-3=0. 

Câu 24: Cắt hình nón ( N ) bằng một mặt phẳng đi 
qua hục của hình nón được thiết diện là một tam 
giác vuông cân có diện tích bằng 3fl 2 . Tính diện 
tích xung quanh của hình nón (N). 

A. V 2 ™ 2 . B. óyỊĩ.na 2 . 

c. 6raỉ 2 . D. 3\f2m z . 

Câu 25: Cho hình lập phưcmg có tổng diện tích 
các mặt là 150cra 2 . Tính thể tích của khối lập 
phương đó. 

A. lOOcm 3 . B. 125cm 3 . 

c. 75cm 3 . D. 25 cm 3 . 

Câu 26: Cho hàm số y = . Khẳng định nào dưới 

đây là khẳng định sai? 
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A. Hàm số đã cho đồng biến ữên khoảng 
(-oo;+oo). 

B. y' = ^~. lnỉ. 

9 3* 3 

C. Đồ thị hàm số đã cho có một tiệm cận ngang 
là trục hoành. 

D. Toàn bộ đồ thị hàm số đã cho nằm phía ữên 
trục hoành. 

Câu 27: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
mặt phẳng (p): X - 2z+3 = 0. Vectơ nào dưới đây 
là một vectơ pháp tuyến của (p)? 

A. « = (3;-2;l). B. ũ = (l;-2;0). 

C. n = (l;-2;3). D. n=ị2;0;-4). 

Câu 28: Giải bất phương ữình: 

(0,4)* { * +l) >(2,5 ) 3 ' 2iỉ 

A . hJỀ <x< ì±M. 

2 2 

B. Bất phương trình vô nghiệm. 

2 2 
„ 1-VĨ3 , 1+VĨ3 

D. X < —r— hoặc X > ——T — . 

2 2 

Câu 29: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
3 điểm A(m;-3;17);B(2;0;-l);C(-l;4;0). Tìmm 
để tam giác ABC vuông tại c. 

.14 

A. m = ——. B. m= 4. 

3 

c m=~. D. m=l. 

3 

b b 

Câu 30: Cho a<b<c ; Ịf(x) dz = 5, J/(z)dx = 2. 
Tính|/(x)d*. 

A. Ịf(x)dx = 3. B. Ị/(z)dx = 10. 

c. |/(z)dz = -3. D. Ịf(x)ảx = 7. 

Câu 31: Tun tập nghiệm s của phương trình: 
2* 2 .4*~ 1 =1. 
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A. s= Ịdz^ ; zi|^Ị. 

B. S=Ị- Ĩ-Sỉ-I+S}. 

c. S = {0;1}. 

D.s = íị|. 


c. sinS = l. D. sin^- = l. 

2 

Câu 37: Cho a là một số thực dưcmg, khác 1. Đặt 
log 3 fl = a. Tính giá trị của biểu thức: 
p = logj a - log^ a 2 + log„ 9 theo a . 


Câu 32: Cho số 

phức z thỏa 

điều kiện 

A.p = - — ■ B. p = -3a. 

a 

|z+l| = |z-íj. Tim 

số phức co=z+2z-3 có 

môđun nhỏ nhất. 

A 1 3. 

A. (ù=--—i. 

B. © = --- 

1 

2Íl-a 2 ) 2-5a 2 

c. p= v . D. p = z . 

a a 

2 ' 2 

2 

2 

Câu 38: Tính môđun của số phức: 

„ 1 1. 

c. Cũ =- i. 

2 2 

D. © = --■ 
2 

3 

2 

z = (l-z) (3 + 2z) + |cosa + zsma| / a e K 

Câu 33: Tim tập 

xác định D của hàm số 

A. Vóĩ. B. 2^13. c.l. D. 51. 


H 1 - 4 - 

A. D = (-oo;+oo)\|lj. B. D=(-oo;+oo). 
c. D = (-oo;l). D.D = (-oo;l]. 

Câu 34: Cho lăng trụ ABC.A'B'C' có đáy là tam 
giác đều cạnh a; hình chiếu vuông góc của điểm 
A' lên mặt phẳng (ABC) trùng với trọng tâm tam 
giác ABC. Biết khoảng cách giữa hai đường thẳng 

AA' và BC bằng . Tính thể tích của khối lăng 

trụ. 

A g3 ^ B g3 ^ 

■.12 6 

£ a fl 3 -v/3 
3 24 

Câu35:Biết ịf(u)du = Fịu)+C. Tknkhẳngđịnh 
đúng. 

A. Ịf(2x-3)dx = F{2x-3) + C. 

B. Ịf{2x-3)dx=ịF{2x-3)+C. 
c. Ịf(2x-3)dx = 2F(x)-3 + C. 

D. Ịf(2x-3)áx = 2F(2x-3)+C. 

Câu 36: Gọi s là số đo diện tích hình phẳng giới 
hạn bởi đường y = x SŨ1X, trục hoành và hai 
đường thẳng x = 0,x = K. Khẳng định nào sau 
đây là sai? 


Câu 39: Cho hàm số y = f{x)xá c định ữên 
liên tục trên mỗi khoảng xác định và 
có bảng biến thiên sau: 


X 

-QO -10 1 +00 

y' 

- 

- II - 

- 

y 

V 

400 

+00 

\ 


Hỏi khẳng định nào dưới đây là khẳng định sai? 

A. Hàm số đạt cực trị tại điểm X = 0 . 

B. ĐỒ thị hàm số có hai tiệm cận ngang là các 
đường thẳng y=-2 và y = 2. 

c. Hàm số không có đạo hàm tại điểm X =0. 
D. Đồ thị hàm số có hai tiệm cận đứng là các 
đường thẳng X=-1 và X=l. 

Câu 40: Hỏi có bao nhiêu giá ữị nguyên của m để 
bất phưcmg trình: 

log5 + log(x 2 +l)>log(í7« 2 +4x + m'J 
nghiệm đúng với Vx G R. 

A.l. B. VmeZvà m<3. 

c. 0. D. 2. 

Câu 41: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
mặt cầu tâm bán kính R; đi qua 3 điểm 

A(2;0;l);B(l;0;0);C(l;l;l) và tâm I thuộc mặt 
phẳng: x+y+z-2 = 0. 

Tính (fl+2Ỉ7+3c).B. 

A. 12. B.8. C.4. D.6. 
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A. - 

c. 


Câu 42: Cắt mặt cầu (S) bằng một mặt phẳng cách 
tâm một khoảng bằng 4cm được một thiết diện là 
một hình ữòn có diện tích 9ĩicm 2 . Tính thể tích 
của khối cầu (S). 

50Ũ7t_ 3 „ 250071_ 3 

—~—crrf. B. •—cm . 

3 3 

25tc_ 3 „ 250rc_ 3 

——cm . D. ——cm . 

3 3 

Câu 43: Cho a và b là các số thực dưong, «5*1. 
Hỏi khẳng định nào dưới đây lá khẳng định 
đứng? 

A. log^ (« 2 + flỉ?) = 4 + 21og n b. 

B. log^ (« 2 + ab) = 41og„ (« + &). 

c. log^(« 2 4-ab) = 24-21og n («4-&). 

D. log^ (« 2 + flib] = 1 + 41og fl b. 

Câu 44: Giải phưong trình: 

log 5 X4-log 2S x=log 02 >/3. 

B. x = -ịr. 

3 S 


A. X = SÍ3. 


c ’ x= ~ế' : Đ,x ~ ± ế' 

Câu 45: Tìm nguyên hàm của hàm số: 

/(x) = 2017* 

A. j/(x)dx = 2017*4-C. 

B. J/(x)dx = 2017* ln2017 + c. 

C. |/ W d,=J rĩ 2017- + C. 


Câu 46: Cho X, y, z là các số thực thỏa mãn 
2*=3 y =6 -z . Tính giá trị của biểu thức 
M = xy+yz-+zx. 

A. 1. B. 6. c. 0. D. 3. 

Câu 47: Tính giá trị cực tiểu y CT của hàm số 
y = x 3 -12x4-20. 

A. y a . = 36. B. y CT = 20. 

VcT = 0 Vcr = 4 • 

Câu 48: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, tìm 
tâm và bán kính của mặt cầu: 

( S ):(x-l) 2 + (y-2) Z + (z-3) 2 =16. 

A. l(l;2;3);R = 16. B. í(-l;-2;-3);R=16. 
c. í(l;2;3);R=4. D. í(-l;-2;-3);R = 4. 
Câu 49: Trong các hàm số sau, hàm số nào đồng 
biến trên khoảng (-1;3). 

A. y = ~x 3 +2x 2 +6x-2. 

* 3 

B. y = X 4 4- 18x 2 - 2. 

Gy-fĩ=f. 

y 3x + l 

D. y = 2x z -6x-2. 

Câu 50: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình 
vuông cạnh bằng a, cạnh bên SA vuông góc với 
mặt phẳng đáy, biết SA = «73. Tính diện tích mặt 
cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABCD. 

4na 2 
5 

4n a 2 


A. - 

c. - 


B. 57tH 2 . 


D. 


Ĩ 3 S 
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Câu 1: Tìm 777 để hàm số y = — 6x + m 
4 x-m 

có tiệm cận đứng? 

I" 777 = 0 

A. 777 =2 B. „ c. 777 = 16 D. 777 =1 
[777 = 8 

Câu 2: Hàm số 1 / = 2x 4 - 8x 3 +15: 

A. Nhận điểm X =3 làm điểm cực đại 

B. Nhận điểm x = 0 làm điểm cực đại 
c. Nhận điểm X = 3 làm điểm cực tiểu 
D. Nhận điểm X=3 làm điểm cực đại 

Câu 3: Hàm số y = ^x 3 -rnx 2 ~(3m+2)x+l 


đồng biến trên ?v khi m bằng: 


r 777 > —1 

[777 >-1 


B. 

[777 <-2 

[777 <-2 

c. -2á?77<-l 

D. —2 < 777 < —1 


Câu 4: Tìm 777 để hàm số 

y = “ X 3 + mx 2 - [m 2 - 777+l)x+1 đạt cực tiêu tại 
x=l. 

A. 777 =-:2 B. 777 = -1 C. 777 =2 D. 771=1 
Câu 5: Những giá trị của 777 để đường thẳng 

4 N 2x+l 

y=x+m-1 cắt đồ thị hàm số y = ———- tại hai 
* -x+1 

điểm phân biệt A,B sao cho AB = 2\Ỉ3 là: 

A. m = 4±VĨÕ B.m = 4±s 

c. 777 = 2±s D. m = 2±yJĨÕ 


„ 4 

Cầu 6: Hàm số y = ——— có bảng biến thiên như 

X +1 

hình vẽ. Xét trên tập xác định của hàm số. Hãy 
chọn khẳng định đúng? 



A. Hàm số có giá ữị lán nhất bằng 4 và giá ữị 
nhỏ nhất bằng 0 

B. Hàm số có giá ữị lớn nhất bằng 0 


C. Không tồn tại giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ 
nhất của hàm số 


D. Hàm số có giá trị lớn nhất bằng 4 
Câu 7: Cho hàm số y = x i - 2mx 2 +2m + m 4 . Với 
giá trị nào của 777 thì đồ thị (C m ) có 3 điểm cực 
trị, đồng thời 3 điểm cực trị đó tạo thành một tam 
giác có diện tích bằng 2. 

A. 777 = ^4 B. 777 = 16 

C. 777 = ^16 D. 777 = -ỰĨ6 

Câu 8: Giá ữị nhỏ nhất của hàm số 

y = sm 3 x-cos2x + sinx + 2 trên khoảng 1^0; 
bằng: 

93 

A. -1 B. 6 c. -=5 D. 1 

27 

Câit 9: Một chất điểm chuyển động theo phương 
ữình s = -2i 3 + 18f 2 + 2í 4- 1, trong đó t tính bằng 
giây (s) và s tính bằng mét (ĩrì). Thòi gian vận tốc 
chất điểm đạt giá ữị lớn nhất là: 

A. t = 5s B. í = 6s c. f.= 3s D. f = ls 

Câu 10: Giá trị nhỏ nhất của hàm số 
f(x) = xị2-ìnx) trên [2; 3 ] là: 

A. 1 B. 4-21n2 

c. e D. -2 + 21n2 

Câu 11: Đường thẳng đi qua điểm cực đại, cực 
tiểu của đồ thị hàm số y = x 3 - 3mx + 2 cắt đường 
tròn tâm í(l;l), bán kính bằng 1 tại 2 điểm phân 
biệt A,B sao cho diệh tích tam giác IAB đạt giá 
trị lớn nhất khi 777 có giá trị là: 


2±s 

B m -liẩ 

2 

2 

2±4E 

™ 2 ±73 

D. 777 =. 


Câu 12: Trong một khối đa diện, mệnh đề nào sau 
đây đúng? 

A. Hai cạnh bất kì có ít nhất một điểm chung 

B. Hai mặt bất kì có ít nhất một điểm chung 
c. Mỗi đỉnh là đỉnh chung của ít nhất 3 mặt 
D. Hai mặt bất kì có ít nhất một cạnh chung 

Câu 13: Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là 
tam giác vuông cân tại A, AB = 2cm và có thể 
tích là 81C777 3 . Tính chiều cao của hình chóp đã 
cho. 
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A. h=3cm 

B. H = 6cm 

c. h = 10cm 

D. h = 12cm 

Câu 14: Cho hình lăng trụ đứng ABC.A 1 B 1 C 1 có 
đáy ABC là tam giác vuông cân tại A, AB=l-Ịĩcm 
và AA Í = 2 cm. Tứửi thể tích V của. khối chóp 

BAjACCj. 

A T/ 16 3 

A. V =—cm 

3 

B. v =—cm 3 

3 

c. v =—cm 3 

3 

D. V=ồcm 3 

Câu 15: Cho khối tứ diện đều ABCD cạnh bằng 

2 cm. Gọi M,N,P 

lần lượt là trọng tâm của ba 

tam giác ABC,ABD,ACD. Tính thể tích V của 

khối chóp AMNP. 

A ' v ểi™ 3 

B. v =—cm 3 

81 

c. V = ^Ế.cm 3 

D. v = ệ-cm 3 


Câu 16: Trong không gian, cho tam giác ABC 
vuông tại A, AC =2 a, ABC = 30°. Tính độ dài 
đưòng sinh của hình nón nhận được khi quay 
tam giác ABC quanh trục AB. 

A.l=4a B. l = a^3 C.l = ~-Đ.l=2a 

Câu 17: Một thùng hình trụ có thể tích là 48ĩt, 
chiều cao là 3. Diện tích xung quanh của thùng 
đó là: 

A. 12tĩ B. 2471 c. 471 D.18 ti 
Câu 18: Cho hình chóp S.ABC, đáy là tam giác 
vuông tại A, Ab = 3,AC = 4, SA vuông góc vói 
đáy, SA = 2-JvL. Thể tích V của khối cầu ngoại 
tiếp hình chóp S.ABC là: 

A.y=ỉệĩ 

6 6 

C.V = ^ Đ.V = ^ 

8 8 

Câu 19: Người ta cần đổ một ống thoát nước hình 
trụ với chiều cao 200cm, độ dày của thành ống là 
15cm, đường kính của ống là 80cm. Lượng bê 
tông cần phải đổ là: 

A. 0,1957im 3 B. 0,187im 3 

c. 0,147OT7 3 Đ. 7OT7 3 

Câu 20: Số phức z = a + bỉ thỏa mãn 
2z + z-5 + z' = 0. Tính 3a + 2b ? 
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A. 3 B. -7 c. 6 D. -3 
Câu 21: Gọi z 1 ,z 2 là hai nghiệm phức của 
phương trình Z 2 -Z+1 = 0. Tính môđun của số 
phức: z = Zj + z 2 +4-3Í. 

A. |z| = 6 B.|z| = 3>/2 

C.|z| = 2>/3 D. |z| = 18 

Câu 22: Cho hai số phức Zj = 2+ỉ, z 2 = 5 - 3 i. số 
phức liên hợp của số phức z = Zj (3 - 2z) + z 2 là: 

A. Z=-13-4Í B. z = -13 + 4z 

c. z=13-4 i D. z = 13+4z' 

Câu 23: Trong các số phức thỏa mãn điều kiện 
|z + 3zj = |z + 2-i|. Tun số phức có môđun nhỏ 
nhất? 

A. z=l-2i B. z=-“H—z' 

c.z=ị-ịỉ D. z = -l + 2z' 

5 5 

Câu 24: Cho số phức z thỏa mãn điều kiện 
|z-3+4zj<2. Trong mặt phẳng Oxy tập hợp 
điểm biểu diễn số phức w = 2z+l-i là hình tròn 
có diện tích: 

A. S=9tt B. S = 12ti c. S = lÔ7t D. S = 25 tt 
C âu 25: Cho các số phức Zj,z 2 khác nhau thỏa 
mãn: |z 1 |=|z 2 ị. Chọn phương án đúng: 

A. ^ = 0 

Zl -Z 2 

B. 2 * + " là số phức với phần thực và phần ảo 

Zj-Z 2 

đều khác 0 

z. + z, „ 

C. 1 2 là số thực 

Zj -z 2 

D. Zl + — là số thuần ảo 
Zj — z 2 

Câu 26: Tun nguyên hàm của hàm số: 

/(*) = cos5z. 

A. J/(z)dz=-ỉsin5z+C 

B. J/(z)dz = 5sm5z + C 
c. J/(z)dz=ỉsm5z + C 
D. J/(x)dx = -5sin5x + C 
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Câu 27: Cho hàm số g(x) có đạo hàm trên đoạn 

[-l;l]. Có g(-l)=3 và tích phân í = jV(x)dx=-2. 


Câu 28: Biết G(x) là một nguyên hàm của hàm 
số và G(l) = 3. Tính G(4). 


c. -ln2-3 D. ln2-3 

Câu 29: Cho j /(x)dx = -3, tính í = J fị^ jdx. 


Câu 30: Biết rằng: 

[ịx+ _ } : ldx = -^ln "2 + feln 2 + cln^. 
ị{ 2e x +lJ 2 3 

Trong đó a,b,c là những số nguyên. Khi đó 
s=a+b-c bằng: 

A. 2 B. 3 c. 4 D. 5 
Câu 31: Diện tích hình phẳng giới hạn bởi các 
đường y = \lá-x 2 và y 2 =6-3x bằng: 


c.ụ-ệ D.ĩ + ậ 

3 6 3 6 

Cầu 32: Một đám vi trùng tại ngày thứ t có số 
lượng là Nịt). Biết rằng N'ịt) = và lúc 

đầu đám vi hùng có 250000con. Hỏi sau 10 ngày 
số lượng vi ữùng là bao nhiêu? 


The best or nothing 

A. D = (-3;+oo) . B. D = (-3;5) 

c. D=(-3;+oo)\{5} D. D = (-3;5] 

Câu 35: Bạn Hùng trúng tuyển vào đại học nhung 
vì không đủ nộp tiền học phí Hùng quyết định 
vay ngân hàng trong 4 năm mỗi nam 3.000.000 
đồng để nộp học với lãi suất 3%/năm. Sau khi tốt 
nghiệp đại học Hùng phải trả góp hàng tháng số 
tiền T (không đổi) cùng với lãi suất 0,25%/tháng 
trong vòng 5 năm. Số tiền T mà Hùng phải trả cho 
ngân hàng (làm ữòn đến hàng đon vị) là: 

A. 232518 đồng B. 309604 đồng 

c. 215456 đồng D. 232289 đồng 
Câu 36: Cho hàm số /(x) = log 3 (x 2 -2x). Tập 
nghiệm s của phưong trình f"(x) = 0 là: 

A. s = 0 B. S = Ịl±>/ 2 Ị 

c. S = {0;2} D. s = {l} 

Câu 37: Bất phưoug trình 

31og 3 (x-l) + log^_(2x - 1) < 3 có tập nghiệm là: 

A.(l;2] B.[U] c.[-i; 2 ] D. 

Câu 38: Mọi số thực dưong a,b. Mệnh đề nào 
đứng? 

A. log 3 a<log 3 Ỉ7<=>a>b 

B. log 2 (a 2 + fe z ) = 21og(« + Ỉ7) 
c. log oí+l a>log o2+l & 


Câu 39: Rút gọn biểu thức: p = - 


(a> o). Kết quả là: 


Câu 33: Cho log3 = m; ln3 = n. Hãy biểu diễn 


Câu 40: Giải phưong trình 

X 2 .5 X_1 -Í3 X - 3.5 X_1 ) X + 2.5 X_1 - 3 X = 0. 


Câu 34: Tập xác định của hàm số 
y=(x + 3f-ịỈ5^x là: 


Câu 41: Phương hình Í3 +75Ị +( 3 -^ 5 ) =3.2 X 


có nghiệm là: 

|"x = —1 „ fx = 0 
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Câu 42: Tập nghiệm của bất phương trình: 
3 2r+1 -10.3*+3<0 là: 


A. [-1;0) B. (-l;l) c. (0;l] D. [-l;l] 
Câu 43: Trong không gian với hệ tọa độ Oocyz, 
cho hai điểm Aị3;3}2) và B(5;1;4). Tìm tọa độ 
trung điểm I của đoạn thẳng AB. 



B. í(4;2;3) 


-HI 


Câu 44: Trong không gian với hệ tọa độ Oxỵz, 


1 x = t 

cho đường thẳng d:ịy = 2-t ịte é). Vectơ nào 
z = 4 + f 


dưới đây là vectơ chi phương của d? 

A. Mj =(0;2;4) B. Mj =(2;-1;0) 

C. H ; = (1;-1;1) D. M ; = (-2;3;5) 

Câu 45: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, 
cho ba điểm A(4;2;5), B(3;1;3), c(2;6;l). 
Phương ữình nào dưới đây là phương trình của 
mặtphẳng (ABC)? 

A. 2x-z-3=0 B. 2x+y+z-3=0 


c. 4x-y-5z+13=0 D. 9x-y+z-16 = 0 
Câu 46: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, 
phương trình nào dưói đây là phương hình của 
mặt cầu có tâm l(-l;3;2) và tiếp xúc với mặt 
phẳng (P):2x + 2y + z + 3 = 0. 

A. (x + l) 2 +(y-3) 2 +(z-2) 2 =9 

B. (x + l) 2 +(y-3) 2 +(z-2) 2 =l 
c. (x + l) 2 + (y-3) 2 + (z-2) 2 =4 
D. (x + 5) 2 +(y + l) 2 +z 2 =9 

Câu 47: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, 
cho điểm Ai!; 2;l) và đường thẳng 

d 'X = y _ z l = z^2. d x-3_y-2 .z 

1 2 1 2 2 1 2 3' 

Phương trình đường thẳng d đi qua A, vuông 
góc với d 1 và cắt d 2 là: 


v.i..ĩzk = l = ĩzỊ 

1 -3 -5 2 3 -4 

'x = 2 + t 

„ „ , x-2 y-2 Z-1 

y=2 ( fsR ) 

z = l-f 

Câu 48: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, 
cho đường thẳng A: Y = = 2 ^ và mặt 
phẳng (P):x+2y + 2z-4 = 0. Phương trình 
đường thẳng d nằm ữong (p) sao cho ã cắt và 
vuông góc với đường thẳng A là: 


x=-3+t 
y = ĩ-2t(teR) 
z=l—í 


I. d : 


x = 3t 

y = 2 + t (íeK) 
z = 2 + 2í 


c. d: 


= -l -t ' 
y = 3-3t(feR) 
z = 3 - 2f 


x = -2-4t 

:■ y=-l+3f(fel) D . d:ị 
z=4-f 1 

Câu 49: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, 
cho hai điểm A(l;0;2); B(0;-1;2) vàmặtphẳng 
(p): X + 2y - 2z+12 = 0. Tun tọa độ điểm M 
thuộc (p) sao cho MA+MB nhỏ nhất? 

A. M(2;2;9) 




í 6 - 

18 

• 25 ì 

l 11 

11' 

11J 

-JL. 

_ 11 . 

-Mì 


1, 15 15 15 ) 
Câu 50: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, 

", ", ir:I 

cho ba đường thẳng: ă l :ịy = l,f e K; 


z = í 


x = 2 

_ , X— 1 y z—1 

y = u ,u £ M; A:—— = —= -— 
_ , . 1 1 1 
Z = l + « 


Viết phương hình mặt cầu tiếp xúc vói cả d l ,d 2 
và có tâm thuộc đường thẳng A? 

A. (x-l) 2 +y 2 +(z-l) 2 =l 

C HĨ + HJ + H) -ì 

d -HĨ + HI + HK 
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ĐỀ Tự lUVỆN số 7 
(THPT AN LÃO - HẢI PHÒNG) 


The best or nothing 


Câu 1: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, viết 
phưong trình mặt phẳng (p) đi qua hai điểm 
A(l;l;l), B(0;2; 2 ) đồng thời cắt các tia Ox, Oy 
lần lượt tại hai điểm M,N (không trùng với gốc 
tọa độ o) sao cho OM = 2ON. 

A. (p):3x + i/ + 2z-6=0. 

B. (p):2x + 3y-z-4 = 0. 
c. (P):2x + i/ + z-4=0. 

D. (P):x + 2y-z-2 = 0. 

Câu 2: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
hình cầu (s):x 2 +y 2 +z 2 -2x-4y-6z-2 = 0. 
Viết phương trình mặt phẳng (a) chứa Oy cắt 
mặt cầu (s) theo thiết diện là đường tròn chu vi 
bằng 8rc. 

A. (a):3x + z + 2 = 0. B. (a):3x+z = 0. 
c. (a):x-3z = 0. D. (a):3x-z = 0. 

Câu 3: Cho hàm số y = mx 3 -3mx 2 +3x + l. Tun 
tất cả các giá trị của tham số 777 để hàm số đồng 
biến hên ỈR. 

A. 0 < 777 < 1. B. m<0vffl>l. 

c. 0< 777<1. D. 0< 777<1. 

Câu 4: Gọi V là thể tích của khối tròn xoay tạo 
thành do quay quanh trục hoành một Elip có 

X , X 2 y 2 „ vx „ 

phương ữình ~ = 1. V có giá trị gần nhất 

vói giá ữị nào sau đây? 

A.550. B.400. C.670. D.335. 

Câu 5: Cắt khối lăng ữụ ABC.A'B'C' bải các mặt 
phẳng (AB'ơ) và (ABC') ta được những khối 
đa diện nào? 

A. Hai khối tứ diện và hai khối chóp từ giác. 

B. Ba khối tứ diện. 

c. Một khối tứ diện và hai khối chóp từ giác. 
D. Hai khối tứ diện và một khối chóp tù giác. 
Câu 6: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình 
thang cân, AB = 2 a, CD = a,ABC = 60°. Mặt bên 
SAB là tam giác đều và nằm trên mặt phẳng 


vuông góc với (ABCD). Tính bán kính R của 
mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABC. 

A.R = ĩệ. B. R=a. 

3 

c .R = ^ệ-. D. R = ^-. 

3 3 

Câu 7: Tính thể tích V của khối tròn xoay thu 
được khi quay hình thang ABCD quanh trục 
OO', biết 00' = 200, 0'D = 20, 0'C = 10, OA = 10, 
OB = 5. 



D c 0 


A. V= 75000TC. B. y = 4000071. 

c. V=3500071. D. V = 3750071. 

Câu 8: Gọi s là diện tích hình phang giói hạn bởi 
các đường y = x 2 +5, y = 6x, x = 0, x = l. Tính s. 

A.s=ị. B. s = ị. c. s = |. D. s = |. 

3 3 3 3 

Câu 9: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, .cho 
mặtphẳng (p) có phương trình 2x+y-3z+l = 0. 
Tun một vecto pháp tuyến h của (p). 

A. n = (-4;2;ó). B. n = (2;l;3). 

c. íi = (-6;-3;9). D. 77 = (6;-3;- 9 ). 

ữ ì (ựã-y[ã ĩ ) 

Câu 10: Cho hàm số /(«) = —r—^-— với 

, ề{slĩ-*IA) 

a>Q,a#l. Tính giá trị M = /(2017 2016 ). 

A. M=2017 1008 -1. B. M=-2017 1008 -1. 

c. M=2017 2016 -1. D. M = l-2017 2016 . 
Câu 11: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, 
cho í(— l;2;l) vàmặtphẳng (p) có phương ữình 


LOVEBOOIC.VN I 383 






Công Phá Toán _ 

x+2y-2z + 8 = 0. Viết phương trình mặt cầu 
tâm I và tiếp xúc với (í 3 ). 

A. (*-lf+(y+2) ! + ( 2+ .l) ! =9. 

B. (i+l)’+(y-2) ! +(z-l) ! =3. 

C. («l) 2 + (y-2)’ + (z-lf=4. 

D. (i+l) í +(y-2) 2 +(z-lf-9. 

Câu 12: Ngày 01 tháng 01 năm 2017, ông An đem 
800 triệu đồng gửi vào một ngân hàng với lãi suất 
0,5% một tháng. Từ đó, cứ tròn mỗi tháng, ông 
đến ngân hàng rút 6 triệu để chi tiêu cho gia đình. 
Hỏi đến ngày 01 tháng 01 năm 2018, sau khi rút 
tiền, số tiền tiết kiệm của ông An còn lại là bao 
nhiêu? Biết rằng lãi suất trong suốt thòi gian ông 
An gửi không thay đổi. 

A. 800.(1,005)”-72 (triệu đồng). 

B. 1200-400.(1,005) 12 (triệuđồng). 

c. 800.(1,005) 12 -72 (triệu đồng). 

D. 1200-400.(1,005)” (triệu đồng). 

Câu 13: Biết 1= -—^— dx = aìn^; + b 

{ x-2 3 

( a,b € M). Khi đó, túửi giá trị của a + 4b. 

A. 50. B. 60. c. 59, D. 40. 

Câu 14: Tun tất cả các giá trị thực của tham số m 

để hàm số y = x +mx + ^ liên tục và đạt giá trị 
x+m 

nhỏ nhất ữên [ũ; 2] tại một điểm x 0 g( 0;2). 

A. 0<m<l. B. m> 1. 

c. m>2. D. -l<m<l. 

Câu 15: Tun tập nghiệm s của phương hình 
5 2x *~ x =5. 


A. s = 0. 

B. S = Jo;-l. 

1 2 J 

c. s = { 0 ; 2 }. 

as= H}- 

Câu 16: Có tất cả bao nhiêu số thực m để hàm số 

1 3 2(2 

y=—x -mx +ịm 

-m + ìjx+ĩ đạt cực đại tại 

x = l? 


A. 0. B. 2. 

c. 1. D. 3. 


Ngọc Huyền LB 

Câu 17: Cho tứ diện ABCD có AD vuông góc 
vớimặtphẳng (ABC). Biết đáy ABC là tam giác 
vuông tại B và AD = 10, AB = 10, BC = 24. Tính 
thể tích V của tứ diện ABCD. 

A. V =1200. B. V =960. 

c. V=4O0. D. v = ^. 

3 

Câu 18: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, 
cho tam giác ABC có A(-1;3;2),B(2;0;5), 
c (ũ; -2; 1). Viết phương trình đường trung tuyến 
AM của tam giác ABC. 

. ... x+l y- 3 z-2 

A. AM:- 2 —= *--=—•=. 

2-4 1 

B. ^M : ĩzl,t! = ĩ±ỉ. 

2-4 1. 

c. 

-2 4 -1 

D. = = 

1 -1 3 

Câu 19: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, 
cho Ã(l;2;-l),ỉỉ(3;4;3). Tim tọa độ của X biết 
x = b-ã. 

A. ĩ(l;l;2). b; x(-2;-2;4). 

c í(-2;-2;-4). D. ĩ(2;2;4) . 

Câu 20: Cho tam giác ABC vuông góc A, 
ABC = 60°. Tính thể tích V của khối ữòn xoay 
sinh bởi khi quay A ABC quanh hục AB, biết 
BC=2a. 

A. v=fl 3 . B. V = 3a 3 . 

c. V = m 3 . D.v=?ệ-. 

3 

Câu 21: Cho a,b,c là các số thực dương {a,b =£ 1). 
Mệnh đề nào dưới đây đúng? 

A - loS "(ị] = 3 log » k 

B. a ĩ ° s ’ i =b. 

c. log o0 Ỉ7 = alog 0 & (a?t0). 

D. log n c = log b c.log 0 b. 

Câu 22: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, 
cho ba điềm A(1;2;3 ),B(ũ; 1;1),C(1;0;-2) và mặt 
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phẳng (p) có phương trình x+j/+z+2 = 0. Gọi 
M là điểm thuộc mặt phẳng (p) sao cho giá trị 
biểu thức T=MA 2 +2MB 2 +3MC 2 nhỏ nhất. 
Tính khoảng cách từ điểm M tói mặt phẳng 
(Q):2x-y-2z + 3 = 0. 

A.Ỉ#. bM. C.24. D.|Ị. 

3 54 54 

Câu 23: Cho hàm số y = -x i + 2x 2 +3 có giá trị 


cực đại và cực tiêu lần lượt là y v y 2 - Mệnh đề nào 
dưới đây là mệnh đề đúng? 

A. 2 y 1 -y 2 =5. B. y 1 + 3ij 2 =15. 

C.y 2 - Vl =2&. Đ.y x + y 2 =l2. 

Câu 24: Cho hàm số y = /(x) có bảng biến thiên 


như sau: 


X 

-00 

0 

2 +00 

y’ 

+ 

0 

0 + 

y 


5 

+00 




h,/ 


Mệnh đề nào dưới đây là mệnh đề đứng? 

A. Hàm số có giá trị cực đại bằng 1. 

B. Hàm số có giá frị cực tiểu bằng 5. 
c. Hàm số có đúng một cực trị. 

D. Hàm số đạt cực đại tại x=0. 

Câu 25: Đường thẳng y = 2 là tiệm cận ngang của 
đồ thị hàm số nào dưới đây? 


A. 


2 

x+1' 


B. 


y 


-2x + 3 
x-2 


_2 x-2 1+x 

* x+2 y l-2x 

Câu 26: Gọi s là diện tích hình phẳng giới hạn 
bởi các đường my = x 2 ,mx=y i ịrn>0 y j. Tun giá 
trị của m để s = 3. 


A. m= 1. B. m =2. C. m = 3. D. m = 4. 
Câu 27: Cho a,b,c là các số thực dưong [a,b * l) 
và log n b = 5;logj, c = 7. Tính giá teị của biểu thức 

p=log *00- 

A. p=ị. B. p = -15. 

7 

c. p=~. D. P=-60. 


The best or nothing 
Câu 28: Một cửa hàng cà phê sắp khai ữương 
đang nghiên cứu thị hường để định giá bán cho 
mỗi cốc cà phê. Sau khi nghiên cứu, người quản 
lý thấy rằng nếu bán với giá 20.000 đồng một cốc 
thì mỗi tháng trung bình sẽ bán được 2000 cốc, 
còn từ mức giá 20.000 đồng mà cứ tăng giá thêm 
1000 thi sẽ bán ít đi 100 cốc. Biết chi phí nguyên 
vật liệu để pha một cốc cà phê không thay đổi là 
18.000 đồng. Hỏi cửa hàng phải bán mỗi cốc cà 
phê với giá bao nhiêu để đạt lợi nhuận lớn nhất? 
A. 25.000 đồng. B. 22.000 đồng, 

c. 31.000 đồng. D. 29.000 đồng. 

Câu 29: Cho hình chóp S.ABC có đường cao SA, 
đáy ABC là tam giác vuông tại A. Biết SA = 6a, 
AB = 2a, AC = 4a. Tính bán kính R của mặt cầu 


ngoại tiếp hình chóp S.ABC. 

A. R = 2a^Ỉ7. B. R=aJĨ 4. 

c. R = 2aS. D. R = 2a4ề. 


Câu 30: Cho đường thẳng d có phưong trình 
ịx = l+2t 

tham số •> y-2-t. Viết phưong trình chính tắc 
[z = -3 + í 


của đường thẳng ả. 


2 -1 

1 

x-l_y-2 

_ z-3 

2 -1 

1 

x-1 y-2 

z + 3 

2 1 

= ~T' 

_z+l y+2 

_z-3 


2-11 


Câu 31: Tính tích phân 1 = 1^—--yjdx 

A. /=-. B. ĩ = -+l. 

e e 

c. 1=1. D. I=e. 


Câu 32: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, 
cho A(l;2;-l),B(-l;0;l) và mặt phẳng 
ịpỴ.x+2y— Z+1 = 0. Viết phương trình mặt 
phẳng (Q) qua A,B và vuông góc với (p). 

A. (Q):2z-y+3 = 0. B. (q):-x + ị/ + z = 0. 
c. (Q):x+z = 0. D. (Q):3z-y + z = 0. 
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Câu 33: Tim nguyên hàm ịxịx 2 + 7 ) dx. 


A. ịự +7) 16 +c. B. -~(x 2 +7) 16 +c. 
c. -!-(x 2 + 7) 16 + c. D. ị-(x 2 +7) 16 +c. 

16'' > 32' ' 

Câu 34: Tìm tất cả các giá trị của tham số thực m 
để phương trình mx-ìnx=0 có 2 nghiệm phân 
biệt thuộc khoảng (2; 3 ). 


c (“;} 

Câu 35: Tìm tập nghiệm s của bất phương trình 
log 3 (2x + 3)<log 3 (l~4 


A: s=ị 



' 3. 2^Ị 

{ 3 ; / 

B. s = | 

, 2 ; 3) 

c. s = | 

m 

D. s = 

HÍ 

2 x-l 

Câu 3'6: Tun đồ thi của hàm số y = — —- 
9 x-3 


các đồ thị hàm số dưới đây. 



c. 


D. 


Câu 37: Cho hình chóp S.ABC có 
SA=SB=SC = 6, AC = 4; ABC là tam giác vuông 
cân tại B. Tính thể tích V của khối chóp S.ABC. 

A. V = l6\Ịỹ. B. v = 

c. V = 16yỈ2. D. V = ^~. 

Câu 38: Hàm số nào dưới đây đồng biến trên tập 
xác định của nó? 


c. y = (s) x . Đ. y = (0,5) x . 

Câu 39: Cho hàm số y = log 2 X. Mệnh đề nào dưới 
đây sai? 

A. Đạo hàm của hàm số là y' = ■ 

9 ;đn2 

B. ĐỒ thị hàm số nhận hục Oy làm tiệm cận 
đứng. 

c. Tập xác định của hàm số là (- 00 ; + 00 ). 

D. Hậm số đồng biến ữên khoảng (0;+oo). 
Câu 40: Người ta cần lọp tôn cho một mái nhà 
như hình vẽ. Biết mái trước, mái sau là các hình 
thang cân ABCD,ABFE ; hai đầu hồi là hai tam 
giác cân ADE,BCF tại A và B; hình chiếu 
vuông góc của A trên mặt phẳng (CDEF) là H; 
AB = l6m,CD = EF = 20m;AH=l,73m; ED=CF=6m 
Tính tổng diện tích s của mái nhà (diện tích của 
hai mái trước, sau và hai đầu hồi). 


A B 



A. s«281m 2 . B. s~78m 2 . 

C. s»141m 2 . D. s»261m 2 . 

Câu 41: Cho hàm số y = mx 3 + ịm 2 - 6}x 2 + 4. Có 
bao nhiêu số nguyên m đó là hàm số có 3 điểm 
cực ữị ữong đó có đúng 2 điểm cực tiểu và 1 điểm 
cực đại? 

A. 4. B. 3. c. 2. D. 5. 

Câu 42: Gọi diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ 

thị y = Ậ và hai trục tọa độ là s. Tính s. 
x-1 

A. s=l-41nị. B. s = 41nị. 

3 3 

c. s = 41nị-l. D. s = lnị-l. 

3 3 
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Khi đó tính giá ừị của a-b. 

1 _ 3 _ 1 
A. -4. B. 0 . c. D. 4. 

6 10 5 


Câu 44: Cho phưong trình 3 2 * +10 -6.3 X+4 - 2 = 0 
(1). Nếu đặt í = 3* +5 (f>0) thì (1) trở thành 
phưong trình nào sau đây? 

A. 9í z -6í-2 = 0. B. t 2 -2t-2=0. 

c. í 2 - 18 í -2 = 0 . D. 9í 2 -2í-2 = 0 . 

Câu 45: Cho hàm số y = -X 4 + 2x 2 + 3. Mệnh đề 
nào dưới đây là mệnh đề đúng? 

A. Hàm số có 1 cực đại và 2 cực tiểu. 

B. Hàm số có 2 cực đại và 1 cực tiểu. 

c. Hàm số không có cực đại, chỉ có 1 cực tiểu. 
D. Hàm SỐ có 1 cực đại và 1 cực tiểu. 

Câu 46: Hàm Số y = -X 4 4- 8x 2 + 6 đồng biến trên 
khoảng nào dưới đây? 

A. (-2;2). B. (-oo;-2) và (ũ;2). 

c. (-co;-2) và (2;+oo). D. (-2;0) và (2;+oo). 


_ The best or nothing 

Câu 47: Tun X để hàm số y = x + \lế-x 2 đạt giá 
trị nhỏ nhất. 

A. X = 2-JĨ. B. X = —2. 

c. x = l. D. X=4Ĩ. 

Câu 48: Cho hàm số /(x) = e*~*\ Biết phưong 
trình f'(x)=0 có hai nghiệm x v X 2 . Tính x x x r 

A. x x x 2 =~. B. x x x 2 =l. 

3 

c. x.x, D. =0. 

1 2 4 12 

Câu 49: Cho /(x) = 2'^^4=‘- Hàm số nào dưới 
Vx 

đây không là nguyên hàm của hàm số f(x)? 

A. F(x) = 2' J * +c. B. F(x) = 2(2' í -l) + C. 
c. F(x) = 2(2' /ĩ +l)+C. D. F(x) = T ỉĩ+l +c. 

Câu 50: Tun tập xác định D của hàm số 
y-(*+2x-3). 

A. D-R. B. D=(-oo;-3)u(l;+ooj. 

c. D = (0;+oo). D. D = K\{-3;l}. 
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Câu 1: Đường thẳng nào dưới đây là tiệm cận 
^ ỵ — \ 

đứng của đồ thị hàm số y = ——7? 
ở 3 x+1 

Ả. x=l. B. x=-l. c. y=l. Đ. y=-l. 

Câu 2: Tun nguyên hàm của hàm số 

/(x) = e x (l-2017 e - 2 *). 

A. J/(x)dx = e x 4 2017e~ x +c. 

B. Ịf(x)dx = e x -20l7e~ x +O. 

C. Ịf(x) áx =e x -^e- x + C. 

D. ị f(x)dx=e x +?~-e~ x +c. 

Câu 3: Cho tứ diện ABCD có thể tích bằng 24 và 
G là trọng tâm tam giác ACD. Tính thể tích V 
của khối chóp B.GAC. 

A. v = 8. B. V =10. c. v=2. D. V =6. 

Câu 4: Biết p(x) là một nguyên hàm của hàm số 
/(*):= JL và F(-2) = l. Tính F(2). 

A. F(2) = ln3-1. B. F(2) = y. 

c. F(2) = ln3+1. D. F(2) = 3. 

Câu 5: Cho số phức 0 thỏa mãn |z|>2. Tim 

giá trị lớn nhất của p =|~~j- 

A. p=l. B. p=ị. c. p = ị. D. p = ị. 

2 2 3 

Câu 6: Cho hàm số y = /(x) xác định trên 

E\|-l;l| / liên tục trên mỗi khoảng xác định và 


có bảng biến thiên như sau: 


X 

-OO-I 0 1 400 1 

y' 

- 


- 

y 

V 


400 


Tim tất cả các giá trị của tham số thực m sao cho 
phưong trình /(x) = 2m4l có hai nghiệm thực 
phân biệt. 


A. m<-2. B. m<-2 và m> 1. 

c. m> 1. D. m<-2 hoặc m> 1. 

Câu 7: Cho hàm số Ị/ = ịx 3 -ịx 2 -2x+2. Mệnh 
3 3 2 

đề nào dưới đây đúng? 

A. Hàm số nghịch biến trên khoảng (2;+oo). 

B. Hàm số đồng biến ữên khoảng (-1;2). 

c. Hàm số nghịch biến trên khoảng (-00; -l). 
D. Hàm số nghịch biến ữên khoảng (-1;2). 
Câu 8: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, cho 


mặt phẳng (p):x+y-2z-6 = 0 và mặt phẳng 
(p') : -X - y+2z+2 = 0. Xác định quỹ tích tâm các 
mặt cầu tiếp xúc với (p), tiếp xúc vói (p'). 

A. Mặt phẳng có phưong trình 

x+y-2z-8=0. 

B. Mặt phẳng có phưong teình 

x+y-2z+8=0. 

c. Hai mặt phẳng có. phương trình 
x+y-2z = 8, x+y-2z=-8. 

D. Mặtphẳng x+y-2z-4=0. 

Câu 9: Cho số phức z = a+bi {a,b ei) thỏa mãn 
(3-2i)z-4(l-i) = (2+i)z. Tmh p = a+b. 

A. p=-4. B. p = 2. c. p = 4. D. P=-2. 


Câu 10: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, 
cho hai điểm A(l;-2;3) và B(5;4;7). Phương 
trình nào dưói đây là phương ữình của mặt cầu 
nhận AB làm đường kính. 

A. (x.-5) 2 +(y-4) 2 +(z-7) 2 =17. 

B. (x-3) 2 +(y-l) 2 +(z-5) 2 =17. 
c. (x - 6 ) 2 + (y - 2) 2 + (z -10) 2 = 17. 

D. (x-l) 2 +(y + 2) 2 +(z-3) 2 =17. 

Câu 11: Tính đạo hàm của hàm số: 

y = log^(x.3 Zx +l). 

3 2 Mn9 + l (xln9+l).3 2x 

_ (x.3 2x +l)ln jĩ' ' y 

3 2x +4x 2 .3 2x 


A. y'=J 


c.y' = 


(x.3 2x +l)ln>/2' 


x.3 2x +l)ln>/2' 
(xln3 + l).3 21 
'x.3 2í +l)ln%/2' 
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Câu 12: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, 
tính khoảng cách từ điểm (l;2;3) đếnmặtphẳng 
đi qua ba điểm (l;0;ũ),(l;2;0),(0;3;0). 

A.l. B.2. C.3. D.6. 

Câu 13: Hỏi hàm số y = |x| - 3x +1 có tất cả bao 
nhiêu điểm cực trị? 

A. Có ba điểm cực trị. 

B. Có hai điểm cực trị. 

c. Không có điểm cực ữị. 

D. Có một điểm cực trị. 

Câu 14: Vòm cửa lớn của một trường THPT có 
dạng hình Parabol. Người ta dự định lắp cửa 
lánh cho cửa này. Hayx tính diện tích mặt kính 
cần lắp vào biết rằng vòm cửa cao 8 m và rộng 
8m.(biết OA = 8m, BC - 8m ) 



Câu 15: Cho hình thang cong (H) giới hạn bởi 
các đường y = e 2x r y = 0,x = 0 và X=ln2. Đường 
thẳng x = m (ũ<m<ln2) chia hình (H) thành 
hai phần có diện tích là Sj và S 2 như hình vẽ. Tun 
m để Sj = 2S 2 . 



c. m=.ln3. D. m=21n3. 

Câu 16: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, 
cho điểm M(l;2;-l). Viết phưong ữình mặt 


_ The best or nothing 

phẳng (p) đi qua gốc tọa độ O(0;0;ũ) và cách 
M một khoảng lớn nhất. 

A. x+2y—z=0. B. x—y-z=0. 

c. x+y+z-2=0. D. ị+l+±-=l, 

12-1 

Câu 17: Tim tập nghiệm s của bất phương trình 
32.4* —18.2* +1 < ŨL 
A. s = (l;4). B. S = (-5;-2). 

C.S = (-4;-l). D.s = (-3;l). 

Câu 18: SỐ mặt phang đối xứng của hình bát diện 
đều là: 

A.3. B.9. C.6. D. 12. 

a' lỉ+ 1 .a 2 -' lỉ 

Câu 19: Cho biểu thức p =- —.=.- ■ với a> 0. 

>1 

Mệnh đề nào dưới đây đúng? 

A. p = a 3 . B. p=a 5 . c. p=a. D. p=a 4 . 

Câu 20: Tun tập hợp tất cả các giá trị của tham số 
thực m để hàm SỐ y = sinx-cosx + 2017V2ra: 
đồng biến ữên khoảng (-oo;+oo). 

A.UL;4 B rA_ ;+ oo\ 

L 2017 J l 2017 J 

C. [2017;4co). D. (0;4 oo). 

Câu 21: Cho hàm số y = ax 4 + bx 2 + c có đồ thị 
như hình bên. Mệnh đề nào dưới đây đúng? 



A. fl<0, b<0, c<0. B. ữ>0, b<0, c>0. 

c. a > 0, b > 0, c < 0. D. a > 0, b < 0, c < 0. 

Câu 22: Với các số thực dương a,b bất kì. Mệnh 
đề nào dưới đây đúng? 

A. log 3 = 1 + |log 3 a + log 3 b. 

B. log 3 ịỳj = 1 + 31og 3 a + log 3 b. 
c ' lo S3^j = 1+ 3 lo g3«- lo S3 fe - 

D.log 3 í^-j = l + 31og3fl-log3h 
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Câu 23: Một chất điểm chuyển động theo quy 
luật s=6t 2 -í 3 -9t+l, với í (giây) là khoảng 
thời gian đó. Trong 5 giây đầu tiên, thời điểm t 
mà tại đó vận tốc của vật chuyển động đạt giá trị 
lớn nhất là: 

A. t= 2. B. í = 3. c. f=4. D. í=l. 

Câu 24: Biết f 2x + 3 dx = a ln 2 + b, với a, b là các 
ị 2-x 

số nguyên. Tính s=a+b. 

A. S = -5. B. s = 5. c. S = -9. D. s = 9. 

Câu 25: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, 
cho vectơ MN=(0;l;-l) và M(l;0;2). Tun tọa 
độ điểm N. 

A. N(-l;-l;-l). B. N(l;-1;3). 

c. N(-l;l;-3). D. N(l;l;l). 

Câu 26: Trong không gian với hệ tọa độ Oxỵz, 
dio mặt phẳng (?): -X+3y+5z+1=0. Vectơ 
nào dưới đây là vectơ phảp tuyến của mặt phẳng 

A. n 2 '(-l;-3;5). B. ũ'j(-l;3;5). 

c. n 3 (l;-3;5). D. n“(2;0;2). 

Câu 27: Tính môđun số phức z tìhỏa mãn 
(l+z')z + i = 3. 

A. H-Y • B - 

c. H = D. |z| = 5. 

Câu 28: Cho hàm số f{x) = -~-—. Tính tổng 

s=/ f 1 l +/ r 

J 1,2017 ) J {2017) J 1,2017 J 
A. s = 1008. . B. s=1007. 

c. s = 1973. D. s = 2017. 

Câu 29: Tun tất cả các giá trị của tham số thực m 

để phương hình Ị^Ị +2m + l = 0 có 

nghiệm thuộc khoảng (-oo;+oo). 


A. 


-ị<m< 4 + 2 V 5 . 
2 


B. -ỉ<m<4+2-v/5. 
2 


c. m<-\ hoặc m>ấ+2-j5. 
2 

D. m<-Ậ hoặc m>ấ+2-j5. 
2 


Câu 30: Sự tăng trưởng của một loại vi khuẩn 
được tính theo công thức f(t) = A.e rt , trong đó 
A là số lượrig vi khuẩn ban đầu, r là tỉ lệ tăng 
trưởng ịr > 0 ), í (tính theo giờ) là thời gian tăng 
hưởng. Biết số vi khuẩn ban đầu có 1000 con và 
sau 10 giờ là 5000 con. Hỏi sau bao lâu thì số 
lượng vi khuẩn tăng gấp 10 lần. 

A. 51n20 (giờ). B. 101og 5 20 (giờ). 

c. lOlogglO (giờ). D. 51nl0 (giờ). 

Câu 31: Tun nghiệm của phương trình 
log 3 (3x-2) = 3. 


A. ụ. B. 87. c. D. 

3 3 3 

Câu 32: Đồ thị của hàm số y = x 3 +2x 2 -Xỷl và 


đồ thị của hàm số y = x 2 -x + 3 có tất cả bao 


nhiêu điểm chung? 

A. 0. B 3. C.2. D. 1. 

Câu 33: Cho hàm số y = x +2x+2 - . Mệnh đề nào 
x+1 

dưới đây đủng? 

A. Cực tiểu của hàm số bằng 0. 

B. Cực tiểu của hàm số bằng -1. 
c. Cực tiểu của hàm số bằng 2. 

D. Cực tiểu của hàm số bằng -2. 

Câu 34: Cho hình lăng trụ lục giác đều 
ABCDEF.A'B’C'D'E'F' có độ dài cạnh đáy bằng 
a và chiều cao bằng h. Tính thể tích V của khối 
trụ ngoại tiếp lăng trụ đã cho. 

A. V = B. V = 3m 2 h. 

3 

- n - _ _ _ 7Zữ h 

c. v = m 2 h. D. V = ^~~. 

9 3 

Câu 35: Cho |/(x)dx = 9. Tính í = J/(3x)dx. 

0 0 

A. í = 2. B. 1=1. c. 1=3. D. 7 = 4. 
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Câu 36: Cho hình chóp S.ABC có đáy là tam giác 
đều cạnh a và thể tích bằng ■ Tính chiều 
cao h của hình chóp đã cho. 

A.h = ĩệ. B.h = Ậ. 

3 s 

C.h = Ịệ. Đ.h = % 

4Ĩ a /3 

Câu 37: Biết M(-2;0),N(0;-4) là các điểm cực 
trị của đồ thị hàm số y = ax 3 + bx 2 + cx + d. Tính 
giá trị của hàm số tại X = 1. 

A.y(l) = 2. B.y(l) = 12. 

c. y(l) = 0. D. y(l) = -l. 

Câu 38: Với các số thực dưcmg a,b bất kì. Mệnh 
đề nào dưới đây đúng? 

A - lũS ĩ = 5ĩ' B - = 

c. log(íỉỉ?) = logíỉ.logh D. log(flb)=logữ+logh 
Câu 39: Một cái mũ bằng vải của nhà ảo thuật vói 
các kích thước như hình vẽ. Hãy tính tổng diện 
tích vải cần có để làm nên cái mũ đó (không kể 
viền, mép, phần thừa). 

Qt 


30 cm 



35 cm 


A. 750,257r(cm 2 ). B. 756,25n(cm 2 ). 

c. 70Ũ7i(cm 2 ). D. 754,25jt(cm 2 ). 

Câu 40: Cho hình hộp chữ nhật ABCD.A'B'C'Ư 
có DC = a, DA = 2a và DD' = 2a. Tính bán kính 
R của mặt cầu ngoại tiếp tứ diện DCB'C'. 

A. R = ^. B. R = ~. 

2 4 

c. R=3a. D. R = 2a. 

Câu 41: Cho hình lăng trụ tam giác ABC.A'B'C' 
có đáy ABC là tam giác vuông cân tại B, cạnh 
AB = 2 V 2 . Biết Bơ tạo với mặt phẳng (ABC) 


__ The best or nothin g 

một góc 60° và BC' = 4. Tính thể tích V của khối 
đa diện ABCA'C'. 

A.v=ụ. t.vAjậ. 

3 3 

D.v4 

3 3 

Câu 42: Tìm số phức liên hợp của số phức 
z = (l-í)(3+2í). 

A. z = 5—7. B. 2=5+7. 

C. 2=1-2. D. 2=1 + 2. 

Câu 43: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, 
tập họp các điểm có tọa độ (x;y;z) sao cho 
-1 < X < 3,-1 < y < 3,-1 < 2 < 3 là tập các điểm của 
một khối đa diện (lồi) có tâm đối xứng. Tìm tọa 
độ của tâm đối xứng. 

A. (0;0;0). B. (2;2;2). 

c D. 

Câu 44: Điểm M ữong lùnh vẽ bên là điểm biểu 
diễn của số phức z. Tim phần thực và phần ảo 
của số phức z. 


t y 



—ị _J 


A. Phần thực là -4 và phần ảo là 32. 

B. Phần thực là -4 và phần ảo là 3. 
c. Phần thực là 3 và phần ảo là -42. 

D. Phần thực là 3 và phần ảo là -4. 

Câu 45: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, 
cho ba điểm A(4;0;0),B(0;-2 ;ũ) và c(0;0;6). 
Phưong trình nào dưới đây là phưong trình của 
mặtphẳng (ABC)? 


c. 3x-6y+2z-12 = 0. D. 3x-6y+2z-l = 0. 
Câu 46: Cho khối nón (n) có bán kính đáy bằng 
a và diện tích xung quanh bằng 2na 2 . Tính thể 
tích của khối nón (nỴ 
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KV-iẬ. 

3 3 

CVsí. D. V = ^~. 

s 3 

Câu 47: Kí hiệu z 0 là nghiệm phức có phần ảo âm 
của phương trình . 2z 2 +4z+3 = 0. Trên mặt 
phẳng tọa độ, điểm nào dưới đây là điểm biểu 
diễn của số phức w = ỉz 0 ? 

A. B. M 4 (V2;l). 

c. M 3 (-^;l). D.Ỉ1,Ị|;-iỊ 

Câu 48: Đường cong ữong hình bên là đồ thị của 
một trong bốn hàm số được liệt kê ở bốn phương 


Ngọc Huyền LB 

án A, B, c, D dưới đây. Hỏi hàm số đó là hàm số 
nào? 

À. y = -ịy}+ix + l. B .y=x 2 +x. 

C.y = 3 x -X-1. D. y = x 2 -X. 

Câu 49: Tun tất cả các tiệm cận đứng của đồ thị 

- , „ x + l+\Ịếx 2 +2x + l 

hàm so y =--—----. 

9 x 2 +4:X-5 

A. x=-5. B. X=5. 

, c. x=-l và x=5. D. X=1 và x=—5. 

Câu 50: Cho hàm số /(x) có đạo hàm trên đoạn 

[0;ti], /(0) = 7I và /(ĩt) = 47ĩ. Tính I = Ịf(x)dx. 

A. I=2n. B. í = 7t. c. 1=371. D. I=4k. 
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Chủ để 8: Tổng ôn luyện 


ĐỂ Tự LU¥ỆM SỐ 9 
(SỞGD&ĐT BẮC NINH) 


The best or nothing 


Câu 1: Cho biết sự tăng dân số được ước tính theo 
công thức s = A.e Nr (trong đó A là dân số của 
năm lấy làm mốc tính, s là dân số sau N năm, r 
là tỉ lệ tăng dân số hàng năm). Đầu năm 2010 dân 
số tỉnh Bắc Ninh là 1.038.229 người tính đến đầu 
năm 2015 dân số của tỉnh là 1.153.600 ngưòi). Hỏi 
nếu tỉ lệ tăng dân số hàng năm giữ nguyên thì 
đầu năm 2025 dân số của tỉnh nằm ữong khoảng 
nào? 

A. (1.424.000; 1.424.100) 

B. (1.424.300; 1.424.400) 

c. (1.424.200; 1.424.300) 

D. (1.424.100; 1.424.200) 

Câu 2: Thiết diện qua trục của hình nón (N) là 
tam giác vuông cân có cạnh góc vuông bằng 2 a. 
Tính diện tích toàn phần của hình nón này. 

A. Sp = m 2 ịĩyỊĨ +2) B. = na 2 ịĩ +4^) 

c. Sạ = m 2 (4 + 2V2) D. s ¥ = 4m 2 ụĩ + 1) 

Câu 3: Cho hàm số y = /(ac) có đồ thị như hình 
bên. Tim tất cả các giá trị của tham số m để 
phương trình /(x) = m-2 có bốn nghiệm phân 
biệt. 



A. -4<ra<-3 B. -4<m<-3 

c. -2<m<-l D. -2<m<-l 

Câu 4: Giải bất phương trình 2~** +4x >8. 

A. 2<x<3 B. lct<3 

„ ĩx>3 

c. " D. loe<2 

[x<l 

Câu 5: Cho hàm số y = X 3 - m 2 x 2 + m có đồ thị 
(c). Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để 


tiếp tuyến của đồ thị (c) tại điểm có hoành độ 
x 0 =l song song với đường thẳng ả:y- —5x. 

A. Không có giá trị của m B. m = 2 

_ r m = 2 

c. „ D. m=-2 

ịni = -2 

Câu 6: Phương ữình đường tiệm cận đứng và 
tiệm cận ngang của đồ thị hàm số y = ——~ lần 
lượt là: 

A. y=2;x=-l B. x=-2; y=l 

c. x=2;y=l D. x=-2) y=-l 

Câu 7: Phần không gian bên 
trong của chai nước ngọt có hình 
dạng như hình bên. Biết bán 
kính đáy bằng R = 5cm, bán 
kính cổ r = 2cm, AB = 3 cm, 

BC = 6cm, CD = 16cm. Thể tích 
phần không gian bên trong của 
chai nước ngọt đó bằng: 

A. 495ít (cm 3 ) 

B. 490ĩc(cm 3 ) 
c. 462n(cm 3 ) 

D. 412ĩi (cm 3 ) 

Câu 8: Diện tích của hình cầu đường kính bằng 
3 a là: 

A. s=36m 2 B. s=3m 2 

c. s = 12raz 2 D. s=9im 2 

^ x-2 

Câu 9: Cho hàm số y=~ ——. Xét các mệnh đề 
y x-1 

sau: 

1. Hàm số đã cho đồng biến trên 

2. Hàm số đã cho đồng biến trên M \ (lỊ 

3. Hàm số đã cho nghịch biến trên từng 
khoảng xác định. 

4. Hàm số đã cho đồng biến trên các khoảng 
(- 00 ;-l) và (-l;+oo) 

SỐ mệnh đề đúng là: 
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A. 1 B. 3 c.o D. 2 

Câu 10: Một công ty chuyên sản xuất gỗ muốn 
thiết kế các thùng đựng hàng bên trong dạng 
hình lăng ữụ tứ giác đều không nắp, có thể tích 
là 62,5 dm 3 . Để tiết kiệm vật liệu làm thùng, 
người ta cần thiết kế thùng sao cho tổng s của 
diện tích xung quanh và diện tích mặt đáy là nhỏ 
nhất, s bằng: 

A. 106,25đm 2 B. 125 drrĩ 

c 75dm 2 D. 50 Sdm 2 

Câu 11: Tập nghiệm của bất phương trình: 

161og 2 x 31og 2 x 2 ; 0 là; 

log 2 X 2 + 3 log 2 x+l 


A. [^ ;1 ] U (^ ;2 ^) U ( 3 ^ ;+ 

B. Ị^0;ỉju(l;+oo) 

D í‘àHH“ M 


Câu 12: Hàm số y = -x i + 2x 2 +1 có mấy điểm 


cựcữị? 

A. 3 B.2 C.1 - D.o 

Câu 13: Cho a, b là hai số thực dương. Rút gọn 

, ,_ a 3 S + b 3 'Jã 

biêu thức sau:- Ỷ 1 —• 

cÃ+ỹ 

11 _ 11 _ 11 _ ,r- 

A. a 2 b 2 . B. a 3 b 3 c. a 3 b 3 D. ìlab 


Câu 14: Cho hàm số 



với a >0 là 


một hằng số. Trong các khẳng định sau, khẳng 
định nào đúng? 

A. Hàm số luôn đồng biến trên khoảng 
(0;+oo) 


B. Hàm số luôn nghịch biến trên R 

c. Hàm số luôn đọng biến trên s 

D. Hàm số luôn đồng biến trên khoảng 

( 1;+0 °) 

Câu 15: Cho hàm số y=f(x ) xác định trên tập' 


D. Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai? 


_ Ngọc Huyền LB 

A. m = xmn/(x) nếtí /(x)<7ft với mọi X 

thuộc D và tồn tại x 0 e D sao cho /(x 0 ) = m 

B. Nếu M = max/(x) thì /(x)<Mvớimọi X 
thuộc D 

c. M = max/(%) nếu y(x)<M với mọi X 
thuộc D và tồn tại x 0 e D sao cho f{x ữ ) = M 
D. m = min/(x) nếu fịxj>m với mọi X 
thuộc D vàtồntạd x 0 eD sao cho /(x 0 ) = m 
Câu 16: Thể tích của khối trụ có bán kính đáy R, 
chiều cao h là: 

A.V = nR 2 h B. V = Ỉ7 ĩR 2 h 

3 

C. V = ịnR 2 h D. V = 2nR 2 h 

3 

Câu 17: Gọi x 1 ,x 2 (x ỉ <x 2 ) là hai nghiệm của 
phương trình 8 I+1 +8.(0,5) 3 * + 3.2" 3 =125-24.(0,5)". 
Túửi giảừị p = 3x ĩ -6 x 2 . 

A.8 B.-10 C.11 D.-9 

Câu 18: Khối lăng trụ tam giác có bao nhiêu mặt? 

A. 3 B. 6 C.4 D. 5 

Câu 19: Giải phương trình log 3 (lOx + 5 ) = 2. 

2 _ 1 _ 9 

A.x = =: B. X--- Cĩ =7 D.x = 2 
5 6 4 

Câu 20: SỐ giao điểm của đồ thị hàm số 
y = x 3 -9x+l và đường thẳng d:y=l là: 

A. 1 B.2 c. 4 D. 3 

Câu 21: Hàm số y = ln(-x 2 +16) đồng biến trên 
tập nào? 

A. (- 00 ; 4 ) B. (-4;0) c. (-4;4) D. (- 00 ; 4 ] 

41-1 2-2x 

Câu 22: Giải bất phương trình 2 2x+ĩ < 2 2z+ĩ +1. 

A. X>1 B.-ị<x<l 

2 

x<~ 1 

c. 2 D. 3C<—r 

X>1 2 

Câu 23: Cho lăng trụ tam giác đều ABC.A'B'C' 

có tất cả các cạnh đều bằng ữV3. Tính tliể tích của 

khối lăng trụ. 

a. 9 Ậ b.^ c. 3 4 d.4 

4 8 4 9 
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Câu 24: Hàm số y = ịx 2 + 3x + 2| có bao nhiêu 


điểm cực trị? 

A. 1 B. 3 c. 2 D.o 
Câu 25: Cho hình chóp S.ABC đáy ABC là tam 
giác vuông tại B, AB = a,BC = 3«, có hai mặt 
phẳng (SAB);(SAC) cùng vuông góc với đáy. 
Góc giữa sc với mặt đáy bằng 60°. Tính khoảng 
cách tù' A đến mặt phẳng (SBC). 





Câu 26: Hàm số y = x 3 -3x 2 -2 đồng biến ữên 


các khoảng nào sau đây? 

A. (~oo;ũ) và (2;+oo) B. (0;2) 
c. (- 00 ; 2 ) D. (-^o;0)u(2;+oo) 

Câu 27: Tính đạo hàm của hàm số y = e 3x sinx. 


A. 3e 3x cosx B. e 3l (3sinx-cosx) 

c. e 3j: (3sinx + cosx) D. e 3l (sinxH-cosx) 
Câu 28: Cho một hình trụ có chiều cao bằng 6 nội 
tiếp ữong một hình cầu bán kính bằng 4. Tính thể 
tích khối trụ này? 

A. 42n B.14ít c. 96n D.84n 

Câu 29: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m 
để đồ thị hàm số y = x i ~(m+ìjx 2 +m cắt trục 
hoành tại bốn điểm phân biệt có tổng bình 
phương các hoành độ bằng 2. 

A. m = -l+4ĩ B. m = l 

c. m=0 D. m =3 

Câu 30: Đường cong ữong hình bên là đồ thị của 
một hàm số ữong bốn hàm số được liệt kê ở bốn 
phương án A, B, C, D dưới đây. Hỏi đó là hàm số 
nào? 



Câu 31: Xét các mệnh đề sau: 


cận đứng và một đường tiệm cận ngang 

2. Đồ thị hàm số y = Ĩ - I 2 ỊẴ .í .. £ . í .. l C (5 hai 

x 

đường tiệm cận ngang và một đường tiệm cận 
đứng 

3. Đồ thị hàm số y = — — - có một đường 

X -1 

tiệm cận ngang và hai đường tiệm cận đứng 
Số mệnh đề đúng là: 

A.2 . B.l c. 3 D.o 

Câu 32: Tun tất cả các giá ữị thực của tham số m 
để phương trình < Jl-X + Vl + X = yjm + 1 + x-x 2 
có hai nghiệm phân biệt. 

c .me Ị4; Ỵ j u{5} D .me [4; 6] 

Câu 33: Cho lăng trụ tam giác ABC.A'B'C'. Gọi 
M,N,P lần lượt là trung điểm của các cạnh 
A'B',BC,CC. Mặt phẳng ( MNP ) chia khối lăng 
trụ thành hai phần, phần chứa điểm B có thể tích 
là Vj. Gọi V là thể tích khối lăng trụ. Tính tì số 

Yx 

V 


61 


, 37 
' 144 


144 144 

x 2 +9 


Câu 34: Tìm giá trị lớn nhất của hàm số y = 
ữênđoạn [2; 4 ]. 

A. maxy = ll 


^ .. 25 

c. maxy = -r 
ti-tì J 4 . 


B. maxt/ = 10 

D -Wĩ 


Câu 35: Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD có 
cạnh đáy bằng a. Gọi điểm o là giao điểm của 
AC và BD. Biết khoảng cách từ o đến sc bằng 

-J=. Tính thể tích khối chóp S.ABC. 
v5 


18 9 


c g3 ^ o g3 ^ 

'8 ‘24 


Câụ 36: Chọn cụm từ (hoặc từ) cho dưới đây để 
sau khi điền nó vào chỗ trống mệnh đề sau trở 
thành mệnh đề đúng? 
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"Số cạnh của một hình đa diện luôn. 

số đỉnh của hình đa' diện ấy." 

A. lớn hơn B. nhỏ hon 

c. nhỏ hơn hoặc bằng D. bằng 
Câu 37: Tính giá trị của biểu thức sau: 

1 

log 2 a 2 + log , ữ 3 ; 1 & a > 0. 

A.f B.-ụ c.ạ D.-ạ 
6 6 6 6 

Câu 38: Cho một hình toụ (t) có chiều cao và bán 
kính đều bằng 3 a. Một hình vuông ABCD có hai 
cạnh AB,CD lần lượt là hai dây cung của hai 
đường tròn đáy, cạnh AD,BC không phải là 
đường sinh của hình trụ (t). Tính cạnh của hình 
vuông này? 

A. 3flV5 B. 6 a c. 3 a B, 

2 

Câu 39: Cho log 2 b = 3,log 2 c = -6. Hãy tính 
log 2 (ỉ? 2 c). 

A. 4 B. 7 CO D. 8 

Câu 40: Tập tất cả các giá trị của m để phương 
trình 

2 ( *" 1)2 .log 2 (x 2 -2*+3)=4 M .log 2 (l\x-m\ + 2) 
có đúng bốn nghiệm phân biệt là: 


4ĩ#k 

B. 

c - 



Câu 41: Cho a,b là các sô thực dương. Viết biểu 
thức \/ a. 2 b 3 dưới dạng lũy thừa với số mũ hữu tỉ. 

13 11 3 1 11 

A. fl 6 b 4 B. a 6 ¥ c. fl 4 b 6 D. a 6 b 9 

Câu 42: Tổng tất cả các nghiệm của phương toình 
21og s (x-4) + logg(x-6) 2 = 0 bằng: 

A. 10 -4Ĩ B. 5+ylĩ c. 10 + V 2 D. 10 

Câu 43: Hàm số y = -X 3 +3x 2 -ĩ có điểm cực tiêu 
bằng: 

A. M(0;-l) B. 2 c. -1 D. 0 

Câu 44: Cho hình chóp tam giác đều S.ABC có 
cạnh đáy bằng 2 a. Gọi M,N lần lượt là trung 
điểm cảu SB,SC. Tính thể tích khối chóp 


Ngọc Huyền LB 

A.BCNM. Biết mặt phẳng (AMN) vuông góc 
với mặt phẳng (SBC). 

A W5 W5 «V5 d a/5 
12 '4 2 ■ 6 

Câu 45: Cho một hình nón (n) có đáy là hình 
tròn tâm o, đường kính a và đường cao so = a. 
Cho điểm H thay đổi trên đoạn thẳng so. Mặt 
phẳng (p) vuông góc với so tại H và cắt hình 
nón theo đường ữòn (c). Khối nón có đỉnh là o 
và đáy là hình ữòn (c) có thể tích lớn nhất bằng 


bao nhiêu? 


A. — B. — c Ểĩí. D. M 


162 81 81 81 
Câu 46: Cho hàm số /(x) = 2x 3 -6x 2 +3. 
nghiệm của phương trình /(/(*)) = 0 là: 


SỐ 


A. 9 B. 6 c. 3 D. 7 
Câu 47: Cho các hàm số y = x 5 -X 3 + 2x; 


X 1 . 

y=——y = -x 3 -4x-4sinx. Trong các hàm số 

teên có bao nhiêu hàm số đồng biến trên tập xác 
định của chúng? 

A. 0 B.2 c. 3 D. 1 

Câu 48: Cho hình chóp S.ABC có SA vuông góc 
vóimặtphẳng (ABC), sa = 2a, AB=a r AC=2a, 


BAC = 60°. Tính diện tích hình cầu ngoại tiếp 
hình chóp S.ABC. 

A. s = ậira 2 

3 

C. s = 8m 2 

Câu 49: Một hộp giấy hình hộp chữ nhật có thể 
tích 3dm 3 . Nếu tăng mỗi cạnh của hộp giấy thêm 
\[3dm thì thể tích của hộp giấy là 24dm 3 . Hỏi nếu 
tăng mỗi cạnh của hộp giấy ban đầu lên 3ịỈ3dm 
thì thể tích hộp giấy mới là: 

A. 324đm 3 B 64dm 3 c. 192dm 3 D. 81 dm 3 
Câu 50: Tim tập xác định của hàm số: 

y = (-x 2 +7x-10) 3 . 

A. M\{2;5} B. (-00; 2 )u(5; +00) 

c. & D. (2; 5 ) 


B. s = 32ira 2 

32 „ 

D. S = ^m 2 
3 
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Chủ đề 8: Tổng ôn luyệr 


ĐỂ Tự LUVỊN SỐ 10 
(SỞ GD&ĐT QUẢNG NINH) 


The best or nothing 


Câu 1: Đường thẳng nào dưới đây là tiệm cận 
ngang của đồ thị hàm số y = 3 +~~£ ■ 

A. y = -3. B. x=3. c. x = -3. D. y = 3. 
Câu 2: Biết rằng đồ thị hàm số y = X 4 - 3x 2 + 5 và 
đường thẳng y = 9 cắt nhau tại hai điểm phân 
biệt A(x 1 ;y 1 ), s(x 2 ;y 2 ). Tính Xj+X 2 . 

A. Xj +x 2 =3. B. Xj +x 2 = 0. 

c. Xj+X 2 =18. D. x ĩ + x 2 = 5 . 

Câu 3: Hàm số nào trong bốm hàm số được liệt 
kê ở bốn phướng án A, B, c, D dưới đây, không 
có cực trị? 

A. Ị/ = x 3 +3x 2 -4x + l. B. y = -x i -4x 2 + 3. 

c. y = x 3 -3x + 5. D. y = 

y x-1 

Câu 4: Tìm các khoảng đồng biến hàm số 
y = |x 3 -2x 2 +3x-l. 

A. (~oo;3). B. (l;+oo). 

c. (l;3). D. (-00; 1) và (3;+oo). 

Câu 5: Cho hàm số y - f(x) xác định trên 
E \ / liên tục trên mỗi khoảng xác định và 

có bảng biến thiện như sau: 


X 

-00-1 0 1 4*0 1 

y' 

+ 

♦ II ♦ 

+ 

y 

+00 

,/ 

+00 

-1^ 

2 

y 


Tìm tập họp tất cả các giá trị của thàm số m sao 
cho phương trình /(x) = m có ba nghiệm thực 
phân biệt. 

A. [-2; 2]. B. (-2; 2). 

c. (-00;+00). D. ( 2 ;+00). 

Câu 6: Tìm điểm cực đại X CB (nếu có) của hàm số 
y = sjx-3-\l6-x. 

A. M(0;2;l). 

B. X CB = 6 . 


C. X CĐ = -v/ó . 

D. Hàm số không có điểm cực đại. 

Câu 7: Độ giảm huyết áp của một bệnh nhân 
được xác định bởi công thức 
G(x) = 0,024x 2 (30-x), ữong đó X là liều lượng 
thuốc tiêm cho bệnh nhân cao huyết áp (X được 
tính bằng mg). Tìm lượng thuốc để tiêm cho bệnh 
nhân cao huyết áp để huyết áp giảm nhiều nhất. 

A. 20 mg. B. 0,5 mg. c. 2,8 mg D. 15 mg. 
Câu 8: Tìm tất cả các đường tiệm cận đứng của 

X 3 -3x 2 +20 
đo thị hàm số 1/ = —————. 

X 2 -5x- 14 


A. x=-2 và x=7. B. x =-2. 
c. x = 2 và x=-7. D. x=7. 


Câu 9: Tìm tất cả các giá ữị thực của tham số m 
để phưong ừình m-J 2 + tan 2 x =m + tanx có ít 
nhất một nghiệm thực. 

A. -42<m<^2. B. -l<m<l. 


Câu 10: Tun tất cả các giá ữị thực của tham số m 
đểđồthịhàmsố y = x 3 -4x 2 +(l-m 2 jx + l có hai 


điểm cực trị nằm về hai phía khác nhau đối xứng 
vói trục tung? 


A 11 

A. < m < r. 
3 3 


m >1 
m <-1 ’ 


c. -lcmcl. D. -l<m<l. 

Câu 11: Đường cong trong hình bên là đồ thị của 
một hàm số trong bốn hàm số được liệt kê ở bốn 
phương án A, B, c, D dưới đây. Hỏi hàm số đó là 
hàm số nào? 
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A. y = -x i +8x 2 +.1. B. y = x i -Bx 2 +l. 
c. y = -x 3 + 3x 2 +1. D. y = |x| 3 -3x 2 +1. 
Câu 12: Tìm tập xác định D của hàm số 

H 3 * 2 - 1 ) 

a - d = r 'RỈ' 

b - d RỈ' 

cD -b"iM# + 4 

D ' D= hHr) 

Câu 13: Túửi đạo hàm của hàm số y = log 2 |x| 


* In3 

A. y =~-r~z. 

y xln2 


|jc|ln2 ’ 


c. y' = 


|x|(ln2-ln3)‘ D ’ y x(ln2-ln3)' 

Câu 14: Cho hàm số f(x) = p-y. Hòi khẳng định 

nào dưới đây là khẳng định sai? 

A. f(x)> 1<=>X>(* 2 -l).log 2 5. 

B - / W >1 °ĩĩ4? > ĩĩĩ^2- 

c. /(*)>lox.log i '2>(x 2 -l).log 2 5. 

3 

D. /(x)>l<=>;e.ln2>(;e 2 -l).ln5. 

Câu 15: Tìm nghiệm nguyên nhỏ nhất của bất 
phưong trình log 3 (l - X 2 ) < log-j (l - x) 


c. x = 


A. x=0. B. x=l. 

1-V5 D Ị±s 

2 2 
Câu 16: Cho ữ = log 2 m với 0<m*l. Đẳng thức 
nào dưới đây đúng? 

A. log m 8m = ^^. B. log ra 8m=(3-a)fl. 

c. log m 8 m = . D. log ra 8m = ị3+a)a. 

Câu 17: Một học sinh giải bất phưcmg trình: 


11] R) ■ 

Bước 1: Điều kiện X ^ 0 . 

Bước 2: VI 0 < -Ậr < 1 nên 

>15 

(ẩ]R) °ỉ s5 

Bước 3: Từ đó suy ra 1 < 5x o X t ^ . Vậy tí 
nghiệm của bất phưong teình đã cho là 

S= [H- 

A. Sai ở bước 1. B. Sai ở bước 2. 

c. Sai ở bước 3. D. Đúng. 


khẳng định dưới đây, khẳng định nào đúng? 

A. Hàm số luôn đồng biến ừên K. 

B. Hàm số luôn nghịch biến trên khoảng 
(-«o;l). 

c. Hàm số luôn đồng biến trên ữên • 

D. Hàm số luôn nghịch biến trên K. 

Câu 19: Với những giá trị nào của X thì đồ thị 
hàm số y = 3 I+1 nằm phía trên đường thẳng 
y=27. 

A. x>2. B. x>3. Cĩ<2. D. x<3. 

Câu 20: Một loài cây xanh trong quá trình quang 
hợp sẽ nhận một lượng nhỏ Carbon 14 (một đon 
vị của Carbon). Khi cây đó chết đi thì hiện tượng 
quang hợp cũng sẽ ngưng và nó sẽ không nhận 
Carbon 14 nữa. Lượng Carbon 14 của nó sẽ phân 
hủy chậm chạp và chuyển hóa thành Nitơ 14. Gọi 
p(í) là số phần hăm Carbon 14 còn lại ữong một 
bộ phận của cây sinh trưởng í năm trước đây thì 
p(í) được cho bởi công thức: 

p(f) = 100.(0,5)^%. 

Phân tích một mẫu gỗ từ công trình kiến trúc gỗ, 
ngưòi ta thấy lượng Carbon 14 còn lại trong gỗ là 
65,21%. Hãy xác định số tuổi của công hình kiến 
trúc đó. 
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A. 3574 (năm). B. 3754 (năm), 

c. 3475 (năm). D. 3547 (năm). 

Câu 21: Cho hàm số /(x) = ——. Tính tổng 

‘■teMỂMÌHSMS 

A. 2014. B. 2015. c. 1008. Đ. 1007. 

Câu 22: Tìm nguyên hặm của hàm số 
/(x) = sin(2;c+l). 

A. J / (x) âx = cos ịlx + l) + c. 

B. j/(x)dx = y cos(2x+l) + C. 
c. J/(x)ck = ỉcos(2x+l)+C. 

D. |/(x)ck = -cos(2a: + l)+C. 

Câu 23: Cho hàm số /(*) liên tục trên [ũ;10] 
thỏa mãn: 

Ịf(x)dx=7,Ịf(x)dx=3. 

0 2 

Tính p = ]f(x)dx +1 f(x)dx. 

0 6 

A. p=10. B. p = 4. CP = 7. D. p = “4 . 
Câu 24: Biết F(x) là một nguyên hàm của hàm 

số f{ x ) = T ~ ỷ X và TỈỊÌ = 2.Tính F(o). 

1 + 3COSX 1^2 J 

A. F(0) = -|ln2 + 2. B. F(0)=-|ln2+2. 

c. F(o) = -|ln2-2. D. F(o) = -|ln2-2. 

Câu 25: Tính tích phân I = Ixcosxdx. 

A. 1 = 2. B. I = -2. c. 7=0. D. 1 = 1. 
Câu 26: Giả sử: 

Ị—ĩ ————dx = ízln5+hln3; a,beQ. 
ịx 2 +4x+3 

Tính p = a.b. 

A. p = 8. B. p = -6. CP = -4. D. P=-5. 
Câu 27: Kí hiệu (H) là hình phẳng giói hạn bởi 
đường cong y = tanx, ữục hoành và hai đường 

thẳng X = 0, x = ^. Tính thể tích V của khối tròn 
4 


The best or nothing 
xoay thu được khi quay hình (ít) xung quanh 
trục Ox 


A. 

V = -Ấ 

1--Ì. 

B.y=fi--Ì- 


l 

. 4j 

l 4 J 

c. 

v = 7tíl 

--Ì- 

D. y=7tÍ2--ì. 


l 

4J 

1 ' 4 J 


Câu 28: Một vận động viên đua xe F đang chạy 
với vận tốc 10(m/s) thì anh ta tăng tốc với vận 
tốc ữ(í) = 6í(m/s 2 ) / trong đó t là khoảng thời 
gian tính bằng giây kể từ lúc tăng tốc. Hỏi quãng 
đường xe của anh ta đi được ữong thời gian 
10 (s) kể từ lúc bắt đầu tăng tốc là bao nhiêu? 

A. 1100 m. B. 100 m. 

GlOlOm. D.lllOm. 

Câu 29: Cho số phức Zj=l+3í' và z 2 =3-4z. 
Tính môđun của số phức z l + z 2 . 

A. . B. -Jĩễ. c. 4. D. 8. 

Câu 30: Gọi z 1 ,z 2 là hai nghiệm phức của 
phưcmg ữình z z +2z+10 = 0. Tính giá trị của 
biểu thức A = |zj | 2 + |z 2 1 2 . 

A. 15. B. 20. c. 19. D. 17. 

Câu 31: Tìm điểm biểu diễn số phức z thoả mãn 
(l+z)z+(2+z)z=3+z. 

A. (l;-l). B. (l;2). c. (l;l). D. (-l;l) • 

X \ 2017 

Câu 32: Cho số phức z = Ị I . Tính 
z 5 +z 6 +z 7 +z a . 

A. 4. B. 0. c. 4z. D. 2. 

Câu 33: Cho số phức z thoả mãn điều kiện 
|z - 2 - 4zj = I z - 2z'|. Tim số phức z có môđun nhỏ 
nhất. 

A. z = -l+z'. B. z=-2 + 2z. 

c. z=2+2i. D. z = 3 + 2z'. 

Câu 34: Cho hai số phức Zj, z 2 thoả mãn 
|z 1 |=|z 2 | = |z 1 -z 2 |=l. Tính giá trị của biểu thức 



A. p=l-z. B. p = -l-z. 

c. p = -l. D. p=l+i. 
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Câu 35: Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD có 
đáy là hình vuông ABCD cạnh a-JĨ, các cạnh 
bên có chiều dài là 2a . Tính chiều cao của hình 
chóp đó theo a. 

A.«72. B. 2flV2. c. 2 a. D . aS. 

Câu 36: Khẳng định nào sau đây sai? 

A. Tôhg số đỉnh, số cạnh và số mặt củamột 
hình tứ diện đều bằng 14. 

B. Số cạnh của một hình hai mưoi mặt đều 
bằng 30. 

c. SỐ mặt của một hình mười hai mặt đều 
bằng 12. 

D. Số đỉnh của một hình bát diện đều bằng 8. 
Câu 37: Cho hình chóp S.ABCD, đáy ABCD là 
hình vuông cạnh a, SA=SB=SC-SD = a-JĨ . 
Tính thể tích khối chóp S.ABCD. 

.. g 3 73 g a 3 76 p fl 3 76 a 3 yỈ6 

' 3 ' 9 ■ 6 12 

Câu 38: Cho hình lăng trụ đứng ABC.A'B'C' có 
đáy ABC là tam giác vuông tại A, AC=a, 
ACB = 60°. Đường chéo BC' của mặt bên 
(BCC'B') tạo vói mặt phẳng (ACCA 1 ) một góc 
30°. Tính thể tích của khối lăng trụ theo a. 

A. v = B.V = a 3 S. 

3 

C. V = ^M. đ.V = ^Ạ. 

3 ■ 3 

Câu 39: Trong không gian, cho tam giác ABC 
vuông tại A có AB-2, AC = 75 quay xung 
quanh cạnh AC tạo thành hình nón tròn xoay. 
Tính diện tích xung quanh S XIỊ của hình nón đó. 

A. S xlì =2-JEn. B. S XIỊ = 12ti. 

c. s =6n. D. S XIỊ = 3^Ỉ5n. 

Câu 40: Cho hình lập phưong ABCD.A'B'C'Ư có 
cạhh bằng a . Một hình nón có đỉnh là tâm của 
hình vuông ABCD và có đường tròn đáy ngoại 
tiếp hình vuông A'B'C'D' . Tính diện tích xung 
quanh của hình nón đó. 

A mỉ 7ậ 

B ™ 2 72 

3 2 

£ raz 2 73 p 


Ngọc Huyền LB 

Câu 41: Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là 
tam giác đều cạnh a , mặt bên SAB là tam giác 
đều và nằm toong mặt phẳng vuông góc với mặt 
phẳng đáy. Tính thê’ tích của khối cầu ngoại tiếp 
hình chóp đã cho. 

. 5tc« 3 7Ĩ5 „ 5ĩCữ 3 7Ĩ5 

A. -—-- . D. — ———— . . 

18 • 54 

£ 4ra 3 73 p 5na 3 

27 '~1T' 

Câu 42: Túửi diện tích vải cần có để may một cái 
mũ có hình dạng và kích thước (cùng đon vị đo) 
được cho bởi hình vẽ bên (không kể riềm, mép) 



A. 35071. B. 40071. 

c. 45071. D. 50Ũ7Ĩ. 

Câu 43: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, 
cho hai điểm M(0; 2; l) và N(l; 3; o) . Tìm giao 
điểm của đường thẳng MNvằ mặt phẳng Oxz . 
A. E(2;0;3). B. H(-2;0;3). 

c. F(2;0;-3). D. K(-2; 1; 3 ). 

Câu 44: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, 
cho hai điểm A(2;l;3) và B(l;-2;l). Lập 
phưong trình đường thẳng A đi qua hai điểm A, 
B. 


1 ” 3 
x + 2 ỵ+Ị 

~~2~' 
z + 3 


~~ĨT' 

m X+l_y-2 

z +1 

1 3 

~~2' 

X-2 y-1 

_z -3 


1 


Câu 45: Trong không gian với hệ tọa độ Oxỵz, 


cho hai đường thẳng = ^3^ = ~2~ 
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ịx = ất 

d': ị y =1 + 6f (í e M). Xác định vị trí tương đối 

Ịz = -1 + 4í 

giữa hai đường thẳng ả và ả'. 

A. d và d' song song với nhau. . 

B. d và d' trùng nhau, 
c. d và d' cắt nhau. 

D. ả và d' chéo nhau. 

Câu 46: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, 


cho A(l; 0; 2 )b( 2; -1; 3), Trong không gian với 
hệ tọa độ Oxyz, cho. Viết phương trình đường 
thẳng À đi qua hai điểm A, B . 

X — 1 + t 


y = -t . 
z = 2+t 


x-1 y-2 z 
1 -1 ~l’ 


c. A:x-y+z-3=0. D. A:LA = lJ: = ĩJí' 
s 1-11 
Câu 47: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, 

cho hai điểm A(2;4;l), B(-l;l;3) và mặt 
phẳng (P):x-3y+2z-5 = 0. Viết phương trình 
mặtphẳng (Q) đi qua hai điểm A, B và vuông 
góc với mặt phẳng (p). 

A. (Q):2y+3z-l = 0. 

B. (Q):2x + 3z-ll = 0. 
c. (Q):2y + 3z-12 = 0. 

D. (Q):2y + 3z-U = 0. 

Câu 48: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, 
cho mặt cầu (s):x 2 +y 2 +z 2 -2;e-4j/-6z-ll=0 


và cho mặt phẳng (p):2x + 2y-z-18 = 0. Tìm 
phưong hình mặt phẳng (q) song song với mặt 
phẳng (p) đồng thời (Q) tiệp xúc với mặt cầu 

(s). 

A. (Q):2x+2y-z+22 = 0. 

B. (Q):2x+2y-z-28=0. 

C. (Q):2x + 2y-z-18 = 0. 

D. (Q):2x + 2y-z + 12 = 0. 

Câu 49: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, 

cho Á(l; -3; 2), B(l;0;l), c(2;3;ũ). Viết 

phương trình mặt phẳng (ABC). 

A. 3x-y-3z=0. B. 3x+y + 3z-6 = 0. 

c 15x-y-3z-12=0. D. y+3z-3 = 0. 

Câu 50: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz. 

Viết phương trình mặt phẳng (p) đi qua điểm 

M( 1; 2; 3) và cắt các trục Ox, Oy, Oz lần lượt 

tại ba điểm A, B, c khác vói gốc tọa độ o sao 

cho biểu thức - - - --- + —+ —Ị— có giá ữị nhỏ 

OA 2 OB 2 oc 2 6 

nhất. 

A. (p):x+2y+3z-ll = 0. 

B. (p):x+2y + 3z-14 = 0. 
c. (p):x+2y+z-14 = 0. 

D. (p):x+y + z-6 = 0. 
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Máy biết nỗ ĩực cho đến giâf phút cuối cùng, cho ầển thởỉ điểm kết quả ngã ngũ, để không tiếc nuối và ầằú 
vặt vầ hai từ “giá như”. 

chúng ta, đã hao, nhiêu lần hả qua, cữ, Ềậi đitặo đán níiận hạnh phức cha mìrứứ Là những lần dễ dàng, buồng, 
tay đánlỉ rai, những ca hậi khác nhau, là, những lần mặc nhiên cdt dítt, tắt cả, cậi rễ tình cảm đề cấ kiếm tìm 
những cái Mác xa, xầi han? 

IVlẩi một lần tít, bả, là, mật lần đánh mất ca fĩậi dể 'hạnh phíic. r Bầi di may, mẩn dấn cũi là mật dài lần ghé 
qua. KỆicàntrẻ, ngưổi ta dỄ dàng, tít bả ca hậl để đưực hạnh pỀíiũ, dìngưầvtanghvràng, sẽ cá những thít 
hạnh phúc Mác tìm đến. Tằẫ nhưng, ngưầi ta khâng biết rằng,, íìạnfv phúc thật sư chi đến mật lần trang, đài 
mà thái. 

Tức là, nếu, khâng nắm lấy, thi sẽ mất tành, diễn, nếu, không trân tì'ạng thì sẽ chẳng, cá lân mu,. 

Cuậc đài cá bao, nhiêu, thầigtìin để phung phí, ãing như, ca hậi đến hao, nhiêu, lần đề mà đứng nhìn ná lưẩt 
qua? Từ, bả hag khưẩc tít, cũng chính là mật câch thức nhận thua quá, sầm, khi tì'ẩ thảnh kẻ hên nhát mẫi 
khi gặp thCt thách đần đưăng. 

Thế, nên, khi tình yêu, đến thi hãg nấm lấg thật chặt, Mì ca mag đến thi hãg biết tận dụng, cổ, điều, kiện thì 
hãg phấn đấu hết minh cha những mục tiât, khi cần cá thề thì đừng buông bả bất cứ, thứ,gi, kể cả ưâc ma. 
thầt tha bé. 

Nễu bạn chưa cấgắng hết mình, mà tít bả, nếu bạn chưa thứ niu, kéa mà tít bỏ,, nất, bạn dì ngần ngại chần 
chư mả, tít bể, cá thể, bạn đã bả qua hạnh phúc lẩn lao, nhất aỉa cuộc đầi mình. 

Tháng tít bả khângphảì là, cấ chấp giằng ca, kháng tít bá chính là, diệc bạn thử cấgđng để giữ lại những thư 
thuậc mề mình,, haặc những thư nên thuộc dề, mình, chư không phải cá ngoái lại những gi đã chẳng phải lá, 
dĩa mình nữa. 

Tháng tít bá cá nghĩa là, bạn đem tất cả khả năng dànẫlực cỉta bản thân ra đánh atặũ, đề rầi M cả, cá thua 
cuậc cũng khắng hu thẹn dì buâng tag quá sâm, cũng khàng tiếc nuắi diđãcấgắng hết mình. 

‘Nhiều ti'ang chúng ta đểu cha ràng, cuậc đứt dài đằng đẵng, rầi sẽ cá rất nhiều ca hột SÃ dần đến phía mu 
lưng, thế nên chi đặt chà mà khàng gắt gaa nắm lẩy, từng mảnh dâ nhả nhặt đềghép thành CUẶC sắng cha 
liêng minh. 

Nhưng, những gì, đã đi qua, cần cá thể lấy lại lần nữa hay saa? 

Tây biết nâng niu những thứ đến gần dầi cuậc sắng ảia bạn, hãy biét trân trạng từng chút mật những thư 
hạnh phúc bé nhả thuậcdềmùih, rồi sẽ cá ngày, bạn sẽ nhận thấy mình sáng suất biết baa, dlđãkhângtít 
bả. thây biết nẫ lực cha đến giây, phút CUẤI cùng, cha đến thàìđỉểm líểt quả ngã ngũ, đề khâng tiếc nuấi dà 
dằn dặt di hai tít, “giá như". 

'Những ngưổì hay nái “giá như,", là những ngưổt thưầng tít bả dề dàng, là những ngưàl bả qua quá nhiều, ca 
hội đề hạnh phúc, là những ngưàl sẽ âm sư, nuấi tíếc đến mát dề mu. 

Vậy nên cha dù, thế nảa cũng đừng tư bả điềugi quá dễ dàng, bàt di chị cân mật lần dâ tâm mà nât lảng tay, 
hạnh phíu> cá thề sẽ thea những thư tntạt ra khải CHẬC sấng của bạn kht ẩy, dà bay mất, không trế dề. 

Bạn à, thế nên, đừng nghỉ đến việc từ bỏ cái gì quà sớm, bởi vì biết đâu đấy, chỉ cần kiên nhẫn một chút, bạn 
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